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A kdvetkez8kben vizsgélataink' targyét els8sorban az
-+~ 1

l’ F(.Z_ : B f(*/ J(/L(

SRR} /r/
¥ |

4 integrél képezi,ashol az f(bt/ valés fliggvényrdl feltessszik,hogy
( 1, + 1/ intervallumban Lebesgue~integrdlhatéd, és (—— 7, o+ '7)
7 minder z4rt belsé inéervalluméban korlatos. Az ilyen fiiggvényeket

rovidség kedvéért A «~tipusu fiiggvényeknek nevezziike

mf,\ Az l.fe jezetben azzal a probléméval foglalkozunk,
b hogy mely analitikus fiiggvények &1l1ithaték elé az 1/ alakban,

Ezt a fliggvény-osztdlyt 7 sziikséges és elégséges feltétellel si=-
kerilt teljesen jellemeznie /letétel /
o Az l.tétel bizonyitésa folyamén adédik,hogy & kritilus

x
\ %
Q—'fl‘f"f/ intervallum majdnem minden/pontjdban 1étezik /1/ képzetes

I

részének a hatérértéke, és »ﬁ*/(x) =el egyenlS./ 2.tétel /
3 A Z2.fe jezetben a valés rész hatérértékét vizsgil juk,

Arra az eredményre jutunk ,hogy a valdés rész hatérértékének 16=
an X ponkbas. )
tezése ®quivalens az 'm

- j/ “
- B \J X.__ /2/
¥

Cauchy féle féérték létezésével./3.tétel /
Dolgozatunk méscdik részében bizonyos trigonometriai
7" sorokkal foglalkozunk,amelyeket a Cauchy féle f£3érték fegalménak.
dominédns szerepére vald tekintettel Caﬁchy~Fourier féle soroknak
X nevezinkeIlyen sorokkal T Atchmarsh foglalkozott eldszdr l/,é a
"principal valués Fourier series " elnevezést hasznélja.Ezekre =
- ~ sorokra ug& jutunk,hogy a (;7,+1> szakaszon feimetszett siknf
{ » konforn leképezéssel Atvisszilk az egységkor belse jébe.Tgy /1/-b61
: az egységkor belse jében reguléris fiiggvényt nyeriink,amelynek kép=

zetes részének hatérfiiggvénye a keriileten ar“/%/n(})"'ﬁ?/}j e /

| Je T
| fiiggvénye (ﬂ( %

i‘—\.._, = e j c y s e
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f?/“) ~ra vonatkou¢ feltevéseink 6-telmébon ??ézémﬁpg;ntegn
rélhatd,azonban mage f/va/ nem lese okvetlenil integrdlhatd, sore

fe jtése tehdt nem Fourler sor.

A b.fe jegetbon néhdny segodtételt boosdjtunk slidre,
a 4.fojegetben a Cauchy -Fourier sorck tulajdonsdgalt vizsgdl jul. |
Eredmén;einket uygy foglelhatjule besze,hogy o Cauchy-Fourier sorok-
pdl d1lteldban konvergenoidrdl nem lehot 886 ,vekintve hogy esen
sorok cgyii “hatél osd:r kivételes eoetekben tartenak sérushos,szzel
sgemben sgummablilitds spempont jdbdél a Cauchy Fourier sorolk, ds
konjugdlt sordik lényegében ugyenasolrkal a tulajdonségoklal birnak,
mint a kdzinsdges Pourier sorok,ill.esek konjugdlt soral.

Eezz8l kapcesolatban megjrgressiil,hogy a Onushy Pourier
sorok ill.konjuzdlt soraik Abel ssummabilitdss a S.fejezot
lemméinok segitségével kosvetlenil kivetkezik a 2, 68 3, t6telbll
/2a. 48 Ja.tétel./ Hivel asonban kigvetlen méészerrel egen sorok
Pojér féle kisepekkel vald szumadlhatdsdgdt is bebigonyit juk
/80, 48 3b. tétel / a Ba. &8 Sa. XRNX tételek bizonyitdsdt osak
vézaljuk.ilyméﬂﬁn tehdt a Cauchy Pourder sorok elmslete a dolgozat
elsd flggvénytand részét6l Pigpetlen, o8 ozrel csak asp kaposol ja
sssge,hogy &g /1/ integrdl vizsgdlaténak sorén merilt fel tere
méazetes mbdon a Cauchy Fourier sorok fogalma,nip esen Usszefiig-
gésre walo utalds néllHl ezen sorok definioidis Unkényesnek
tiinhetne. | , |

A Bdrpyalt kirdédsel irodalmit é8 eredményeink ujszeri=
sdyudre vonatkosdlag magjagyosaﬁk % kavetkaaékaﬁ. az 1.b6tel tu~- |
domésunk sgerint elsd kisérlet ilyen ti su fliggvényosstdly teljos
jellenzdsdre. A B. 88 5. tétel P*oarﬁ.ﬂx Privaloff 4s Brodaky
eredményeincl dltaldnositdsa.Bgon sgerzlk as /i/ integrdllal
analog insegrdlt vicegdl jéik az cgysegkor koriletén,és a 2. 68
Setétellel anal&g arﬁﬁ%éggek?e jutnak.Ha feititeloiket Atfopgal~
mazzuk ag /1/ integrdlra ast 1dtjuk,hogy Picard osek azzal as ,
esettel f@glaikmaik,amikanif?&) folytonos 6s Lipsohits~feltételne)

<
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tesz eleget.Bzen feltevés erfsségbt az mutatja legjobban,hogy
ebben az esetben /2/ létezése nem sgorul kiilén bizonyitésra.
Privaloff és Brodsky feltételelt ugy jellemeszhetjik legjobban,
hogy néluk 3( W)  trigonometrial sora Fourier=Stieltjes sor,
Ebb8l kiovetkezik,hozy eredményeik nem tartalmazzék a mieinket,.
bdr megforditva a mi XEXEENXBKXN tételeink sem tartalmazzék az
tvéket. A Cauchy-Fourier sorra vonatkozéd eredményeink kozil a
2b.tételt mér Pitenmarsh is kimondja,bizonyitds nélkil, de kivet=
kezik ez a tétel keriild uton Young egy tételébdl 13§Ennek ellenéée
kdzvetlen bizonyitdst adunk erre a tételre, amely az eredeti
Pejér féle gondolat egyszeri mbdositésdbdl 411, Megemlit jik még
ezzel kapcsclatban,hogy a Cauchy-PFourier sorok fogalmit tartal-
mazza & Young 4ltal feldllitott 4ltalédnosabb ¥ restricted Feuri@r
series of the lst degree " kategéria.s/ Sem Titchmarsh,sem Young
nem foglalkoznak ezen &ltalédnositott Fourier sorok konjugélt
sordval,és a 3b. tételt ,amely szerint a Cauchy Fourier sorok
konjugélt sordpak, ott ahol szummébilis, a szumndja lényegében
ugyanazon integréllal 411ithaté eld mint a kdzonséges Fouriere
sorokndl, mds szerzbknél sem taldltuk meg. Plessner @gy 4ltalénos
tételébélsé; a 2b,tételbdl viszont kivetkezik,hogy a szébanforgé
sor majdnem mindeniitt szummébilis,Ennek megfelelden a 3. és 3b.
tételeket dltaldnosabb forméban tudjuk kimondani /36. és 3d.tételeky
Megemlit jilk még,hogy az /1/ integrédl kapcsolatban
g/ a figgelékben
411 a Jacobi polinomok elméletével , Ezzel kapé?ﬁf&f%%ﬁVﬁEﬁZﬁ?l
egyszeri példdt sorolunk fsl,amelyekeﬁ,eredményeink verifikélhatdke
Tovébbd a /2/ Cauchy féle integrél 3ze;epsl az aerodinamikdban,

a hordfeliiletek elméletének HEXNMOEYNKXE integrdlegyenletelbens
8/

Ezelmek az egyenleteknek a vizsgdlatdval tdbbek kidzdtt Betz ,
8/ 10/ 11/ 12/ 13/

Bopf, S8chrider, Sdhngen, iz Weininger és Hamel fogm
lalkoztak.Més fizikai probléméknil,mint pl. a forgd lapdtkersk
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i 14/
problémé jdndl is fellép ugyanez az integrélegyenlet,
Felhasznélonm az alkalmat,hogy hélés kioszonetet
mond jak tandraimnak,dr.Fejér Lipét és dr.Riessz Frigyes professzor
uraknak,akik értékes tanécsaikkal és utbaigazitéeaikkal voltak
szivesek munkédmban témagatni.ﬂgyanaaak sokat koszonhetek dr,

Surdnyi Jénos és dr,Purdn P41 bardtaimnak,akikkel a dolgozat

irdsa kozben felmeriilt problémékat megbeszéltiik,

1/}E.GeTitchmarsh,Principal values Pourier series,?raa;Lcndan?
Wath.So6./2/ 23 ,XLI~XLIII.

&
Q/ﬁ.Picara,Lagena sur quelques types simples d é4quations aux
dérivées particlles,Paris,1927,9.Legon,p,67-74 . Erre a konyvre
dr.Gsillag P4l hivta fel a figyelmemet.
S./§.Privaloff,G,Brodsky,0n the limit values of & Cauchy
Stieltjes 1ntegral,Hitt.Forsch.-Inst.Math.ﬁech.ﬁhjbisev =Univ,
TOZ&SK,Q.II.D.‘ES*él {
4/W.H.Young,0n the gonvergence of the derived series of Fouriep
series,Proc,London Math.Soe./B/,l?,lQlS,p.195-236,§10,p,212~215.
Young dolgozataira Riesz professzor ur volt szives figyelmeztetni,
o/W.HoYoung,0n restricted Fourier series and the gonvergence of
power series,Proc,London Math.806¢./2/ 17,1918,p,.353=366 .
6/ A.Plessner,lber kon juglerte trigonometrische Reihen, Cu4R.
Acad,S¢,URSS 1935,1IV,251=2,3,
7/G.82z6g8,0rthogonal palynemials,Am.math.SOG.Goll.Pule@QQ 4.61.2421
8/Betz,Beitriage zur Tragfliigeltheorie,Diss,Gsttingen,1919,

9/?uahs«saewa1a~aopf,Aeredynamik,aa.2,2.Auf1age p.82,
10/¥,Schrider,ifoer eine iIntegralgleichung erster Art der Trage
flﬁgelthearie,ﬂisa;Gﬁttingen,lgls

11/H.Sthngen,Die Lisungen der Integrulgleichung

und deren Anvendung in der Tragflﬁgelthecria,ﬁath.Zeitnchrift,
45,p.245-264

18/J.Weininger,Ein Satz iiber Fourierreihen und seine Anwendung
auf die Tragflﬁgeltheorie,Eath.Zeitsehrift,&7,p.16~33.
1&/&;Hamel,Integralgleichungen,Berlin,lQé?,p.l&ﬁ-lés.
lé/W.Kucharski,Eine Integralpglelichung fiir den rotierenden
Schaufelstern und ihre Léaung.zwangaw.Math.Mech.Bl,p.65~79.



l, Pejezet.
1.TETEL. Az F(Z) analitikus filiggvény akkor és osak akkor

411ithaté eld agz
+1 ..
C)(iu /1/

alakban,ahol {(“) a {"71*4/) ~ben Lebesgue integrdlhaté és a (-1 +1)
!V -
%ggvény/r@vidan XK A-

minden zért belsd intervalluméban korlétos
> tipusu filggvény/ ,ha teljesiti a kiovetkezd 7 feltételt:
Legren 2=X+iy , F(2)= Rlay) +i-Jlay) A
1. F{Z}a {’1,9‘1) szakasz mentén felmetszett sikban egyértelmi
analitikus fliggvény,amely a metszet pontjalt kivéve mindeﬁ véges

9]

pontban regulédris.
2e F('é) a végtelenben 1s reguléris és ott a 0 értéket veszi fel.
e F(l)a valés tengely X, 1 é8 X =1 szakaszain valds értéke=

ket vesz fels
4. A -1 44) intervallumban majdnem mindeniitt létezik a

Jlng) = Jix)

/;’;
hatérérték,és j(x) a (—‘IIH) intervallumban Lebesgue~integrélhaté,
ot sl
J 0 <

Se

{7[117){S K(W ( Xé;(<’-}-o{

}/j:@a fy Jf//?f)(/))/o& = 0 C()<"o<<~:l>
>0 UV oy |
dzg in— 2P g

_b—-
A

Y%O C

ahol K(K ;-tél filggetlen, csak ol =to61 fzigg_é’ konsténs,

H
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ahelf e komplex slk tetszdleges mam a kritikus intervallumhosz
~ tartogd pontja,és a ( integrécids ut 1(4»1)&11. a(— i) koré irt
ry” 8sugaru kir.
B/IZONYITAS. E16szor a feltételek elégségességdt bilzonyitjuk.
Legyen f a komplex 8ik tetszlleges pontja,amely nem tartozik a
kritikus intervallumhoz. (:y* jelentse a kivetkezd integréeids utat:
a?,zx+7 mmmm:’ﬁgmuéy pontig a 4/ koriil

Te (:;‘jw\*;_ ;a sugdrral huzéﬁt kor negativ irényban, /Pz 8l a
?_3-9 i Sl ‘y pontig egyenes, T; tol a y e - X ki g pontig

a -4 kordl ~ sugdrral huzott kor negativ irdnyban, és végil a
P¢11 Pi sgyenes, /l.8bra./. XX ; -t és o =%t ugy vélaszt juk,hogy f
ak (_jd girbe kiilse jébe esasék,

> R
/? / \\
i / \
’ V4 \
r ! ?z— fl—/ S il ‘E‘
| J f
i - O gl |
Wl SO s o ok L ,/
] \ g
/F P\ W
< Q\ = / ! B iy \“/

1. alw

Az 1,68 2,feltétel alapjén alkalmazhatjuk a Cauchy féle formuléte

M ,r,
F(S)- &2 9™

{1‘7(,
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w F
A /8/ integrilt ae (}Dg integrdolds ut ﬁ ?2 ,QE ,g}) " f?,h_ X,
sgakassalira vonatkogo 7 M Z ’ j‘: » .’7y réagekre bont juk.
Leg.en Zz=X+1y 4 Fz) Z‘/mj,;g.j(x,ﬁ +h BoPElt6LOIDEL as
U.n, titkrdzéal elv «lapjén kivetkeslik, hogy F / Z) konjugélt pontokban
konjughdlt Grtdkeket weassz fel,tehat |

Rln-= Kiny) (.7/11—;#—-]@/4’/;)

Vonjuk Usaze a mdsodik ée negyedlk szskasira vonabkozd integrélokat:

#4l o
b L LR (el e S e T
Lty B S FITS ArYE A

-

Azt d11itjuk,hogy ha az integrdcids utat folytonosan deformdl juk,
olymbédon,hogy 7 «t minden hatéiron tul osdkkent jilk,akkor

"
*& m p = 0 /6/
= D
a8 /
| i LT
Ligll s -l (AP
>0 /

: : N
REXKIAAXATR  /6/ egyszerien abbil kUvetkezlk,hogy </, ben az

integrandus newezdje korldtos,tehdt

42 a 6.,feltdrel sgerint a jobboldal sdrushoz tart,ha 7«> O
Hisrbsst .7,( ~ben az integrandus az 5.feltdtel szerint korlétos,

58 a 4.,Peltérel sperint sz integrandus pa jdnen minden X =~re
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1]y
y
(

kit 2]

konvergdl az integrélhatd 'X_i figgvényhes,
tehdt Lebesguensk a korldtos fiiggvénysorozatok integrdldséra
vonatkozd tétel /{m RS ueflenis /7z/~

Usszefoglalva tehdt

4—~x‘ 9 /) dx ,
7:‘/’%\ i 1 J f“:’i LA J + .
e { o I—x - |
- /8/

} ) .
ahol most ‘7, és j3 a +1 112, -1 wsrma Ael- x sugérral
huzott kiirdkre voﬁatkozé integrilok. Ha most elyégezzilk az x> d
hatérdtmenentet, a 7.feltétel szerint j] és jq zérushoz dgartdnak

kmmkk és a 4.feltétel alapjdn a /8/~ban sgerepld integrdl hatéraira

is elvégezhetjiik a hatdrdtmenetet.Tehit

+4
CaL L e J(x) e
PO ST e e pir

. NI AN T
A 4.5 B.feltételekbll kovetkezlik,hogy 1 J(X} A=tipusu
figevény.Ezzel tehdt kilmutattuk,hogy feltédteleink elégségesek.

Most &ttérink a sziikségesség bizonyiltéséra,

Faltesazilk tehdb,hogy

4_( J /., l ¢
i G S Rl T
% o : /v

F(2) suggvenyer,
ha %(k) A-tipuan fiiggvény, tel jesitik az 1-7 feltételeket,

és bebizonyitjuk,hogy az /1/ alaku DUEDHOTEE

Az elad héron feltétel trividlisan tel jesiil.Vizsgdl juk a 4,
feltételt.Bontsuk fel F(Z/ -t wvalds é&s kép@etps részéres



L'\»

Legyen Z = XH'J

21\)

/\/"; i
X U sntegréljénak a aifferencidlhdnjadosa,behdt ahol

ol ol 0 : ikl J
» F(‘)’ Jf/(l/ﬂ’l [ J/ﬁj} akkor

il S
s a3 r o ( ul (" X— 7 :
/ . ] K= + ;

T

oL} ,/ :
| 13/

"*X’/ﬂ N ‘fu’;x)"#c]"
N AN

ﬁ?' y. 0 7
Beblzonyitjuk,hogy majdnem minden X -re /afg :}[’ / /7)'= = 76&)
;o iy %50
+l ; e O 9,
[ O i r oM ﬁ

| f‘__z_ —_ - | = J 1*‘—} 4 j ]’;41« 5 s o

L0 N e o
tehit J J

T 2 et
o [EEET pee 1 O e

(geg fogjuk mutatni,hoygy winden oiyan ponthan,shol 7{ (x) as

Xth :
W v,‘ 17 / X /,_ 0/ /]%’J = /3 _Ji{_i\'/ 5 ﬂ /15 s

W o = /) ,
cllo g | - Ao = £

/- Y ‘ )
v as {dnem mindentits M, = 0 (4> 9)
agyls majd: m e Al (/ P S
vélasszuk as 0L 88 ([ sszémokat ugy,hogy &

-] <= < K=& < X it e
\
sirendezés 411 jol fenn. Lzen pentok a (— { |t 1) intervallumot
6 szaktaszra bontjdk.p /i2/~ben szerepld integrdilt ennek megfelellen
X A KO TREEeE0Nben surLn haszndl juk a (‘{ o) jeloloseket,ae ibodalonmba

szokésoes Landau féle értelemben
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«10=
8 résgre bontjuk,amelyeket 7_}1 ] ’71, 73, ’}"” 05- y, ﬁ'c ~al Jeluliink.
¥6niyen beldthatd,hogy

+4 |
A - 2w oy -
4] € 7aiged IF A1) s e

és hasonldképen beosiilhetd ] ¢ is,tehét
D= 0l) , Y=0G). nv

. Yowdbbd feltowésink szerint {A() korlitos a é.o(, »le() intervallumban,
- rewen [£(w)|g ?J({o(’ Sioie e

17/<"e7/(/a<)f ,;7»,2(/0()&; :
J

()2
LK) 2

Ugyanigy becsillhetd 7; 18, tehds

T e A

Zz"a/z‘}) / RS L A o
vogil X [, ) )

{ 5 7 - “d !;
b il ﬁiﬁ’z o
J-? o Z J s @_ “j} £ ] [
o

RN S R . /V
Hivel |X-4 '“I J u monoton figcvényee/ ssdébanforgd

intervallumban,ulkalmazhat juk s mésodlik ko zépértéktételt mely

W

azering, tekintetiel /14 /~ras

(6(’)7 CL/ /16/

~——"w /\ (& ) sérushez tart,ha Ny e
I'd »

- ibeor tsahﬁfs L1 (( / ()= 0
L-»v
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- X1 «

/16/-‘1)&1
] - 4l8).€
A= ); =g /Af(' Mt

Ugvanligy jérhatunk el .7 ¢ megbecsild daénél is,tehdt

j?é = f(7//f00/} {;, ;?;l= fﬁ?(//iigﬁcz‘i/
g / | / N1/
Jsazegesve a /14/,/15/ 68 /17/ Leosiéseket,/18/ bSL nyerjil,hogy
i «W s)’
- Of)* O(E) +0/ S Ae

Rddig 7 é8 [ egymistél figpetienek voltak.Legyen most

y = £/l

¢

Behelyettesitve /18/-ba,azt kapjulk,hogy

ly) = ([ <158) ¢ 0(178) + (1) = (V) o

7. (/ p /"
Hivel feltevés'ini aszerint AAm r”u) 4 » Lehdt '—Uf‘-““*"’;t(y)*-'-‘ 0 .
e A -3 ® :

 Bzzel a 4.feltévtel aziiksbgessdgét bebisonyitottuk.iz /1/ figgvények

XHELIR képretes részdire nyert sredménylinket s valés résszel wald
pérhusumba 4113td8,85 as alkalmazdsok szempontjdbél célszerd kidlon
tételkdént kimandani.Penndll tehdt a kivetikezl

© 2.vime, Ba T(2) az /1/ elakvon dliithats 616, 88 2 = xx ‘y,

@ ———— s gy

F(Z)‘ f}/“'lﬂ +1 7/&7) saktkor & (—57, +1) intervallum majdnem

minden X pontjéban

/éf;{ﬁ,’b :7(/4’];) = — 71- }Z[X) /;';0)
-0

Hivel N {x 7)g ) w/.t',(}f) »HO6hAt Bearmdsactesen

u/l’li) = +7_ //1() (?4,6,}
;ab :
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= 12 =
Folyltatjuk a feltételek szuksée,e%;—a*_émk bizonyitéasét
£ 7 ]
kezlk az Se.feltétel.Legyen ’ ad % intervallum egy pontjay

/4 legyen tetszlleges o és A kizé esd szém. /11/-b81

MNost kovete

il < § LAz 1 iy, [l

_4({ )+) (Iu) J-; ﬁ(,(-q;lJ)

(N @) 4_7 f/f/a)/a&. ¢ M’/B/f ,yv.

? 72

' A maximuma,fllandé X  és vltoz6 § mellett
L g /

ra

‘?ﬁ /)'A 2/3 0() e aé“?ﬂ'd) intervallum minden

X pontjérs,tehdt

/ N

[Yiny)] « = v K

(13- ) e

Ezzel bebizonyitottuk,hogy w‘(a’fz) minden (—-o(, ,l—a() Intepms
vallumban egy csak ol =tél fiiged korlst alatt marad
54f61tétel teljesﬁl-

svVagyie agz

A 6.feltétel ugy sz6l,hogy minden . o EXsta
intervallumbar X e e 24 enlo Lenoon

R(/X]/; = f*y }Z'/ /21/

Be fogjuk bizonyitani,hogy ennél jéval t&bb igaz,mégpedig

/;i!
/‘i’f Nl = fy/ /22/

Legyen megint <3< 1 s és szoritkozzunk ; azon értékeire,

amelyekre ; < U’ o ,,() % »CrEt amelyekre ferndll a

~f =03 ”; < X+§ < 3w e



'\

elrendezés,ha X a (49(, +A.) intervallum bérmely pontjas
7,
/10/=1681

Criin @{A //a)//z’vu/w« et}
IRyl /,f})ﬁ L :f f//?a//a; /4

8 (vujz#y X’& A u)® st X*‘/;(xv,g/z#_?A
: )ﬁ_ 44

Az els8 és a harmadlk integrélt ugy becsiil jik,hogy Q{__ij‘_;
helyett ezen filiggvénynek fix } és ’x-ql 2 ’)‘, fellételek melletti

manimumét,‘%ﬁ= -t irunk, a ktzépsd integrélban viszont

_Ax—v]

Q‘"‘]l"y 2 helyett fix /7 melletti maximumdt, 5, =t irunk.

&

Igy nyerjik =

e :
/ f /2'1 y )/J < ’;,z- {f /// wfoln + {1//& ) j;{? o A}f,..

becslést,ami /22/-vel equivalens,./23/=b61 kovetkezik,hogy a sokkal
kevesebbet kivdnd 6.feltétel teljesiil,de a tovébbiakban még
sziikségiink lesz a /23/ ecgyenldtlenségre is,

A 7.feltétel szilkségessége nem olyan kézenfekvs,
mint az BARXEX 61828 feltételeké,bebizonyitdsdhoz erlsebb segdde
26 Fubini réle tételre lesz szilkség.Nem jelent megszoritést,ha
csak a +4 pontra szoritkozunk, a -4 poutra a bilzonyltés ugyanugy

végezhetds Legyen rividség kedvéért ) ;
—ifm-¢) P ., o, HA-E)
A‘v‘-‘ 1+ ~e _L/ﬂ‘ 5=, 4+ e

s vezessik be a kivetkezd jeloléssket:

<4 / f(’/ ol / { ‘f(i 2y
:7/%);— o, G 4 o / :7(!): o S
C:r, ot ¢ A
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Tehdt
/] &7‘ a5 j‘;’ // ‘
i o () = J (7,
E—=>0 /24/

Feltevésiink szerint F?QQ az /1/ alakban 411ithaté elS.Tehdt /244b&1

R “ﬁfi_
~ / ;‘;‘ (,
"\‘7 / ) ( V2 -— Lo
./L;(./’T) b— & \.,)__‘— ._j,’ 4 /
A ' : / /28/

gy

2z integréeidk scrrendje Fubini tétele alapjdin felcserélhetd,

vagyle /25/-081 nyerjiik,hogy

Ho L
s o [ W s 45k
: T () = fﬁ}’f) o H/ Jffh It oo

A i; szerintl lntegralisel e¢lvégeése utén azt kapjuk,hogy

4+ 1 g
Ny T D
Sl e By o= T+ 260 Va2
" j /21/

Ha [ zérushoz tart,/27/ jobboldalénék elsé tagje szintén

zérushoz fog,tartani,tekintve,hogy

/- W{f" 7 /4

AAM. ;A 4
. e_ il
L>0 * £

f{ﬁ/ Fubini tételét a Hobson 4ltal adott e gy ogalmazésban
haSZu&LJngloEaW¢HObSOn Proc.lLondon Math boc ?2 33851910,p422-39,pe 31

{
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Hédsrészt e@szarﬂ szdmitdssal beldthatd,hogy

-ﬁ"i‘“z ' ; %7@“:“;=LVE.“)

) fmu
f’gc ‘ , A f S
¢ - A 7"1‘* o L

/B~ ; .
Tehit *([57 5’:2 korlédtos figgvény,amely —(7% és +(7U kosott

mozog.Két esetet kiilldnbsztetiink meg,aszerint,hogy

t < 1= rrtns vagy £ > I-reess

A két esetet a 2. &s J.4bra szemdélteti.Kdnnyen beldthatd,hogy
ha é(‘»f-—fr akkor minden & ra az elsd eset 411 fenn,mig ha
L > 4 akkor elég kis £ ra a mésodik eset kovetkezik be,
Tékintve,hogy az elsd esetben

0 <Y (Hg ¥l = ;Czﬂ'&é. o O
__ f?—ﬂ)-g, g!—-w’f) = é

mig a mésodik esetben

Ui g Sl

/28/

J gl
Mivel '7 B_f korldtos,alkalmazhatjuk a /27/ ben szerepl8

integrilra Lebesgue tételdt integrdlhatd figpvénnyel majorizédlhaté
figgvénysorozatokra,mésszédval az (- 0 hatdrdtmenet és az integrée
14s sorrendjét felcser#lhetjiik.Mivel /27/ els8 tagja zérushes tart,
ha {-»0 , tehdt /27/ b8l és /24/-bdl azt kaptuk,hegy



i ‘)ﬁ'

ey

LD /29/

]7//,.(/,. ys, WA 37/,,//\: &ﬁ‘f ‘_ﬁ__—d[

/89/~b61 konnylisserrel leolvashatd,hogy éf"iﬁ (") = 0 » tohdt

& 7.feltétel teljesil.BEzzel az l.76telt teljes o észében bebizo=

nyitottulke.




2e Fejezet,

Az /1/ alaku FQ%Q Tiggvények XMNEXXA képzetes részének
hatdrértékére vonatkozdlag felvilédgositést nyujt az i‘fejezetben
kimondott 2.tétel.Rzzel szemben fr62§ vallds részének hatdrér8ikérsl
a kritikus ‘ntervallum pontjalban eddig semmilyen megéllapitdst sem
tettiink,Ebben a fejezetben F(Z’»\ valés részének hatdrértékét vize=
g4l jukte MieldLt azonban erre rétérink »218rebocsd jtunk néhény meg~
Jjegyzést az integrdl Cauchy~féle féértekérn'ﬂﬁ;-ililll.,mivel ez
a fogalom a valds részie vonubtiond vizsgdlatokban lényeges szerepoi
jatazik,

Egy integrdl Cauchy féls féirtdubnek definicidja,mint isuee
retas,a Xovetkez8s  Ha g(_"f az 3 ,C-—'Lj és (i.‘.-l-f. [ ?y inters

—

vallumokban integrdlhatd,bdrmilyen pozitlv szdm is [ , és
c_£ b

th g(fw + 4 ic«—W
létezik,akkor azt mondjuk hogy 1létezik az ];# L) o integr4l

Cauchy féle féértéke,és S we1 eg;calf.?auchy eredetl definleidjdtol
a Lovabbiakban csak amyiban térink el,hogy a definlcidban szerepld
kizonséges integrilokat a Lebeagae féle értelemben értilike

Cauchy definiciéja hosszu idcu kereaztill feledésbe marilt,és

AR

u8g a legkivAlSbd matematikusok is [61re At . ardy e3 19021908
években egy clg<uorezatb§g?zgvta fel & figyelmet erre a fogalomra,
tisztézta fulajdon31gait és rémutatott jelentosépér@. Hardy idézi
Kroﬁgcxer egy megjegyzését : "Cauchy hat ﬁauptwerﬁa in Betracht
28208%Nn,...+ E8 ist klar,dass man bhesgsep ﬁhut sdieser Einfithrung
nicht zu folgen.™ és Schiafit egy még elitéleb kijelentését; "Dass
der Begriff des valeur principale eines Integrales ,den Gauchy
aufstellt,nicht statthaft sei,braucht nicht erdrtert zu werden,"

Ebbdl a két 1dézetbdl latszik,mennyire félreértettdk a mult szazadban

ezt a fogalmatoREzt a jelensdget talén azzal magyarézhatjuk meg,hogy



[t

= 18 =
armak a torekvésnek a sordn,amely Welerstrass nyomén a matematika
s8z1l4rd alapokra val{ fektetését tiizte ki céljéul,hasznos,de kényes
fogalmakat 1s kikliszobsltek,mint példdul a Cauchy-file f8értdket,
Cauchyt azbéta sokszorosan rehabilitdlték.Dolgozatunk csak egy példa
a sok kdzil ennek a fogalomnak a hasznflhatdsigira,

A tovidbbiszkban megkiilonbdztetiink reguldrls 3$s nem regulféris

Cauchy féle f8értéket,Reguldris f88rtékrél beszélﬁnk, ha létezik a

/et )
/,fi W | %ﬂ f§pﬁyi'f 3 j?, f5A§2; =
oo

"'-:.,‘,

3 ¥
;I BRteip e I
Nem reguléris f8értékre példa arn 25} figgvény sEzzel

szemben mindig regulédris féértékkel van delmiunk,hs ?(f}[a-—f}

hatdrérték,feltéve,nogy ( —>0 , é -—> D

torldtos.Enndl még sokkal gyengébb feltétel is cé‘hdz vezet: elsg
feltenni,hogy ;(z“/ (<_ —¢) integrdlhatd, és a C helyen az
integrédl jdnak a differenciflhényadosa.Brre az &1ltalénosabb esetre
o kovetkezSkben nem lesz sziikséglnk,ezért az egydébként is egyszerd
bizonyitdst nem részlstezzili, A Cauchy féle P8értéket Hardy nyoumdén
az iategrdljel el irt P hetiivel jelol jiik,
Sziikségiink lesz a Cauchy féle fGérték kdvetkezd tulajdonsigairas
_l.Lemma, Lezgyenek t": f‘cd./ és ennek inverze, ([ = | L”z")
az Q&, j“ intervallumban monoton,folytonos és folytonosan differen~
c1flhatéd figgvények,és [('(c) kiilonbozzék zérmstél,Aklcr ha g‘_z{-/
az Qﬂleﬁ minden a ( pontot nem tartalmazéd részintgrvalluméﬂﬁn
integrélhatd ,azonkiviil létezik az integ#ﬁljénak 2 regullries Cauchy
féle f84rtéke a (. helyen,akkor szabdd az integrélban az w= w(t)
uj védltozdét bevezetni,tehdts
; a(b)
D (all féﬁ i ;?flfof f?(@/@éﬁ
fjj”’/%{ = }Z:./f 7 e 4 | i

4(a)



g

6 »°

- 1P = -

Ez a tétel, kevésbbé dltalénos feltételek mellett,Hardy elsd cikkében
is szerepeleliardy bizonyitdsdnak gonﬁolata allralmazhatd az 4ltalénos
esetre 1s,0zért eust filisleges volna részletesnl.

A Gauchy féle f8érték még egy eg?zeru tula jdonadghra losz
szikségink;

?.L@mn.. Ha 82z (ﬂb} intervallumban létesik ?L-é/ Caughy féle
£56rtéke, 68 ha C a fliggvény szinguldris pontja, ;(f)(/C-—‘ﬁ intege
rdlhatd,azonkivil %(f} olyan az (5\ b, intervallumban integréle
haté Pliggvény,emely a ( helyen bl exponenaid pipsohita-feltételnek
tesz eleget,aklor 18tezik az fﬁ(v‘/lﬁiﬁ‘/;ﬂ integrdl Cauchy
f84rtdke is, .

YREXUXY% A11itésunk leolvashatd az

b b 6‘ (f A 4 ‘
o i ) hie- Ko,
[9tudttial = A (fc)afj(l/z// y J[;wgg.d} e F
a ( . :

&\ /-
Atalakitdsbol,tekintettel arra,hogy s jobboldall mdsnodil integrdlban
w2z integrandus egy integrdlhatd és egy xorldtos figgvény sszorszata,
tehdt maza is integrélhatd a i¥zdnséges 4rtelemben,Megjegyzend§, hogy
ha g(#){c—t) nemocsak 1ntegré1.haté,m:;mﬁ ksrlétma,akkar clegendd
feltenni,hogy ffi(ﬁ totszblaeges exponensii Lipschlits feliételnek t’ass
elegete
Lrekutén dttérink F@valés résgénok vizoghlatéira.Bebizonylitjuk

a kivetlresdt;

5. TEIEL, Jelentse R(WJ\ az /1/ wlaku F(2) fuggvény valés
részdt ,altior olyan X pantok‘t;sm.aho}. a8z x?ai»tipuau ]éjﬂ,’ figovény ag

tntegrdl jdnak a differencidlnhdnyadoss, a

AWK /X{J,‘ = .@{0()

7o /50/
hatérérték létezése equivalens az

R ’

et 1)
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w 20 o=

"4

Gauchy féle f8érték létezésével.Ha 50/ vegy /51/ 1létezikyakkor
a mésik is létezik, és,egyendBk,tehdt akkor

7\' /.4 p
e
Természelesen,ha /51/ 1étezik,akkor reguléris £Eérték,mert

J
£(w \
Ve (A= A feltevésiink szerint Lo*létos/PeltéVc shogy X

& (f 7, +-£ intervallum belsd pontga,az x pont elég kis kcrnyezetében.‘
Az 5.fejezetben be fogzjuk bizomritani,hogy feltevéseink
mellett /50/ majdnem mindeniitt létezik J/basgly.Tenit a 3.téted
ag Dyttt M ugy fogalmazhatd,hogy /31/ majdnem
mindeniitt 1étezlk,és ugyancsak majdnem mindeniitt /32/ is fenndll,

Bebizonyitjuk a Ze.tételt. Legyen

,. -l- 47
| 10 £,
/ [ ¢ ) o e _'/1' + :
V( L) = A R e
X+ ¢ /387
Be fogjuk bizonyitani,hogy C (u)— K U(’// zérushoz tart,

feltéve ,hogy > >0, 4 > , 68 ( s Y aszetartezd
értékeit alkalmasan vélaszbj'ﬁk.

A b’fﬂ-t"‘ intervallumot, ugyanugy mint a 2.tétel bizonyitésédvan,
/10.0./ a —i/— L) N—E) X X+8, %, +41 pontokisl
6 részre bontjuk,és ennek megfeielden /10/ 1s 6 integrdl Ssszegére
boml 1ko MMEXYXRNX Ugyanezen pontok /33/-at’ 4 részreXHXXYKEEXHNE.
bont jik fel,/35/éb6l ugyanis a két kozépsd intervallum hidnyzik.
Osszevonva a /10/ és /33/ intecgrédloknak ugvyanazon intervallumokra

vonatkoz6 részeit nyerjiik a kivetkezd felbontéats

7 i : }“;’, R i! ‘# ?i + "},4 +f’
iziu',;;a—’,cw*— AT /34/



|

: LA
/ [— -’(I
,{ f #/x/ ,rf/«/ )

Tekintve,hogy X't (;)(_ry"-# C;»L =il »/34/ jobboldaléhbz
hozzdadhatjuk a zbérus &rtédii
; X + £ -

alu,

Al ()
7T LA/ ) ,. o ey
X— Q/"'"‘ J'J

integrdlt két réaszre bontva, és a megfelelf résgeket 37 el 111,

M,
ok

)Q/Y, /—-L(/a)— uz*jz 2* y *5(7&’ i 76

el dsszevenhat juk,Ilymédon ast kap juk,hegy

/58/

ahol

M (_f@i i

JA = -y _q,-/'J
1 _Jer [e=*+7

. %/WW
< ’wx =)™ 77

&

_/(—cs el G

/35/ tagjait a kavetkezé’képen becsiil jiik meg: el8szior is

[hlis f [l

I

és hasonlban becsiilhetd Dg is,tehdt
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= 22 =
Tovébbé,ha (£ (W] < ,(mc (-Xsu g+

e
[%2] 5 Kl g V‘(hv*’)f "(/“};z'i

és ugyanezt elvégezhetjik Us— re is,tehét

5 P j‘/ Z \

X /(o)
o0 P

{7 [ )
Jj; -re Sa y=re a mésodlk kozépériéktételt fogjuk alkelmazni,Hogy

ezt megteheesiik, mindkét intogrélt két-két részre kell bontanunk,

mert az L, -
TR o
PR
=a) g riiggvény ,mint (L fliggvénye az

{X— "’WX'JJI (1(-7] X}I[J(IXJ‘;// gX&ﬁXI'gj intervallumok mindegyi-
kében monoton, de valtakozva ndvekvd 1ll.cadkken8, Ezt a felbontést

elvégezve ,nyerjilk,hogy

I7 /_ pA gf /o) i e iy
P e “}7 A Z“g/ # % (T
ahol () < y, < /7 és O T JpS L . Tehdt

5] & $1BLIs 5 7”/< Sadgt 5 ed

Vg / 7

és hasonld egyenldtlenség nyerheto U’ -ra 1s, vagyls kaptuk a

/7 = 4 =~ ‘ \ (( é’f« + (; S A

becslésekets Osszegezve eredménysinket,/39/,/40/ és /41/-b8L azt

kapjuk /35/-re,hogy

A e o AR Frr s s {_/j .
()= K(m‘w ﬂ{f}* /" élz/* ﬂ(({(fﬂ’ £ ;)/ ; .2/ J42/

pe— S

- 1/
Ha mérmost J e ((/&/v akkor /4”/-‘001 IR de B e

LA SO



- £3 =

s o : re) ot 'y
C( )= Kiniy)= U ('/ ’f( / &) /48/

¢ értékelt a megﬁctt modon véalaszt juk,

5

tenAt valéban, ha 5 a8
~

L A ((s)— KRny)) = O.
y=mBEr e - oy lw

Ezzel a 3.tételt hebizony itottulk,

/{ 6/ AoLoOlqu soeuvres, Tell. 4,9.140’1509
4,1902,p16=40,ps55=91,

1

?7G.H.Hardy,?ro c.Londpn Math.300s /1/,5
35,1905,1).81-107,

/2757, 1908,p.181=209%
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3¢ Pejezet
e W i
Alkalmazzuk /1/ re a W=Z-/2] ) Z= “5;—  konform
leképezést, amely a (—'F,H)szakasz mentén felmetszett siket az
egységkdr belsejébe viszi dt.Ha ezenkivil XX ez U= ot -

Mmﬁm,{ A
AnLEEPRGL 0 S véltezé‘ st 2, a

G (e 7 fﬂw“’J g(te floot) (05627 py
;/u“ g . L e
jeldléseket vezetjik be, /1/ bél a

Jw Am T
4/"’) 7(]?[6)/"21‘VC®£¥W s

/45/
integrélelddllitést nyerjik a J{‘J«/) az egységkdrben reguléris
fiiggvényre. Behelyettesitve /45/-be a

2w oim 2 § ik
A= 2w et + wt ; /46/
azonosségot,kapjuk G‘/W) hatvénysorét:
> (w) = = by /47/
ahol T

by = 7% f? (&) it /48/

72(“) ré1 feltettiik,hogy a.(-? 'k 9 intervallumbén integrdlhatd.Ebbdl
kdvetkezik,hogy ? ( Hn'ufa © ) ﬂ) intervallumban integréls
haté,tehdt a /48/=ban szerepld§ integrdlok léteznek, Azonban mags

2(-/'/ nem okvetlenill integrdlhatéd ,és igy XEQORORIDCOITOL

na We€'' ot helyettesitiink /47/-be XX az igy nyert trigone—
metrikus sorok nem feltétlenil Fourier sorok.A 2.4% 3.tétel dte
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= 85 = |
fogalmasindval esen trigonometrial sorok ssuwnndldsére vonathoud
Allitdsokat nyertink.s asmmmsi eljdrds Lgen kuzel 411 a kisiine
abges abel féle ssummdl dshos ugranis as X, ponthoz vozesf Pl 6
‘ isges ogyenes képe a “V\/ sikban olyan 86rbe aneiynelk érint8je az
’é‘:& ( wxgux') ponthoz vouzesd sugdr. Pontosabban ,ha f 68 7 dorsie
880gl koordindtik a [ 8ilban, & Zoadk x -en dtmens fiiggSleges
egyenesének kipe é W Bikban az a grbe ,melynek sgrenlote:

L /9
?"\—_- £(7 _’?’Ki_’:/)
2~ %
/1.&.&1*:»%3@@ a [/ sikon kmémégaa radidlis kizelitéat kap juni,

4 268 3, *dteleket agral a k&agéa,awéaae}. keoll ellétni ,hogy

/48/

esen tdételek 41litdna érvinyben mared XUE  aklor is,he bgrenes
helyett azon a girbén kigeledink gg xo ponthoz-.,amaly &

W= Z—!E?]_' konform leképesdsndl az € - A ponthog vesetd
sugérba megy 4t. Ez a girve az '

& e

X
“‘T‘{"‘m—z—;zf '
Koo 4 gt =+ ' /s0/

hiperbola / S.8bra./a 2,688 3. tétolnek ez a kiogbesitése kbsvetlentl
kvetkezik a S.Lemmébsl,
3.Lqmm K

!Ww)—?{m,/) = (7( /?;%Zé//\
\ /,;;1(

[Tyl - Yegl] = 0 (5%

/A
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A Selermma ag l.tétel 5. és 6.:‘011:@%1&; ssiikaégoaaégének bizonyi-
tésénél haszndlt becslési mbdeszerrel kidnnyen bebizonyithaté, s /20/
és /25/ cgyenlStlenabgek felhasazndldsbval, Téki wtettel arra,hogy

az /,0/ hiperbolén kizeledve as X, ponthoz

(A= %) = OlyY

a Jelemmdbil kdvetkozik,hogy a 2,211.3.t3t0lben s kbzelitést agz
sgyenes helystt az /50/ hiperboldn is wégezhet Jik,® '

A 2488 J.tételek dtfogalmasdsdiion sztksdy leass mdg a kdvetw
kerd mogjegysbare: J T

_GeLomoa, ﬁ[‘t‘/c ’é;/éoof/ /7 68 i({j a {:t// pontban
asg inte’frﬁlj&amk a differenciflhényadosa,akkor ]Z(u) is 2z Yo oy
pontban az integrdl jdnnk a &1fferensidlnén ndosns,

Ez a lemma is kinnyen beldthatd ,hs fqa)integréljéban ez

U= (,ag‘f:' viltozét vezetjiik be, 88 partiflisan integrdlunk,

Kég egy lemrméra less aziikmdgink, Vigegdl fuk az

o
jﬁ j(y+éﬁ—g(y>ﬁ&¢ b
; IV C<¥<R) poey

f{,{/i—; Z(’c‘ra#/ ot
\ "rgﬂ%/ -MEtEo

integrdlt,ahol

&8 ‘f(u) A =tipusu flggvény. /o52/® Qauchy féle £3értéke a
felemma szerint létezik./58/~t fogjuk mos"?: dtalakitani »é8 Lebizo-
nyitjuk,hogy /52/ egy kbzinséges integrdallal egyenll.As dtalakitéds
&b iépéaben torténik.E1dssor is |

/63/
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Ennek a lépésnek indokoldsdéra mepjegyensik,hogy ns l.lemndban ugyen
agal anayit bizonyitottunk,hogy reguldris Cauchy féle £86r8éiMOL

jogonult a véltosbtranszformbofd ,asonban kﬁnn@'un beléthatd hogy as
egysserd eltolds a regularitis fel titelendse ndlkil is mogongedett.

Hisodasor /Bi/«bil,tekintve,hogy ’e ’? t—¢ ,Zrc

szerint pe!'wduma Lap juk,hogy

28 [ 1% 0

. e prs ‘?fﬂ ro4/

Povébbé uivel 7(#} pératlan figgvony,

o atid) - U Sgpabn B gt
i g

Hegjegvessik,hogy XEEX as /55/ jobboldalén szorepld integrilok
egyike sen Lotemlk wilgnekiilonosak as Ssaaogak vogea érték,asonban
ennek a sgimbolilus jelilésnek precis értelme nyilvdnvalode s f56/~
ban szerepld integrdlok azonban mép ¥ilsp kilsn is létesnek,mégpedlg
ner is mint Cauchy f£éle £éirtdékek,hanem mint kdznadges 1:11:9@:-6191:..

Ugyanis folhassndlve oz
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L
; b =¥ Yy i
| azonosafigot,/56/=b6l
' b 2 T v
4 ?‘{,LZMM}# i / () sk L [ z;_(;i-
il = Go = 0 Uy £L7 /58/
JL g : Goyp— ot ‘i”": Y 3
% Alkalmazzuk most.az l.lemmét, Ha létesik a7 g integrédl

y Cauchy féle £8irtéke,aklor,mivel regulfria f‘é’értékrﬁ}, van sgb, ale
3 kelmazhatéd aZ e ot helyctteslitéds tehdt (X:: msf))
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/58 /~ban elvégesve az (- b hatdrdtmenstet,tekintve hogy as //56/
jobboldalén 4116 harmadik integrilban az integrandus korldtose, kaptuk
s kivetkozd 41iitdst;

SeLommas He #(u} A-tipusu figgvény, és / 28/ a Gauchy

féle értelemben létezik,tovdbbd ('L/“ f/ﬂw'f \h, 3 (&) /‘Aj,&/(ﬁ#\
vamwr [0 L g wmy, wh (42>
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MegjegyzendS,hogy a /60/ baloldulén 4136 integrdl ,emelyre as
S =206 natdrdtmenstet olvégozsiik, mér nags ias Ceuchy féle £E6rték,
tehdt azt mondhat juk, hogy a:
v : ,

il o /? - 16/
O sl L ank
J G iy :
/ A éf 5 /6y/

0

integrdl kétféle értelvmben is ssinguldris: ogyréset mint Csuchy
féle féértik,mésrésst mint ifmproprius integrdl,azonban ez a kéte
fajta szingularitds termbsszetesen mds pontokra vonatkosik, a ((2

48 _({« pontok kirnyocetédben értelumeszsil mint Cauchy réle £E6vtéket,
é¢s a () pont kirnyesetében mint improprius fntegrélt,




w~ 30 =
4.Pejezet. _
A bevezetdsben emlitettiik,hory olyan trigonometrikus
sorok¥al ;anelyek egylitthatélt sz BEuler £81e integrdi-képlettel

szdmit juk ki ,azenben ezen intesrdlok esak a Cauchy féle érte~

lemben léteznek,eldezdr TAtchuersh foglalkosott i a kivet-

kealkben csak eny specidlis esetliel foglaliopunk . eredményeink
azonben minden nenégsdg nélidl kiterj ssthetok az dltaldnes
ecseire le.
DEFINES;és A

oo ,
> by, pin nt /62/

sinus-sort akhor neveszik Caushye-Fourier sornak,ha
+
j -2 o s
W 7T ;{ 7 Q‘} /o

ahol ?{H phiratian fMiggvény,ds 9[%//17!" f isbesgue-integrél-
haté,asonkivil ? ( H a (0,71/\ minden zrt beleé intervallu-
méban korlétos. ;

Tehét ,ebben a specidiis esetben az sgylitthatbkat
definidlo /65/ integréiok a kozunséges értelemben téteanek/
csak 4z oltind coslnus-egylitthatlk értendfk s Cauchy féle
értelemben.az is nyllvdnvelé,hogy a fenti definicid értelmében,
ha {(MI A-~tipusu flggvény,és ?[H-a //&a‘f‘) ;akkor 5[&")
sora,ami nem més mint a /&7/ hat#é.n&sor IMREIN képzetes réssze
az egységkdron, Gauchy~Fourler sor.

A Gauchy-~Pourier sorok egylitthatéirdl « kivetkezlket
mondhat juk: az 4ltalénos esetben fenndl)

i Gra 0

n-> oo



88 ennél tubbet az Altaldnos é_'#eﬁben nem ﬁa lehet kipendand,
me vt m,gaahaeﬁ olyan Gaac:hyw?n{zmw sor,amelynél 5o tate
828leges lassan tart aémaiwa. ﬁég ha feltesagilk,bogy
?[H mm f’ koridtos Nggvény,ukmr is elérheti é & @M
nag ségrendet/ ez a mma@a»k«mmm&mﬁkm valéd hivatkozdsasal

' 14thatd be./ annak azilksdges a8 elégaégea feltétele ,hogy yn

|
gérushoz tartson az,hogy @ !

ﬂé)-_-.[ 9(%)- ;(ﬁ——)]mi oy

integrdlnatd Puzcvény Pourter sora a 0  helyen kenvergéljon
a () 6rtékhes,tehdt A geay igen specidlis eaetben tart sérushe:

Ha a’( f‘/ a ) heiyen folytonos 4s ,{ 0) )/ pRKiOP
‘ézi é o AZ v *-é
M

/149‘0-’ !

=

Grek kisil az 421itdsok koszill az elal ™ tohmarshndl

ie megtaléiha%é,biss-ﬂ»xzxwésuk‘ & ktvetkezd egyszeri éssrevétel
alapjén torténhet: %1\——' Ji{;_'}[o) + 0‘/1) puhiol .&hfa) @ /64/
figgwény Fourier sordnak réssl ttsszege & =0 helyen.
w Egy Oauchy~-Pourier sort tagonkint forméilisan
integrélve ksconséges Fourier sort kapuni.
Bizonyitds:

Egyszepiad, kededirt ﬂlmﬁet_;am,iwgy 9[-6' saak a zérus hai.wm

asingumria,as nem jelent é%mwam mgm@ﬂ?é%d&@gy@ﬁ

G (x)= f;m(u

/65/
*

El8sz0r azt bDizonyit juk,hogy G(x) X) tntegrélheté.Bs terméozstosen

esalk & 2
O nﬁﬁekamamtéﬁmzx szora) blzonyitéera.A (-t nem

tartal agd (izst‘éwu b an G‘( x) integrdlhatd,tehdt
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f&/x/ﬂﬁk = (f;//}dé)/"( (Df;en: o,

/
A / 66/ jobbeldaldn 6116 integrdlra alkalmagzuk a kettdaintegrilok
ismert dtalakitdsds:

i 4l S
f(}‘—(x)ak o yf{f—//?/ﬁ&“
g | /61

Legyen /4 (i o gLy

() =
ZV (5‘-—(7/(?/?/ /o ,?‘“"L':ﬂ

akkor /6%/ fgy irhaté:
i 7t
fg'/i(/d\’ = ofj(y('é/d
%

Hivel ff_’;"; j/ ("/=l‘j("'} és /(77 (H] g ’5‘/// t)| ,azonkivil fe1tevésiak

sgerint f? (' + integrdlhats,tehdt Iebesgue td:elét alkalmaghlt juk,
és lgy kovetkesmik,hogy (-(X) integrdlhatd,éss nogy

7t
[6-(x) ot =  Eg(&)olt
o 769/

Host bebizonyitjuk,hogy a f (/ X ﬁ%g.gvéizy Pourder sordt formdlisan
tagoukm@ derivilva }(x Guuchy-Fourier ‘sordt kapjuk. Tekintve,hogy

lfﬂ*‘/mww = - (c)otme — Wf@(#/@awaa&

/68/

J70/
tehdt osak agt kell balﬁ%a&.,magy ,&M e C ( f) "=0. Ez &
L300
ké’mnma&kémn torténhaty xm Vélasazuk K -t ugy ,hogy
f Eloltiais S el i
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Hiutén O< -t pogzitettik,valasssuk £ =t ugy,hogy

A §
2 df / j (‘/'/ / d/ < Z legyen.Akior

2660)] =[] 3(uaw/ f 4/;@}/# , s:f (gt < 8 pmy

tehét valoban é_;u;\ 2‘5;(' ¢) = 0 .Besed a 6.lemmét bobizonyiottuks
A Be.lemue szerint tehdt a Oauchy ~Pourier sorok hizow
nyos kUzinséges Pourler sorok formdlis derivdlfes utjdn szérmasnake.
Igy felmeril a kérddés,hogy hogyan vlazenylik a Cauchy~Pourier sorok
kategébridja as u.n.Fourler Stleltjes sorekhoz,amelyek tudvalevSleg
véges varlfolidju figgwények Fourier sorénak formdlis derivdltiai.
Ugsanes a kérddés felmerilt mér a bevezetiésben i1s,amikor az / 1/ in-
tegrdlra vonatkezd eredményeinket hasonlitotbuk Sasze Privalof? é&a
Brodsky vizsgfiliataival.A kérﬂéséarigan kinnyil wvAlagszt adni: minden
olyan Caushy ~FPourfer sor,amelynek egyitthatdi nem korldtosak, nem
Fburierwﬁt&alﬁjea sor, Mdsrésardl olyan végrevarideidju fuggvény
Fourier sordnak derivdlt js,umely figgvény differencidlhdnyadosa
gemilyen intervallumban acm korldtos,nem ichet Cauchy~Fou ler sor.
Tehdt a két fogalom kU2l cgyik sem foglalja maghba u ndsikat.
Ugranez a kaposoldt 411 fenn a Qauchy-Fourier sorok
és az u.n.Fourler -~iiemann sorok,tehdt a Riemann szerint integrdle
hatd,de nem abagolut integrdlhatd figgvények soral kisott.Ezzel

18/
kapaaelatban megemlit jik,hogy Riemann klasssikus példdja,

%[X}: Q/(X@ﬂ,%) o< x<ﬂl o<\/<4’

piratlan flggvénnyé kiegéassitve Cauchy~FPourler sor,
Ezek utdn dttérimk a Cauchy-Pourier sorck 63 konjugdlt
sorall sgummabilitdsdnak vizsgdlatdra.
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3;.?%93«.» Olyan pontokhan,ahol [ {—) ag integrdljdnak a differens—
elélhényadosa,tohdt majdnom mindeniitt, 3(‘{,’) bauah.y Pourier sora
Abel-szum=dbiliis a flgovényértdkhen,

E2 8 2.t60t01b61 a 5.68 4d.lemma felhasandldsdval kSavetlent)
kavetkeuk.mgje@mndé,how a X8 Sa.tdtel a 6.lemma felhanzndldss-
val kivetkesik ﬁtémegy t4s te18b31 s 2 .
2b.Pdtel. 4 Gauchy~Fourier sorok ugyanason feltdételek mellett
sgumndlihatol Pejér féle kdsepakkel,mint a kizdnséges Pourier sorok,
Hér emlitettil,hogy e2 s tétel sen uj.de taldn nem érdektelen a

l( : kUvetkezd egyszerd bilzonyitds; lagven
y T e
“ f £ </£-/ = 75
oa 9 (+) = pléI+ g (¥
Elegendd kirutatni shogy f(f) Gauahg Fourieir aar%k szfmtand
o= | kizepel zérushos tnwamk,m %ﬁ @ ok » Jelil jik
8 szdmtani kizepeket (x) ~6l,akkor egyazeri szdnitdssa) kupjuk,
hogy
] : M‘q) /mﬁ}
< | o//xg—&/-ﬂ . S f )/ o _ m )
2 {(x) Py : ¥ R (s )TV " (—.x ﬁﬂ
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azt kap}u}:,haw
T

O//x)gﬁff/ﬁ/f/ Wﬂv[’ﬁﬂ
Z‘csoﬁrf. Zvﬁv

dithi AL 2, (&)= 2
a Cb&)m#z[% / % m#+ 4

ahol ]f»«/é’ § - zends 0'”.-,’".!» ’
= 1 e
;7/,,,, 2 I > e R
ahol C-?r‘ - f D(t) Cos ’#
: ty oty )'L '4.‘ j”**}/l / k .
12 (WM LO " z i X /éo O &1‘ o < 7&'— / W 59—0'\1 A
/
,?S{’(/ | w@w )
& ( 2 E) intervallumban Ynminbiee £iigivény, e 1

L3
e Riemann lem:wa aszerint C,-—> 0 , éa dgy /75/=béL

/&/m? () = O

m S o
Ezzel a 2b,tételt beblizonyitottuk.
Host Attérink s konjugdlt sor vizagdlatira. Ploasner egy tétele
A WARE

; ARG
szerint /l.0./ ha egy trigonometriail sor egy B’ haluszon Gésaro
nen zérus mértékil,akior

£8le ke-rendii kigepekkel szumadbilis,ds E\
az B halmazon egy 24rus mértékd halmaz kivételdvel mindentitt
ugyanolyan éand’:mn szumndbilis & konjugdlt sor is.Bzt a tételt
alkalnazva ,kimondhst juk a 2b,tételre valé tekintettel a kivetkealt:

A Cauchy~Fourier sorok konjugdlt sorai 0 mértdki halmaz kivételével
Pejdr £ile kbzepekirel szumélhatllk,

ma jdnem mindenitt BHOMINIIIHENR
De avkor a fortiori Abel-ssumnélhatdk, 48 a J.lenma sgerint létesik
/1/ valds részének a hatérbirtéke. Tehdt a J.tételt a kivetkezf &l-
taldnositott alakban mondhat juk ki

38, tétel Ha F(Z) ag /1/ alakban 411ithato e18,6s Réﬁ]} al jeld) jik
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w 58 =

’:(%9’valéa réagdt akltor a Qﬁy%ﬁ) intervallwsban majdnen
mindeniitt létegik az ‘

[ Ao,
- o
fg’ﬁ' ?/x,g);- _[ Aéwﬁjoé(

¥asrdsut,tekintettel as ‘5.:§,emmém,?( t) Gaushy Pourler sordnak

Gauchy féle f8brtdék, 48

konjugdit sora,ahol Abel ssumudbillis,ott spumdia ap

ﬁ N
IZ(//M/——/?(X—%/Q% e

: S

Caucny réls £EGrtdk.Plessney tétele szerint wiszont majdnem min-

deniitt létezlk a konjuygdlt sor Pejdér kisepeinek a hatdrirtéke,es
vieszont megegyesik az Abel fdéle ssumaévhl,tehét vigil kimondhatjuk
A obetételt: ? ( f) Qaushy Fourler sordnak konjugilt sora ma jdnem

RENARNXIZN mindeniitt Pe jér féle kizepekkel szummébiliis,és
sgumcdja a /7¢/ alatti integrdl,

18/B.Riemann,iiber die Darstellvarkelt el
: ] 4 ner Munction dur
trigauam@ﬁ?ia@hﬁ ﬂe&h&.Gaa.%avka,3.&ufl.naiysig,lﬂ92,§12§§—g§§?
;?(Pngtauéﬂérxea Erigonométriques et séries de Teylor,A.H.50/1906/
ggjrégg.iggygngﬁiwgigaﬂa'etrieal BOrL68,0,44,p.02,
vanes a keplct asgerepel kisunsdges Fourder sorok konjugdlt
sorfnak sazumsdjaként,l.A. Zygound , Trigonouetrical series .zi«.gB?p.rm .
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le. Pliggeldk,

A kovetkezdkben vdsoljuk az /1/ integrdl kaposolatét az ertho~
gondlies polinomok elméletdével. Xlyen tipusu integrdlok el8fope
dulpak a Stieltjes réle lénotdrtelméletben. 21/. Ha /(w20 ,

F(7) stieitjes féle ldnctdrtjének nevesdl a/_ 1#4) HGntervallumban
a?ﬁ { Q'auly:‘&ggvém*m orthegondlis polinomoks¥ézziink néhény
o H

&./ 2_1 2—1 Z__“

7 i Pl
o Yzt I Vi~¢* (z-«)

+4
oo olu

= Z — @

v e

= e

o Z+/_1 - “

Z-1 £ e et

8./ a Legendre polinomokat,b./ a Csebilsev féle elsbfsaju polinomokat,
¢./ & Gseblsev féle mbsodfajl polinomokat,is végill d./ ag xX=-4 éa

(b=4 4 indexokhes tartozé Jaocebi polinomokat szdrmaztatia as
emlitett mddone A b./ és d./ pildék a kivetkezd egyezeri Gauchy=-
Pourder sorokat szolgfitetjdk,amelysk kozil &z elsdt nir Titcohmarsh
is emlity;

B./ -—Z“' & b+ AU 84 ¢ MuEL fooo + prallur)f s ...
oim *

| , i Tl g g AN S -
p./ Zi&?:?rv /f{u/,k/?w?z‘,cﬁwj’ £ oot

Eszen a kot pdélddn kinnyen verifikdlhatjuk a szummabili-dera vonate
kozé ereduényoinkete B./~nél a sor Pe jér kizepei

A L o aﬁu(Z{(&l/ k
éﬂfﬁ i;ﬁyq¥”/ MontdE

stehidt valdban

] /
/Z/W 0/; [// = ;;;_f- » & konjugdlt sorndl viszont
Y3 vo -
Zos it Gl i
— b A 7 4
W b Gu Hut ¢

/gf/‘iu();{[// = 0 . (/I%éaé%/ M/@, F_’c;z"(" il 1due A
% e A
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A D./ sornél:
iy M (U F ) 5
6’ (%/: 04 / /L{/'/ 491.'«" "e/z_ T 24 c'é {

& D.’ sor konjugdit sordndl:

e 4 ,{//Zf/_-
/);:' (:(;//) L————?' i //‘,_ = /}(D/ 2-1 A/ z_x
A 2

—

Iyl = -

NN
+

Hég egy Usac 2o fUnztalDONHANIHEY van a8 orthogondlis polinonmok
elmélete &8 az /1/ Integrdl kizdgt: lemc mma,még: annak a differen~
eidlegyenlietnek, 22/ amelynek s Jacobl pol wamm sleget tesznek,van
ey mbsik,nem nmimmiélia megolddsa 1la,amely us, unazon sajdtértékek-
hez tartozik.Bzt nevezik mésodfaju Jacobi-fig sz“n,*nekm néaocdfaju
Jasobl fligsvények a2 ugyanazon indexek ez tartozé Jasobi polinombol
/1i/ tipusu integrdllal fejezhetdl ki "a/

Bl Py

0. %)= £ (e Jmg it B

3 plas,
Honanyan beldthetd,hogy ha O(P—( [% 7= ﬂ allcor (/' 1»‘/OY//"/ Z (4
A-tipusu figevény,vagris al‘zmlmazha*é a 2. ﬁ dtel,amely szerint

tehdt
2L 12y @-1) “M2en?

X
képzetes része & / ~ lp+ 1 / intervallumban (7" ’l/ /4"‘(/ }/'(/Jl

Alkalmaghetd & Setotel 18, XALL tehdt ha .
ad)

‘x B
ﬁ A2(2) valds réanét a /-~/,4 1 / intervaliumban /6! /:’(/ sal
j&lﬁljdk,dm‘iﬂ? fanndil

1-+)%te 43 P Y3y
2RE Vs =9 (re1®- ?f( i s

Pelirjur még az eldad képlet J6lisme t specldlis esetdt; ha X - o
é8 - o » ¥apjuk a mésod aju Legendre polinomok kifejezdsédts

73 J
927 (x) = 2. /{:
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ReFilggelék,

Az aerodinemikéban s kbvatkezd integrdl egyenlet szerepel
mint a hordfelilletek elnéletének alapegyenlete:

+1

A z;u~aa& -

,@f (4 W
e S /1)

ahol a baioldell integrdil a Cauchy féle 4rtelemben veendS.

Humel /l.c./ ezt sz integrdlegyenletet o kIvetkseslkSpen oldja

meg Pormélisanzklfszir bevezeti ar U= Cdt U] vAltozdt JHKXK Az

f= oy, Ylmtlmude YIH plwyg)ring = Plp)

jeliléseket bevezetve kapjs az

,'L/‘” AL,
L

Goyp—Got  mM /18/
(7
egyenletot. Telteszi hovébbé,hogy ‘CP(?Q) ainuasorba

e jtha t8 $

o .
Ply) = g bumumy /19/
Felhagzndlva &l ;

4f7icnm f'ﬂ((ﬂ . ptuN

77 i il A - e

0

segédformuldkat , a keresett )/{f%) fiigzvényre a u3vetkezd
eldéliicdet nyeri:

>

4 /81/

Valéban/81/ formdlisan eleget tesz a /78/ egyenletnelk,azonban ez a
médszer csak heurisztilusnak tekinthetld,és matematikal szempontbol
még 1gen sok kivénnivaldt hagy hdétra.Dolgozatunk eredményei alapjén
egy clég £1talénos csetben kil tudjuk mutatnil a Hamel féle megoldds
jogosultadzdt. g Al
E188 megjegyzésiink,hogy a /80/ formaldir,melyeket
Hamel a roasiduun t4telb8Y precizitds szempont jébdl nem teljesen
kifogéstalan uton veszet le,kvzvetleniil kivetkeznek KX a S.tételbdl.

Legyen upyanis b
- Pl 72‘—/)
F’(Z) e ( Jze7” /8e/

Einnyen beléthaté,haég’?:(%J eleget teaz nmind a 7 feltételnelk,tehét
az l.tétel szerint elS4llithatd az A/ alakban,ahol most
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1 : - t : e, . £
{ %(L -3, =5 ,——C'r,ﬁ'——“) | e
oA 2w T 0, 1tt Tm(u) -val az #-1k Osebizev pollnas
P | -met jelultilk.Tohds E i '

f +
| pAf B R -~ 4,

_ /8s/
l, wf :
Ebimsl “T’M/ A= wyhalgetmsitésael.mt a2 l. lesma szerint

g jogosult,nyerjik a /80/ képleteket. Hzzel kapcsoRatban még megje=
& f zyezzik hogy & /88/ flggvény a kive tkez@ Gauchy-Pourler sorokat

i ; azolgdltat ju,amelyek® az 1.Tggeldkben kdzslt B. phlda dltaldno=-
f , sitdeais , :
'3, T : il M)y £

| S 4 =A1M(M}-l)}0-l- MM@/Q*S)V +A’““Z% 5 /Y

A\ Ramp
L \E

b\ - e i ~ ) nd
| i k\ i 24hu“f

>”'\ b i a Hamel féle megoldés jogosultedgit Llletd,esd a-

3 ;i kivetkesd eldéy Aitaldnos osetben tudjuk bebizonyitanis /79/ egritte
\ 0. . hatéinalk sorozata legyen konvex nullasorozat. Ugania ebben as :
- AR cgethen a /81/ Altal el8Allitett figgvény integrdl até, Ga (O ") N
e I | minden belsd intervallumdban korldtos /v.0.2ygnund,l.e.5.12.p.100

L F | tehdt YW(u) A-tipusu £U gviny,48 a J.tétel alkalmazhatld. Tehdt
-~ L & Aare) €ile eljérds jogosult,alt az eléforduld trigonometrial so
.{ o a J70/ 68 /83/ u (0 ™) minden zdet belsd intervalluméban egren
!

1

e asn
g konvergdlnak amd «~fizgikal alkalvazdsrel lévin sgd ~ aunyit jele:

hogy s megolddsok a grakerlatban is J61 hasgnélhabdk.Ennek elle
Cf 8 O REOSUESCERE o kozolt feltdtel RER aldg dltaldnos,tekintve Sh0gy
f_ _L_o%ven eseteket is magdbr “oglal,amikor /79/ nem Pourlier ser,pl

/P[sﬂ) - )DZO@’%%% Jos/

e Remal jilk hogy doigo. atunk eredminyeinek figdkal alkelmazdséra
% el alkalmunk iess HR DEvebLen kitérni.
. 3
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f@ 4 21/ ; o - .
{ d_i 3 T.J.8b1elt jos, echerches sur les frastions aontinues ,Ann,Pan. 561,

; . Toulouse,8,1804,1-122) 9,1805,1-47. OQeuvres 1l.p.40s-,60.
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