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A SZOVJET MATEMATIKA 30 EVE.

II. A valosziniiségszamitas 1j iranyai.

1. RESZ. .
Irta: Rényi Alfréd.

Bevezetés.

Elsé cikkiinkben ismertettiik szovjet matematikusoknak a valo-
szintiségszamitas megalapozasa terén kifejtett korszakalkoto jelen-
toségli eredményeit, megmutattuk, hogy Bernstein, Khincsin, Kol-
mogorov,* Glivenko ¢s mas szovjet matematikusok a valoszintiség-
szamitast teljesen 1j, szilard alapokra fektették, és ezzel a tovabbi
fejlodés utjar megnyitottak. Jelen dolgozatunk azokkal az eredmé-
nyekkel foglalkozik, amelyeket a valosziniiségszamitas szovjet mes-
terei ennek a tudomanynak uj agaiban elértek. Ez az ismertetés
mar terjedelménél fogva is csak kiragadott péidakra szoritkozhat és
igy teljess¢gre egyaltalan nem tart igényt. Igyekeztiink ugy ossze-
valogatni az anyagot, hogy ennek ellenére lehetéleg hii képet adjunk
a val()szinl’iségszémités modern problémair6l ¢és modszereirdl,
ugyanakkor azonban arra is torekedtiink, hogy ez az ismertetés
kiilonosebb eldismeretek nélkiil is megértheté legyen, és ez a
szempont természetesen arra kényszeritett, hogy sok jelentds ered-
ményt emlités nélkiil hagyjunk, €s sehol se torekedjiink a legalta-
lanosabb eredmények ismertetésére. A targykoér nagysaga arra
kényszeritett, Logy két részre osszuk fel: az alabb kovetkezo elso
1észben csak olyan problémakkal foglalkozunk, amelyek . valoszi-
niiségi valtozok sorozataira vonatkoznak. Az utobbi évtizedekben,
killonosen fizikai, technikai és mas alkalmazasok révén igen nagy
jelentéségre tett szert valosziniiségi valtozok folytonos sokasagai-
nak, az ugynevezelt stochasztikus folyamatoknak az elmélete. A va-
16szinlis¢gszamitasnak ez az aga, elsésorban szovjet matematiku-
sok, Kolmogorov, Khincsin, Bernstein, Szlucki, Petrovszki, Roma-
novszki, Krein, Kriilov, Bogoljubov ¢s masok munkaja eredménye-
képpen rendkiviil atfogo és mély elméletté épiilt ki, amely a valo-
szinliségszamitas korébe es§ jelenségeknek a klasszikus (diszkrét)
modszerekkel elérhetonél megfelelobb leirasat teszi lehetévé. A
szovjet matematikusoknak ezen a téren elért nagy eredményeit
(beleértve a Markov-téle lancok elméletét a diszkrét esetben is)
egy késobb 1negjelenendd 2. részben fogjuk ismertetni.

* Az -ov végzdidésili orosz neveket az elozo cikkiinkben helyteleniil -off
végzidésse] irtuk.



A valésziniiségszamitas gyakorlati alkalmazasairol.

A valosziniiségszamitas fejlodését az utobbi évtizedekben
clsgsorban a gyakorlati alkalmazasok szamanak jelentds kibdviilése
jeltemzi. A fejlodés menetét vizsgalva kétségteleniil megallapithatjuk,
hogy a természettudomanyok, elsdsorban a fizika, tovabba az ipar és
mezogazdasag altal felvetett konkrét kérdések tették sziikségessé
uj modszerek és fogalmak kialakitdsat, a valosziniiségszamités
elméletének gyokeres atalakitasat és vitték ezaltal az elmélet fej-
l6dését elére. Nincs még egy aga a matematikdnak, amelyben a
gyakorlattal valo szoros kapcsolat, a gyakorlat 0sztonzé hatésa
olyan kozvetleniil nyilvanulna meg, mint éppen a valésziniiség-
szamitasban. A matematika torténete azt mutatja, hogy a specialis
feladatokbol, azok kozds vondsainak kiemelése fitjan keletkeznek
az altalanos elmeéletek, amelyek azutan njabb specidlis feladatok
megoldasat teszik lehetévé. igy tortént ez a valdsziniiségszamitas-
ban is. Egy ilyen rovid ismertetésben nincsen hely arra, hogy a
kiilonbozo specialis kérdéseket részleteiben targyaljuk, hanem csak
az altalanos elmélet f6bb fejlédési iranyait fogjuk vazolni. De
hogy képet adjunk az alkalmazéasok széles skalajarol, bevezetében
felsorolunk néhany gyakorlati kérdést, amelyre az altalanos elmé-
letet a valdsziniliségszamitas szovjet miivel6i nagy sikerrel alkal-
maztak. Ez a felsorolas sem tart természetesen igényt a teljességre,
célja csak az, hogy ramutassunk az alkalmazasi lehetdség sokrétii
skalajara. Ra kell azonban mutatnunk arra a tényre, amelynek
elvi jelentésége van, hogy a valoOsziniiségszamitast gyakorlati pro-
‘blémakra alkalmazé matematikusok névsoraban kivétel nélkiil ott
talaljuk a valoszintiségszamitas elvont elméleti kérdéseinek leg-
jelesebb szovjet miivelGinek neveit. Ezt a tényt azért emeljiik ki,
mert itt a szovjet tudomany egy fontos jellegzetességérél van szo,
az elméleti és gyakorlati kutatas szoros egységérdl, amely a valo-
sziniiségszamitasban kiilonosen vilagosan érvényesiil; nem kétsé-
ges, hogy az elmélet és gyakorlat szoros egysége a szovjet tudo-
many erejének egyik termékeny forrasa.

Példak a valosziniiségszamitas alkalmazaséra,

A val6szinliségszamitas alkalmazasi teriiletei kozott elsé he-
lyen a fizikat kell megemliteni. A modern fizika kozponti kérdé-
seinek targyalasanal a valosziniiségszamitas modszerei nélkiiloz-
hetetlenek. A statisztikus mechanika mar kialakulasakor is val6-
szintliségszamitasi alapon épiilt fel, azonban akkoriban csak a
klasszikus valosziniiségszamitds mai szemmel nézve kezdetleges
modszerei alltak rendelkezésre. Eppen ezért fizikai szempontbol is
igen nagy jelent0sége van a valosziniiségszamitas modern hala-
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donabb eredmenyei afkalmazasanak. Ezen a téren els@sdrban
Khinesin nevét kell emliteniink, aki sok dolgozataban foglalkozott
a statisztikus mechanika kérdéseivel, és azt uj alapokra fektette.!
Ugyancsak jelentdsek ezen a téren Kolmogorov,* Bogoljubov® és
Davidov* eredményei. A dinamikus rendszerek elméletének statisz-
tikai targyalasaval Andronov, Witt és Pontrjagin® (a topologia
nagy mestere) foglalkoztak, Khincsin munkai viszont az ergodikus
eimélet terén igen nagy jelentoségiiek. Khincsin foglalkozott a
kvantummechenika ergodikus problémaival is,® a klasszikus kvan-
tumstatisztil:a terén-viszont Godnyev” ért eb értékes eredményeket.
Gnedenko® egy dolgozata a Geiger—Miiller szamlalocss feloldé-
képességének javitasaval foglalkozott. A Geiger—Miiller szamlal6-
csovet elemi részecskék szamlalasara hasznaljak: allcalmazasanal
hibaforrast jelent az a tény, hogy amikor egy részceske jelzése foly-
tan kisiilés jon létre, ez bizonyos rovid ideig C¢rzéketlenné teszi a
szamlalocsovet, ¢s az ezen idGtartam alatt érkezé tijabb részecs-
kéket a szamlalocso nem szamlalja. Ezt a hibat valosziniiségsza-
mitasi alapon allo elméleti korrekcié alkalmazasdval magymérték-
ben csokkenteni és ilyenmédon a csé feloldoképess¢géi. javitani
lehet. Jaglom® a Brown-féle mozgas elméletében ért el jelentGs
eredményeket. Kolmogorov és Dmitriev*® és munkajukhoz csatla-

' Az idézett munkdaknal a kovetkezd allando roviditéseket hasznaljuk:
DAN = Dokladi Akademii Nauk SzSzSzR; IAN = lzvesztia Akademii Nauk,
Szeria Matematicseszkaja; MSZ — Matematicseszki Szbornyik; UMN = Usz-
pehi Matematicseszkih Nauk. Khinesin idevagd munkdi koziil megemlitjiik
a kovetkezoket: Zur mathematischen Begriindung der statistischen Mechanik,
Z. angew. Math. Mech. 13 (1933) 101—103; Matematicseszkie osznovania
sztatiszticseszkoi mechanika Moszkva—Leningrad GTTI - (1943) 1—126;
Konvekszniie funkcii i evoljucionniie teoremii sztatiszticseszkoi mechaniki,
IAN, 7 (1943) 111—112,

* Zur Umkehrbarkeit der statistischen Naturgesetze, Math. Ann.
113 (1937) 766—772. - -

* Metod funkcionalniih podhidnih v sztatiszticsnoi mechanici, Kiev,
Szbornyik Trudov Inszt, Mat. ANUSzSzR 8 (1947) 177—199.

* Uravnenie Fokkera-Planka v fazovom prosztransztve i vremja relak-
szacii makszvellovszkovo raszpredelenia DAN 2 (1934) 212—219.

* Statistische Auffassung dynamischer Systeme, Phys. Z. Sowijet.
6 (1934) 1—24. ;

® Zu Birkhoffs Losung des Ergodenproblems, Math. Ann. 107 (1932)
485—488; The method of spectral reduction in classical dynamics Proc. Nat.
Acad Sci. USA. 19 (1933) 567—573; Ob ergodicseszkoi probleme kvantovoi
mechaniki IAN 7 (1943) 167. )

" Kobosznovaniju ‘klasszicseszkoi kvantovoi statisztiki, Ivanove, Ucsen.
Zap. ped. Inst. 1 (1941) 42—46.

* K teorii szcsotcsikov Geiger—Mitllera, Zsurn. Exper. i teor. fiz.
11 (1941) 101—106.

* O sztatiszticseszkoi obratimoszti Brownovszkovo  dvizsenia DAN
56 (947) 691—695.

* Vetvjascsieszja szlycsainiie processzi, DAN 56 (1947) 7—10.
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kozva Jaglom't a lancreakciokkal kapesolatban fellépd valoszind-
sCgszamitasi -problémakkal - foglalkoztak, ennek a kérdésnek az
atomrombolassa kapcselatban van kiilonleges jelentdsége. Kolmo-
soroff egy mésik dolgozata a fémek kristalyosodasat targyalja
a valoszintiségszamitas alapjan. A valosziniiségszamitas csillaga-
szati alkalmazasaval tobbek kozott Geraszimovics* fogialkozott,
tovabba —- kiilonosen a napfoltok elméletében — Szlucki vizsga-
latait -kell kiemeintink.'* Szlucki vizsgalatai a perioduskiitatds egész
(criiletét. f{elolelik, ¢és rendkiviil nagy elvi jelent6séggel birnak.
Szlucki-nak a stochasztikus. folyamatok elméletére vonatkozd vizs-
galatai, amelyek Khincsin és Kolmogorov idevagéd vizsgalataira
tamaszkodtak, megmutattak, hogy a perioduskutatds elvtelen for-
malista aikalmazasa sok esetben targyilag teljesen hibas eredme-
nyekhez vezetett. Szlucki'® és hozza csatlakozva Romanovszki'®
nieginutattak, hogy igen sok esetben, amikor latszolag periodicitas
mutatkozott, nem bels torvényszeriiségeken alapuld tényleges pe-
riodicitasrol, hanem pusztan véletlen ingadozasokrol van szo, ame-
lyek a },enodlcnaqt mntal]ak, ezt a JLlenseget pszeudoperiodici-
tasnak nevezik. Sziucki ¢és Romanovszki kimutattak, ‘hogy a sto-
chasztikus {olyamatok bizonyos elég tdg osztalya ‘mutat fel ilyen
pszeudoperiodicitast (az- altaluk szinuszoid-nak nevezeit eloszlas-
hoz kozeledik) anélkiil, hogy ift valéjaban periodikus jelenségek-
151 volna sz6. Selucki eredményei egész forradalmi Aatalakulast
eredményeziek a meteorologiaban, geofizikaban, csillagaszatban €s
egy screg periodikusnak eltocfadott jelenség u]bon mcngsgalasat
¢s a régi cimdlet elvetését vontdk maguk utan. Szlucki eziranyi
vxzsnalatan nemicsak matematikai precizitasban allnak igen magas,
szmv&nalun hanem elvi szempontbol is valoban tudomanyos allas-
pontot képviselnek, szemben a formalista modszerrel, amely sok nyu-
gateuropai és amerikai szerzot jellemez. Sz Iucl\iegyik legjellemzGbb
képviseldje annak a fentemlitett, a szovjet tudoméanyra éltalaban
jellemw torekvésnek, amely az elméleti kutatdsnak a gyakorlattal

% Nyekotorue preddnuc teormu vetvijascsieszja szlucsainiih processzov
DAN 56 (1947) - 795—T797.
" K sztatisztieseszkoi teorii krisztallizacii metallov, TAN 1937, 355—360.
3 Probability problems connected with the dlsoovcry of variable stars
m -a photographic way, DAN (1931) 93—100.
wof b 11-letnei  periodicsnoszt szolnecsnith pjaten, DAN 4 (1935).
K vopriszu o szolnecsnoi posztojannoi, Zsurn. Geofiz. 4 (1934).

1 Szlozsenie szlucsainiih pricsin kak isztocsnik ciklicseszkih Processzov,
Moszkva, Voproszi konjunkturi, 7 (1926); Sur un théoréme limite rélatif aux
séries des quantités eventuelles, Comxptes Rendus Acad. Sci. Paris, 185 (1927)
169—171. The summation of random causes as the source of cycllc processes,
Econometrica 5 (1937).

* (Généralisation d’'un théoréme de M. E. Slutsky. Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, 192 (1931) 718—721; Sur la loi sinuscidal limite, Rend,
Palermo, 57 (1933) 130—-136. - ;
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valé szoros Gsszekapcsolasaban nyilvanul meg. Maga, Szlucki tu-
domanyos munkamodszerét a kovetkezoképpen fogalipazta meg:
»Az a vileményem, hogy az elméleti kutatasokkal parhuzamosan
egyes konkrét problémak vizsgalataval is foglalkoznom kell, hogy
ilyenmodon a modszereimet ellendrizzem ¢és a valosaggal vald osz-
szehasonlitdsukbol adatokat gyiijtsek.”” Valoban, Szlucki maga
is végzett a geofizika korébe vagod statisztikai vizsgalatokat.

Attérve az ipari alkalmazasokra, sok szovjet matematikus, igy
Khincsin, Kolmogorov, Volberg, Buchman' és masok foglalkoztak
a telefon-halozattal kapcsolatban - fellépd valoszintiségszamitasi
problémakkal, igy példaul a halézat tulterheltségének kérdésével.
Legutobb Diinkin oldotta meg ennek a problémakornek egy érde-
kes feladatat.’® A mindségi ellendrzés, kiillonosen a mintavétel kér-
désében a legutobbi idében alakult ki egy uj elmélet, az 0. n.
szekvencidlis analizis, amely lehetové teszi a régi modszerrel egyen-
értékii, de kevesebb minta megvizsgaldsat igénylo modszer kidol-
gozasat. Ezt az elméletet A. Wald dolgozta ki igen részletesen;
eredményeit a habori alatt az Egyesiilt Allamokban hadititokként
kezelték, ugyanis a l0szerszéllitmanyok atvételénél jelentds idd-
megtakaritast jelentett.* Elméleti szempontbol a moddszer lényege
valosziniiségi valtozok olyan Osszegeinek vizsgalata, amelyeknél az
Osszeg tagjainak szama maga is valosziniiségi valtozo; ilyen kér-
dést elsének Kolmogorov vizsgalt meg, 6 és Prohorov nemrégiben
Wald eredményeit jelentGsen altalanositottak.>* A turbulencia elmé-
etével Kolmogorov attor vizsgalatai nyoman tobb szovjet mate-
natikus foglalkozott valdszinliségszamitasi alapon, igy tobbek ko-
z6tt Obuchov?? vizsgalatait emlitjiik meg. A hidrotechnikaban fel-
¢p6 valoszintiségszamitasi problémakkal Krickij és Menkel,** to-
rabba - kiilénosen a folyok szabdlyozasanal és vizieritelepek
ervezésénél fellépé kérdésekkel Szavarenszki és Riibkin®* foglal-
coztak. A geoldgiai rétegek kialakulasanak kérdésében Kolmogo-
ov volt az els6, aki. valosziniiségszamitasi modszereket alkalma-
ott, és a kérdést bizonyos integralegyenletek megoldasara vezette
issza.*® Meg kell itt emlékezniink Kolmogorov egy elméleti szem-

" L. IAN 12 (1948) 417—420, jevgeni Jevgenevics Szlucki, 1880—1948.

™ L. IAN 5 (1941) 173—186, az 1940. évi statisztikai kongrcsszuc,rol
7616 beszamolot.

® Ob odnoi zadacse iz teorii verojatnosztei, UMN, 4 (1949) 183—197.

* A. Wald, Sequential Analysis, Wiley, New York, 1947. :

® O szummah szlucsainovo csiszla ~Szlucsainiih szlagajemith, UMN
(1949) 168—172.

* O raszpredelenii energii v szpektre turbulentnovo potoka DAN
2 (1941) 22—24.

A
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" Resenie odnoi zadacsi iz teorii verojatnosztei szviazannoi sz vopro-

:om o mechanizme szlojeobrazovanija, DAN 65 (1949) 793—796.
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pontbél is igen érdekes etedményérél,?® amely bizonyos fémek por«
lagztasanal részecskék nagysagszerinti eloszlasat vizsgalja, ¢és
elméletileg Mmutatja, hogy ebben az esetben, ugyantigy, mint egy
sereg mas torési problémanal a megadott nagysagkategoriaba eso
részecskék szamanak logaritmusa tesz eleget igen jo kozelitéssel
a normalis megoszlasnak. Eredményét a gyakorlati mérések fe-
nyesen igazoltadk. Nemrégiben a Magyar Tudomanyos Akadéniia
Alkalmazott Matematikai Intézete végzett ilyen vizsgalatokat a
kébanyaipartol kapott, a kotorésre vonatkozé adatokon, amely vizs-
galatok Kelinogorov elméletének tjabb gyakorlati igazolasat adtak.

Egészen ujszerli alkalmazasi lehetGségei nyilnak a val6szi-
niiségszamitasnak a szocialista tarsadalomban az 10j munkamod-
szerekkel, a munkaerd helyes elosztisaval, az emberi munkaer6 és a
gépek gazdasagos kihasznalasaval kapcsolatban. Khincsin egyik
dolgozata®” példaul azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy ha egy
tizemben egy munkas feliigyelete ala tobb automatikusan miik6dd
¢ép tartozik, amely gépek idonkint bizonyos okbol leallnak és ki-
sebb javitasra szorulnak, atlagosan mekkora kiesés Iép fel a ter-
melésben ezaltal? A probléma targyaldsanal tekintetbe kell venni,
hogy ha egy gép akkor all le, amikor a gépekre feliigyelé munkas
egy mar clozoleg ledlit gép javitasan dolgozik, akkor az idévesz-
teség még nagyobb, hiszen a masodszorra ledllt gép javitdsidhoz
csak az elsé gép kijavitasa utan tud a szerelg hozzafogni. Khin-
csin eredményei lehetové teszik a varhato kiesés elore valo kisza-
mitasat, és ezen tilmendieg helyes munkaeréelosztassal az igy
felléps veszteség csokkentését és ezaltal a termelékenység emelé-
sét. HasoniG kérdéssel foglalkozik Bernstein és Gnedenko egy
munkdja is. Ok azt vizsgaljak, hogy 0Osszetett munkafolyamatok-
nal atlagosan mennyi munkaora-veszteség szarmazik abbol, hogy
az egyik munkascsoport egy masik csoport munkajanak befejezs-
sére kénytelen varni. Az a tény, hogy a legkivalobb szovjet tudo-
sok, a valosziniiségszamitas legelsé elméleti szakemberei foglal-
koztak ezekkel a kérdésekkel, a munkahoz valé uj viszonyt tiik-
rozi, amely a szocialista tarsadalomban kialakult.

Széleskorii alkalmazasi lehetdség nyilik a valésziniiségszami-
tas modszerei szamara a mezogazdasagban is, tobb szovjet ma-
tematikus végzett idevagé érdekes és gyakorlatilag jelentds vizs-
galatokat. Vegiil meg kell emliteniink, hogy a nagy honvédd ha-
bori alatt Kolmogorov vezetése alatt a szovjet matematikusok
egy csoportja foglalkozott a tiizérséggel kapcsolatos valosziniiség-
szamitasi problémdkkal, kiilonosen az 1. n. ,mesterséges szoras”

% O logarifmicseszki normalnom zakone raszpredelenia razmerov
csasztic pri droblenii DAN 31 (1941) 99—101; az idevagé mérési eredmé-
nyekne vonatkozolag lasd Rasumovszki, DAN, 28 (1940) 814—S8I16.

“ O szrednyem vremeni prosztoja sztankov, MSZ 40 (1930) 119—123.
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elméletét dolgoztak ki igen alaposan.® A szovjet tiizérség nagy-
szerii teljesitményeiben ilyenmodon a szovjet matematiknsoknak
is résziik volt, akik ezaltal is hozzajarultak a szovjet hadsereg
fényes gyGzelmeihez.

Fiiggetlen valosziniiségi valtozok.

A valo6szinliségszamitdas megalapozasarol szolo cikkben (Ma-
tematikai Lapok I. 1. (1949) 27—64. o.) bevezettiik a valoszinii-
ségszamitas Kolmogorov-iéle €lméletének néhany alapfogalmat,
a valosziniiségi mez6, a valosziniiségi valtoz6 és az eloszlasfiigg-
vény fogalmat. A kovetkezikben, hogy targyalasunkat egyszeriibbé
tegyiik, mindig fel fogjuk tenni, hogy a H alaphalmaz a (0,7)
intervalluim pontjainak osszessége, a 7 halmaztest ennek az inter-
vallumnak “Lebesgue szerint mérhet§ részhalmazainak osszessége,
¢s az abszolut additiv halmazfiiggvény maga a Lebesgue-féle
mérték.*® Egy A halmaz mértékét réviden | A|-val jeloljiik, V(...)
pedig a zardjelben allé ,esemény”’ valésziniiségét fogja jelenteni,
masszéval azon ¢ pontok halmazdnak a mértékét, amelyekre a
zarojelben allo feltétel teljesiil. igy példaul legyen x(f) egy valo-
szinliségi valtoz6, akkor V (x ({) < y) azon { pontok halmazanak
mértékét jelenti amelyekre x (f) < y; ezt a halmazt A,(y)-nal
fogjuk jelolni. A targyalt specidlis esetben tehat valosziniiségi val-
tozo alatt olyan x = x (f) fiiggvényt értiink, amelyre az A, (p)
‘halmaz az y valés szam minden valasztisa mellett mérhetd, mas-
szoval ebben az esetben a valosziniiségi valtozd fogalma azonos
a mérhetd fiiggvény fogalmaval. Legyen F (y) =V (x (f) < y) =
= | A (y)|, az F (y) fiiggvényt x (1) eloszlasfiiggvényének nevez-
ziik. Jeldlje A,(z,y) azon ¢ pontok halmazat, amelyekre

=< x (t) <y, akkor nyilvan
(1) Vie=sx(O) <y =|4: (2,9 |=F @ = F ()
Most bevezetjitk a fiiggetlenség fogalmat. Az x, és x, valoszinii-
ségi valtozokat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha barhogyan va-
lasZtva a 2y, V15 2y, Y, valos szamokat (nyilvan. feltehetjiik, hogy
2, =), 6s z,=),) mindig fennall, hogy

2 | Ar (21, 4) - Ax, (2, Po) | = IA-r, (205 90| sz (2,45 |

ahol (2) baloldalan az A,, (2,,¥,) és A,, (2.,).) halmazok szor-
zatan, amint ez a halmazelméletben szokas, a két halmaz kozos ré-
szét értjitk. Két valosziniiségi valtozo fiiggetlensége szavakban a

* Szbornyik sztatei po teorii sztrelbii, Trudi Mat. Inszt. Szteklov.
12 (1945)+ 1—106.

® A kivetkezokben az olvasérsl nem tételeziink fel mast, mint a valos
fiiggvénytan alapfogalmainak ismeretét.

7
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kovetkezéképpen fogalmazhaté meg: ha a (0, 1) intervallum he-
lyett csak ‘annak egy olyan részhalmazat vizsgaljuk, amelyen x,
¢értékei megadott hatarok kozé esnek, ezen a részhalmazon x, ér-
tékkészleteloszlasa viszonylag (azaz ezen részhalmaz mértékéhez
viszonyitva) ugyanaz lesz, mint az egész (0, 1) intervallumon.
Hogy ezt a tényt jobban kiemeljiik, ]elol]uk roviden az Ay, (2,,);)
halmazt A,-gyel és Ax (2,,),)-t A -vel Feltéve, hogy A mértéke

pozitiv (ellenkezi esetben a (2) osszefuoges sammﬂmondova va-
lik) (2)-t a kovetkezd alakba irhatjuk:

| Ay A, |

3 Landeat = 1A

3 A | Ay |

masszoval az A, halmaz A;-be esi részének méntéke ugy ardnylik
A, mértékéhez, mint a tel]es A, halmaz mértéke a (0, I) interval-
lum mertekehez azaz egyhez.

Hasonlokcpen értelmezziik 3, 4 vagy akarhany valoszinii-
ségi valtozo fiiggetlenségét is: az x,, x,, ..., &, valosziniiségi val-
tozokat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha a AR S
Vi, Vas .. ln valos szamok tetszéleges valasztasa mellett teljesiil a

4) |Ax (21,41 Ax, (25, Y5) .. . Ay (Bnsyn) | =

= |4y (21,90 .| Ax, (20, 42) 1| - . . Az, (20, yn)|

feltétel. Megjegyzendd, hogy pl. harom valtozé (a kovetkezikben
valosziniiségi valtoz6 helyett rividen valtozot fogunk csak mon-
dani) péaronkinti fiiggetlensége még nem biztositja fiiggetlenségii-
ket a fenti értelemben. Hogy ebben a kérdésben félreértés ne le-
hessen, ha a (4) feltétel teljesiil, az x, , x,, ..., x, valtozokat tel-
jesen fiiggetlennek fogjuk nevezni, ha viszont csak annyit tesziink
fel, hogy paronkint,” vagy pl. mgvenkent fliggetlenek, akkor ezt
mmdw hozzatessziik. Valoszintiségi valtozok valantely végtelen
sorozatat akkor fogjuk (teljesen) fiigg‘etlennek nevezni, ha “akar-
hogyan valasztva ki koziiliik véges szamut, azok teljesen fiig-
getlenek.

Hogy a fiiggetlenség fogalmat még jobban megvilagitsuk,
nézziink néhany. peldat. Osszuk -fel a (0, 1) intervallumot 27
egyenlé részre, és ezen intervallumok mmdegylkerben legyen az x,
_valtoz6 értéke allando, mégpedig felvaltva- +1 és —7, magukban
az osztaspontokban legyen Xn €rteke 0. Az igy nyert x, fliggvényt
n-ik Rademacher-féle fiiggvénynek is szokas nevezni.®® Ezeket a
fiiggvényeket képlettel is eldallithatjuk, a kovetkezGképpen:

©) X (£) = sgn (sin 2" ¢t n)
ahol sgn (z2) a z valos szam elGjelét jelzg fiiggvény, amely‘a ko-

® H. Rademacher, Einige Siitze diber Reihen von allgemeinen Ortho-
gonalfunktionen, Math. Ann. 87 (1922) 112—138,
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vetkezoképpen van értelmezve: SgN. ()= & I harzi>> O, sgn (2) =

==—1,haz<0 éssgn (0)=0. Az x, (1) valtozok teljesen’ fiig-
getlenek amit belathatunk ha tekintetbe vessziik, hogy az x,.; (f)

fiiggveny ugy keletkezik, Hogy minden intervallumot, amelyen x,, (7)

allando, két egyenlé részre osztunk, amelyek. kozil az elson
Xp47 = + I, a masodikon x,.;= — . Hasonl6képpen, ha x olyan
valtozo, amely csak véges sok kiilonbozo értéket vesz fel, pl. az x, ,
X, .o. 5 Xp 6rtékeket veszi fel az E, , E., ..., E, ‘halmazokon, és az
E halmazok mindegyikét m részhalmazra bontjuk, — legyenek ezek

[ Byl
Erty Epoy. . .y Epm, — olymodon, hogy azLE;"L arany k-tol fiig-
getlen legyen, ¢s ha az y valtozot tgy deﬁmaljuk hogy annak ér-
teke az Ey; halmazon y-vel legyen egyenié  minden k-ra, akkor
ilyenmodon egy x-tél fiiggetlen y valosziniiségi vaitozot konstrual-
tunk. Ezt a konstrukciot folytatva wvalosziniiségi valtozok tel]esen
fiiggetlen sorozatat nyerjiik. Természetesen ezek az egyszerii pél-
dak csak arra szolgdlnak, hogy a fuggeﬂenseg fogalmat me’g-
vilagitsak.
Egy x = x (t) valtozonak ertelmezhet]uk a momentumait ¢s
centralis momentmnaxt Az x = x () viltoz6 k-adik momentuman
k=1, ..) értjiik az %3

©) My (%) =6? k() dt

integralt, feltéve, hogy ez az integral létezik (ami természetesen
csak akkor kérdéses, ha x (f) nem korlatos). Az els6 momentumiot
az x valtozo kozépértékének (vagy varhato értékének) nevezziik
és M (x)-szel vagy rovidség kedvéért x-sal jeloljiikk. A momentumo-
kat az eloszlasfiiggvény segitségével is kifejezhetjiik, mégpedig ha
F (y) jelenti az x valtoz6 eloszlasfiiggvényét, konnyen belathato,
hogy M, (x) kifejezhets az

(7 My (x) = f yk dF (y)

Stieltjes-integrallal. Az x valtoz6 k-adik centrdlis momentuman az
X’ = x — x valtoz6 k-adik kozonséges momentumat értjiik. A cent-
ralis momentumok koziil kiilonosen a masodik momentumot fog-
juk gyakran hasznalni, amelyet az x valtozé szérasnégyzetének
neveziink ¢ésa?(x)-szel jeldliink; ennek pozitiv négyzetgyikét nevez-
zitk az x valloz szOrdsanak, azaz az x valtozd o (x) szorasat a
kovetkezoképpen definialjuk: L

1 vk 1 o % 1
B o= (df (x () — x)* dt ) fa ( +‘j (y — 2P dF(y)) f

™
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Mas szavakkal kifejezve, az x viltozé szorasa alatt értjitk x-nek a
kozépértékétil, x-tol valo eltérésének ne“/yzetenek kozepertekenek
pozitiv négyzetgyokét. A kozepertek linearis operaciod, azaz ha x,
és x, valosziniisegi valtozok, a és b valos szamok, M (ax, + bx,) =
=aM (x,) + bM (x,). Meg kell emliteniink a fiiggetlenség két
fontos kovetkezményét: ha az x,, X,, ..., xvaltozok teljesen fiig-
getlenek, akkor szorzatuk kozépértéke egyenld kozépértékeik szor-
zatéval, azaz

9 My x..00)=M (xl) M(xg) .. . M(xn)

Ennek egyszerii kovetkezménye, hogy ha az x,, x,, ..., X, véltozok
paronkint fiiggetlenek, akkor Osszegiik szorasmgyzete egyenlé a
tagok szorasnégyzetének Osszegével:

(10) & G4 m3+...4 %)= 0 (1) + (1) +...+ 0 (m).

A szoras azt méri, hogy mekkora ingadozasokat végez az x val-
toz6 a kozépértéke koriil; nyilvanvald, hogy a szérdshoz képest igen
nagy ingadozas igen valdsziniitten. Ezt a szemléletes tényt fejezi
ki szabatos formaban Csebisev hires egyenlitlensége,’* amely egy-
szeriisége ellenére a val6szinliségszamitas igen jOl hasznélhato
segédeszkoze. Csebisev egyenltlensége azt mondja ki, hogy an-
nak a valosziniisége, hogy az x—x kiilonbség abszolit értékben
nagyobb legyen x szérasanak A -szorosanal, ahol 4 tetszdleges

pozitiv szam, kisebb, mint % . Ennek az egyenlttlenségnek a bi-

zonyitasa rendkiviil egyszerii. Jelentse E; azon ¢ pontok halmazat,
amelyekre |x (1) —Xx|> 40 (x) akkor

a1 *¢®= r (x () —2at >J’ (x (t) — X2 dt= 2 o® (x) |El,
azaz
(12) V(-3 >10@)<—p,

ami Csebisev egyenlitlensége.

A konvergencia kiilonb06z6 definicioi.

A valésziniiségszamitisban valdsziniiségi valtozok konver-
genciajanak kiilonb6zé definiciéi hasznalatosak. Ezek koziil kiilo-
nosen kettével fogunk foglalkezni: a gyenge és az erds konver-
gencia fogalmaval. Az x,, x,, ... valosziniiségi valtozok sorozatat

O szredaiih velicsinah, MSZ 2 (1867).

MAGYAR

TUDOMANYOS AKADEMA
KUNYVIARA
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az x valtozohoz gyengén konvergensnek nevezziik, ha akarhogyan
adunk is meg egy pozitiv & szamot, V (|x,— x|> &) —— 0,
ha n — oo . A konvergencianak ezt a fajat (val6sziniiségi) mér- -
tékben vald konvergencianak is szokas nevezni. A mértékben valo
konvergencia fogalma a valos fiiggvénytanban is hasznalatos; a
valés fiiggvénytan modszereivel konnyen bebizonyithato, hogy a
gyenge konvergenciara ¢rvényes a Cauchy-féle konvergencia kri-
térium: annak sziikséges ¢s elégséges feltétele, hogy az x, valto-
z0k gyengén konvergaljanak valamilyen x valtozohoz az, hogy
lim V (|x — xm| >¢€) =0 minden & > 0-ra fennalljon.
n—»00

m—>00 :

Abbol, hogy az x, véltozok konvergalnak x-hez, &ltaldban még
nem kovetkezik, hogy M (x,) is konvergal M (A) -hez, ehhez to-
vabbi megszoritasok sziikségesek (pl. elevendo hogy az x, val-
tozok egyenletesen korlatosak legyenek). “Ezzel kapcsolatban ér-
dekes megjegyezni, hogy viszont az 1. n. medianok gyenge kon-
vergencia eselén is konvergalnak. Egy x valtozo egy medidnjan

olya.h m valos szgmot értiink, amelyre F (y) < é, hay = m és
/|
F () >;,ha y > m, ha F (y) jelenti x eloszlasfiiggvényét.

Nyilvanvalo, hogy egy x valtozo medianja nincsen altalaban
egyértelmiien meghatarozva, x medianjainak GOsszessége alta-
laban egy fteljes intervallumot tolt ki. Marmost konnyen be-
lathato, hogy ha az x, valtozok gyengén konvergalnak x-hez
és m, konvergdl egy m szamhoz, akkor m az x valtozo egy
medidnja. Az x, valtozok sorozatat gyengén stabilisnek nevezziik,
ha létezik olyan ¢, szamsorozat, hogy x, — ¢, gyengén 0-hoz
konvergal. Amennyiben ¢, = M (x,) és x, — ¢, gyengén 0-hoz
tart, azt mondjuk, hogy az x, sorozat (gyengén) normalisan sta-
bilis. Kénnyen belathato, hogy egy egyenletesen korlatos x, soro-
zat, ha egyaltalan stabilis, akkor mindig normalisan stabilis: alta-
laban, ha az x, sorozat stabilis, akkor ¢, helyett x, valamely m,
medidnjat valasztva, x, — m," is gyengén 0-hoz fog konivergélni.
A gyenge konvergencia fogalma lényegében Bernoulli-t6l szarma-
zik, modern megfogalmazasa ¢s tulajdonsagainak alapos vizsga-
lata a valoszmusegszamltas szempont]abol Szlucki érdeme.?

A masik mar emlitett, igen gyakran hasznalatos konvergen-
ciafogalom az erds ‘konvergen\cia. Az x, valtozok sorozatat erGsen
konvergensnek nevezziik az x valtozéhoz, ha V (limx, = x) = 1,

n—>00
azaz, ha majdnem minden ¢ értékre x,(f) konvergal x (f)-hez,

“# Uber stochastische Asymptoten und Grenzwerte, Metron 3 (1925),
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masszoval ha azon f értékek halmaza, amelyekre x, (f) nem kon-
vergal x (t)-hez, zérus mértékii. Konnyu belatni, hogy az erds kon-
\ergenCIa valoban erosebb a gyenge komvengenuanal azaz, ha
1, erdsen konvergal x-hez, akkor gyengén is konvergil, forditva
2zonban nem. Hogy az els¢ allitast belassuk, jelentse e, azon f
pontok ‘haimazat, amelyekre az
|2 () —x ()| < &, | Fnts (t)—x(t)|<£,
[T e@—x @] <&,
cgyenldtienségek Loyxdejuleg fennallnak, ahol & tetszdlegesen va-
lasztott pozitiv szam. Nyilvanvalo, hogy e, tartalmazza e, ;-et,
tovabba, l‘ovy majdnem minden ¢ valamelyik e,-hez (és természe-
tesen attol kezdve minden e, ,-hoz) hozzatartozik, feltéve, hogy
Xperésen tart x-hez. igy tehat lim |e,| = 1. Jelentse tovabba E E;,
n—>00

azon t pontok halmazat, amelyekre | x, () — x (¢)| < & fennall.
Nyilvanvalo, hogy E, tartalmazza ¢, -t ¢s igy lim | E,| = 1,

n—>co
amibdl mar kovetkezik, hogy lim V (|x,(2)—x (£)|> ¢) =
n—»00

lim (I — |E,|)= 0, vagyis ezzel bebizonyitottuk, hogy az erds
n—o0

konvergenciabol kovetkezik a gyenge konvergencia; arra, hogy az
ellenkezé allitas nem all fenn, konnyt példat talalni. Példaul definial-
juk az x, valtozokat a kovetkezOképpen: keressiik meg azt a két
uégyzetszamot, amely kozé n esik, legyen pl. k2 =n < (k + 1)?,
azaz n=k*+r, ahol 0 <r<2k és legyen x, (f) =1, ha
3 k; et Qrk_:—l ; egyébként legyen x, (f) = 0. Nyilvanvalo, hogy
az ‘igy definidlt x, sorozat gyengén konvergal 0-hoz, hiszen

Viu(x,i>.0) < - ; ezzel szemben minden ft-re -x, (f), vég-
2 :

telen sok n értékre egyenlé O-val és végtelen sok n-re I1-gyel,
vagyis az x, (t) szamsorozat f egyetlen értékére sem kon-
vergal. A gyenge és erGs konvergencia kozotti kiilonbséget leg-
jobban ugy huzhatjuk ald, ha ramutatunk, hogy az erés konver-
gencia azt jelenti, hogy annak a valésziniisége, hogy x, (f)—
—x (1) | > & egyenlitlenségek egyidejiileg n=N,N +1,N+2,...-
re fennalljanak, egyhez konvergaljon, ha N végtelenhez tart, vagyis
az erds konvergencia egyenletes gyenge konvergenciat jelent. A fenti
példabol lattuk, hogy lehetséges, hogy az x,(f) valtozok gyengén
konvergaljanak 0-hoz, de ugyanakkor az x, () szamsorozat sehol
se konvergaljon. K olmogorov hires 0-vagy-1 torvénye33 erre az esetre

28, Kolmogoroff Grundbegriffe der Wahrschemhchkeltsrechnumg, Et-
gebnisse d. Math. u. Grenzgebiete II. 3 Berlin, Springer 1933.
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alkalmazva azt mondja ki, hogy amennyiben az x, véltozok fiigget-
lenek, akkor azon t pontok halmaza, amelyekre x, (f) konvergal,
vagy O-mértékii vagy 1-mértékii halmazt alkotnak, azaz fiiggetlen
valtozok egy sorozata vagy majdnem mindeniitt konvergal, vagy pe-
dig majdnem mindeniitt divergal. Ezt a kovetkezGképpen bizonyithat-
juk be: jelentse E, , ,, azon f pontok halmazat, amelyekrep=1,2 ..., k-

ra egyidejiileg fennallnak az|x,i, (£) — x,(2) | <Eegyen‘16tlenesége'k.

Ha valamely ¢ értékre az x,(t) szamsorozat konvergal, akkor min-
den m pozitiv egész szamhoz van olyan n pozitiv egész szam, hogy
i minden k-ra hozzatartozik az E, , ,, halmazhoz. Ezt fejezi ki
Kolmogorov ismert képlete,** amely szerint ha E jeloli azon {

pontok halmazat, amelyekre x, (1) valam:lyen hatarértékhez kon-
vergal,

(12) . E=Ilim lim lim Eyz m-

m-—»o0 n1->»0 k—»co

Kﬁnnyu belatni, hogy ugyanez a képlet fennall akkor is, ha k, n
¢s m nem az Osszes pozitiv egész szamokon, hanem csak pozmv
egész szamok valamely vegtelen részsorozatain futnak végig. Je-
lentse Gy 00,m az Ep pm €5 Epipp,m halmazok kozos részét,
azaz azon t pontok halmazat, amelyekre egyidejiileg fennallnak az

.
(13) [Antp () — 20 (8) | <7; Foh N A
és

(14)

7
Xntrt+p(t) — X0+ (O)] < —”7,’ p=12 . ..,k

cgyenlétlenségek. Tekintettel az . x, valtozok fiiggetlenségére,
konnyen belathaté, hogy | Gnoe,m | = | Eniym| .| Entt ke om | -

Masrészt nyllvanvalo hogy a G,, o, m halmaz tartalmazza az
En,or, om Nalmazt, hiszen ha -

7 \
Ixnff—p(t)_xn(t)l<'_——; p=1,2,...,2k,
. 2m

akkor (13) nyilvan teljesiil, és (14) is teljesiil, tekintetbe véve, hogy

| Xntttp (€) — Xntr | <| Zntrtp () — 20 (D] + | 2nte () =
7 i 1 :

—xn (O] < + = R (1 W H g RS
2m 2m m
Ezért

M’ La'sd 3
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(16) 'En,i)k 2m'<|Enkm|-|En+k,k.m|-

Marmost egymasutan elvégezve a kK —> 0, n——>0 és m —>®
hataratmencteket, kovetke21k (16)-bol ¢s (12)-bol hogy

(17) |E| | E.

Mivel | E|< I, ez csak tigy lehetséges, ha|E| = 0 vagy ha |E| = 1.
[tt felhasznaltuk azt a tételt, hogy ha az F, mérhet6 halmazok mo-
noton novekv (vagy csokkend) sorozatot alkotnak, akkorlim F, =

is mérhet6 halmaz és lim |F,|= |F|. (Ha F,C Fpys,n =1, 2,.., akkor
lim F, mindazon pontok Osszességét jelenti, amelyek valamelyik F,
halmazhoz tartoznak, ha F, D Fpyy n=1,2,... akkor lim F,
mindazon pontok halmazat jelenti, amelyek minden F ,-hez hoz-
zatartoznak). Hasonloképpen bizonyithatdé be a 0-vagy-1 torvény

egy masik specidlis esete, mely szerint, ha x;,X,, ...,%,, ... fiig-
getlen valosziniiségi valtozok, a

(ee]

o

n=1

sor konvergenciajanak valosziniisége vagy 0, vagy I.
Sziikségiink lesz a kovetkezokben az er0s konvergencia egy
egyszerli e]e séges feltételére. Jelentse E,, azon ¢t pontok halma-

zat, amelyekre |x, (f) —x(1) | > -% s.ha a

. 3| Bun|

n=1

sor m minden pozitiv egész értékére konvergal, akkor x, (f) erd-
sen konvergal x(f)-hez. Ezt a kovetkezSképpen lathatjuk be: ha
egy t értékre x,(f) nem konvergal x(f)-hez, akkor van olyan m,

hogy {x,,(t)—x(t)|>% végtelen sok n-re, hiszen ha minden
m-re véges sok n kivételével, azaz elég nagy n-tél kezdve fenndll
| () —x (D) | < —’%, akkor x, (f) konvergal x(t)-hez. Jeloljiik
Ep-mel azon t pontok halmazat, amelyekre |x, () —x(f)|> =

végtelen sok n-re teljesiil; ha E jeloli azon pontok halmazat, ame-
I)ekre Xp (f) nem konvergdl x(f)-hez, akkon tehat E része a

VE halmaznak. Masrészt E,, része a $‘E,,,,, halmaznak minden
m—-I n-—N
N-re, és igy

(19) |En| < 2| Eam |,

n=N
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ahol a jobboldalon A4ll6 szdmok 0-hoz tartanak, ha N ——»co,
Vagyis m minden értékére E,, O-mértékii halmaz. De viszont tud-
juk, hogy megszamlilhat6 sok O mértékii halmaz Osszege szintén
0 mértekii, és igy E is O-mértékii, vagyis x,(t) valoban erdsen
konvergal x(1)-hez.

“Az erds konvergencidval kapcsolatban is bevezetjiik a stabili-
tas fogalmat. Az x, (¢) valtozok sorozatat erdsen stabilisnak ne-
vezziik, ha van olyan ¢, szamsorozat, hogy x, (f) — ¢, erdsen tart
0-hoz. Az erfs stabilitdis normalis, ha c¢,-nek az x, valtozd6 ko-
zépértékét is valaszthatjuk.

Végiil bevezetjitkk az ekvivalens sorozatok fogalmat. Valoszi-
nliségi valtozok két sorozatat — jeloljiik Sket x,-nel és y,-nel —
ekvivalensnek neveziink, ha a

(o o]
(20) > V£ yn)

n=1
sor komvergens. Az er(s- konvergencidra fent adott kritériumbol
azonnal kovetkezik, hogy ha x, (f) erdsen konvergal x(f)-hez ¢s
az y,(t) sorozat ekvivalens x,(t)-vel, akkor y,(t) is erésen kon-
vergal x(f)-hez. Ehhez ugyanis csak azt kell kimutatni, hogy
X (1) — yn (1), erésen konvergél 0-hoz, és ez (20) alapjan a fenti
kritériumbol azonnal kovetkezik. Az is konnyen belathaté, hogy
ha az x,és y, sorozatok ekvivalensek, és x, gyengén konvergal
x-hez, akkor y, is gyengén konvergal x-hez. Ugyanis az x, és y,
sorozatok ekvivalenciajabol, mint lattuk, kovetkezik, hogy x,— y,
erdsen konvergal O-hoz, akkor tehat x, —y, gyengén is konver-
gal 0-hoz, és niivel x,— x is gyengén 0O-hoz konvergal, tehat
Yn— X = (Yp—Xp) + (x,—x) is gyengén komvergal 0-hoz. Az
ekvivalens sorozatok fogalmat Khincsin vezette be.

Megemlitjiik még, hogy az erés konvergencia fogalmat elg-
szor Borel*> és Cantelli*® vezették be.

Miutan az erds és gyenge konvergencia fogalmat értelmeztiik
valOsziniiségi valtozok sorozataira, semmi akadalya sincsen, hogy
ugyanezeket a fogalmakat val6sziniiségi valtozokbol allo végtelen
sorokra is atvigyiik: egy ilyen sor erés, ill. gyenge konvergenciajan
természetesen a részletosszegek sorozatanak erds, ill. gyenge kon-
vergenciajat ertjiik. :

* E. Borel, Les probabilités dénombrables et leurs applications arith-
métiques, Rend. Palermo 27 (1909) 247—271.

*® F. P. Cantelli, Sulla legge dei grandi numeri, Mem. Acad. Lincei,
11 (1916). :
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A nagy szamok gyenge torvényei.

A valdszintiségi valtozok tetszileges sorozatanak gyenge kon-
vergencidjanak sziikséges és elégséges feltételeit Bernstein, Kolmo-
gorov és Gnedenko adtak meg.*” Ezt a kérdést teljes altalanos-
sagban nem fogjuk itt t‘ér‘gyalni, hanem csak az alkalmazasok
-szempontjabol legfontosabb és egyben legrégibb idevagd probleé-
maval, a nagy szamok (gyenge) torvényével folgunk foglalkozni.
A ndgy szamok torvényének legegyszeriibb esete még Bernoulli-tol
szarmazik. Bernoulli a kovetkezé tételt bizonyitotta be: ha egy E
esemény bekovetkezésének valoszintisége p, és n kisérletet végziink,
amelyek mindegyikének eredménye az E esemény bekovetkezésében
vagy nem-bekovetkezésében all, tovabbé, ha feltessziik, hogy az
egyes kisérletek eredményei egymastol fiiggetlenek, akkor ha k,-nel
jeloljiik az els6 n kisérlet koziil azok szamat, amelyeknél az E ese-

mény bekovetkezett és f, = %, azaz f, jelenti az E esemény gya-
korisdgat az els§ n kisérlet soran, akkor f, gyengén konvergal
p-hez. Rendeljiik hozza az n-edik kisérlethez az x, valOsziniiségi
valtozot, amelyet ugy értelmeziink, hogy x, = + 1, ha az n-edik
kisérletnél E bekovetkezett és x, = 0, ha E nem kovetkezett be
(== 12,35 ¢ ) alkorayilvan: K = 5 Xpvha S, a7z
Bernoulli tétele ugy is megfogalmazhat6, hogy az

@1) £ xl—l—xz-’tz-...-{—x,,

valoszintiségi véltozé gyengén konvergal p-hez. Mivel M(x,) = p
és igy Mi(f,) = p, ezt ugy is kifejezhetjitk, hogy az f, véltozok
sorozata gyengén normdlisan stabilis. A kisérletek fiiggetlenségeé-
-nek feltevése nyilvan azt jelenti, hogy az x, valtozok fiiggetlenek
(teljesen fiiggetlenek). Az ujabb vizsgalatok megmutattak, hogy
Bernoulli tétele messzemenGen altalanosithaté és nemcsak a fenti
specialis x, valtozokra érvényes, hanem fiiggetlen valtozok igen:
altalanos sorozataira is igaz az, hogy a (21) Aaltal értelmezett f,
vdltozok sorozata gyengén stabilis, st a fiiggetlenség feltevését is
enyhiteni lehet. Emeljiik ki a Bernoulli-téle tételben szereplé x,
valtozok egy specialis tulajdonsagat: az =z, valtozOk mindegyike
ugyanazon eloszlasfiiggvénnyel bir, hiszen n minden crtékere X,
a 0 ¢és 1 értékeket veszi csak fel, I—p és p valosziniiségekkel. Ez
a feltevés kiilonleges erdekesseggel bir, hiszen ez a helyzet mindig,

¥ a) S. Bernstein, O. zakone bolsih csiszel, Kharkov, Zap. Matemat.
16 (1918) 82—87. b) A. Kolmogoroff, Uber die Summen durch den Zufall
bestimmter unabhingiger Grossen, Math. Ann. 99 (1928) 309—319. Lasd
még u. o. 102 (1929) 484—488. ¢) B. V. Gnedenko, Predelniie zakoni dlja
szumm nyezaviszimiih szlucsainiih velicsin UMN 10 (1944) 115—165,



.107 :

amikor ugyanannak a kisérletnek az ismételt végrehajtasarol és a
kisérietek eredményétdl fiiggs valosziniiségi valtozokrol van szo.
A nagy szamok gyenge torvényei gyiijtonév azokat a tételeket fog-
lalja magéaba, amelyek az x,, x,,..., X,, ... valosziniiségi valtozok
szamtani kozepeinek gyénge konvergencidjara vonatkoznak. A ko-
vetkezokber néhany idevagd fontos tételt mutatunk be. Nem to-
reksziink arra, hogy a lehetd legéltalanosabb tételeket mondjuk ki,
hanem csak arra, hogy né¢hany, elsisorban Khincsintél és Kolmo-
gorovtol szarmaz6 tételt mutassunk be, amelyeken az altaluk be-
vezetett 1j modszereket megismerhetjiik.

Induljunk ki a nagy szamok torvényeinek Csebisev és Markov-
tol"® szarmazo klasszikus esetébdl. Feltessziik, hogy az x, valtozok
kozépértéke ¢s szordsa véges. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
a tovabbiakban feltessziik, hogy M(x,) =0,n=1,2,3,
UO‘yams a targyalando tetelekben mmdlg normalis stabnhtasrol lesz
sz6 ¢s az x, valtozok helyett az x', = x, — M(x, ) valtozokat be-
vezetve feltevésiink mindig teljesiil. Legyen P (R g i
+ x,, legyen tovabba o*(x,) = M(x3) = b, és o® (S,,) M(S")—
= B,. Markov tétele, amelynek bnzonyntasa teljesen Csebisev
eﬂyenlotlenseuen alapszik, a kovetkezokepen sz6l: Ha lim 22 ==0),

S n—00
akkor az f, = = valtozok gyengén stabilisek. Ezt a kévetkezd-
n

képpen lathatjuk be: Mivel o® (f,)= %’, a Csebisev egyenlitlen-
n
ség szerint
PN
(22) V(l s - rz” )< -

Legyen most e tetszileges pozitiv .szam, és valasszuk 2-t ugy,

hogy e =4 yg’l legyen, azaz legyen 4 = fi, akkor (22)-bdl
b/ n
1 B
(23) V(Ifel>e) < 5=
Mive "_—0, allitisunk azonnal kovetkezik.

n—>0o0
Konnyen bP]dlhatjuk azt is, hogy abban az esetben, amikor |f,|
:gyenletesen korlatos, a Markov-féle feltétel nemcsak elegendd,
1anem sziiks¢ges is. Ugyanis legyen altalaban x(t) egy korlatos
ralosziniiségi  valtozo, |x|< M, legyen M (x) = O és jelentse E,
1zon pOnxok halmazat amelyevkre | x(t) | = 40 (6= o(x)) Ak-
tor nyilvan

® A. A. Markoff, Iszcsiszlenie verojatnosztei, Moszkva, 1924 (4. kiad.).
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: )
(24) ot = x2dts M |Ei| + 22 o* (1 = |E)l)
¢s igy !

P ety L a
(25) \Edl20n” Jog

Alkalmazzuk ezt a mi esetiinkre: tegyiik fel, hogy |fz|=M
(n=1,2, ...,) kapjuk, hogy

— 2
ﬂ2
\
ha marmost fBg nem tart 0-hoz, megadhatoé az egész szamoknak
n a
olyan n, végtelen részsorozata, hogy —':‘— > a > 0; legyen s‘-’=;
s
(26)-bol nyerjiik, hogy
: a
@) V(> 257

/» nem tart gyengén 0-hoz, amivel allitdsunkat igazoltuk. A Mar-
kov tétel bizonyitasanal az x, valtozok fiiggetlenségére vonatko-

z6lag nem tettiink fel semmit, de a lim B—Z:O feltevést altalaban

n

még korlates vaitozok esetében is csak az x, valtozok fiiggetlensé-
gére (vagy legalabb is gyenge fiiggoségére) vonatkozd feltevés-
b6l tudjuk kimutatni. igy példaul ha az x, valtozok egyenletesen
korlatosak, [x,| <M és paronként fiiggetlenek, akkor a Markov-féle
feltétel teljesiil, ugyanis ebben az esetben (10) alapjin

B 0% (Sn) 02(x1)+02(xz)+-..+02(xn)SE,
" e Vi

28
(26) n? n? n

Hasonloképpen teljesiil a Markov-féle feltétel, ha azt tessziik fel,
.hogy x, és x, kozotti fiiggéség n— m novekedtével egyre gyen-
gébbé vialik. Tegyiik fel példaul, Bernsteint kovetve,* R,,-mel je-
lolve az x, és x, valtozok korrelacios egyiitthatojat, vagyis az

\ ( %
(29) P i M Can Xm) )
0 (x,) 0 (x1m)
jelolést bevezetve, hogy | Rym|=c(|n—m]|), ahol a c(r) pozitiv
fliggvény G-hoz tart, ha r— o , ebben az esetben (11jbdl feltéve,
hogy az x, valtozok egyenletesen korlatosak), ¢

S 'Bernstein, Teoria verojatnosztei, Moszkva—Leningrad, GTTI
(1946) 4. kiadas. 1—556. Lasd 193. o.
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n—1 n—1
N (n—r)c(r) >c(n)
Bu<M2 r‘:l M_2 e bR
(30) o= —fZ— + & o = 9 + 2 " )

vagyis tekintve, hogy c¢ (r)-rel egyiitt annak szamtani kozepe is
0-hoz tart, nyerjiik, hogy ebben az esetben is teljesiil a Markov-
icle feltétel.

Ha ranéziink (28)-ra, azonnal latjuk, hogy a Markov-féle
feltétel teljesiiléséhez nem sziikséges, hogy az x, valtozok egyen-
letesen korlétosak legyenek, elegendd (a paronkénti fiiggetlenséget
feltéve) az is, ha szorasaik egyenletesen korlatosak. Abban az
emlitett esetben, amikor az x, valtozok ugyanazon F(y) kozos
eloszlasfiiggvénnyel birnak, ez a feltétel automatikusan teljesiil, ha
F(y) masodik momentuma véges. Ilyenmodon a kovetkezd tételt
nyerjiik: Ha ez x,, X,, ... valosziniiségi vdltozék pdronként fiig-
getlenek, mind ugyanazon F(y) eloszldsfiiggvénnyel birnak,
M(x,) =0 ¢s M(x2)= 6> véges, akkor érvényes a nagy szdmok
e e 7 o e i e

n

0-hoz. Khincsin kimutatta,® hogy ebben a tételben a masodik mo-
mentum Iétezésének feltételezése mellzhets, azaz bebizonyitotta,
hogy igaz a kovetkez tétel is: Ha az x,, x,, ... valtozék mind
ugyanazon F(y) eloszlasfiiggvénnyel birnak, és az x; valtozék
(kozos) kozépértéke M(x;) = a létezik (azaz, ha az x, vdllozdk
integralhatok ), tovabbd, ha az x, vdltozok pdronként fiiggetlenek,
akkor érvényes rdjuk a nagy szamok gyenge torvénye, azaz

fn= f‘f‘—_*-—{g—_*—n——"'_i'x’i gyengén konvergdal a-hoz. Megjegyzendd,
hogy az x, valtozok integralhatosaga itt Lebesgue értelmében ér-
tendd, azaz abszolut integralhatosagot jelent, azaz ¢z a feltevés
nemcsak azt jelenti, hogy az

gyenge torvénye, azaz f,= gyengén tart

-+ o
G J ydF @),
hanem, hogy az
+ 0 /
(32) T lyldF ()
integral is Iéfezik, vagy masként kifejezve, azt jelenti, hogy létezik a
+B
(33) lim [ydF(y)=a
A—>x—A
" B~

+ “ Sur la loi des grands nombres, Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,
188 (1929) 477—A479. : :
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hatarérték, ahol A és B egymastol fiiggetleniil tartanak végtelen-
hez.- Hogy a bizonyitast valamivel egyszeriibbé és attekinthet6bbé
tegyiik, szoritkozzunk arra az esetre, amikor az x, valtozok elosz-
lasa szimmetrikus, azaz tegyiik fel, hogy F(—y) = V(x, < —))=
=V(x, > +y) = 1—F(y); az altalanos esetben a bizonyitas
lényegében . ugyantigy torténik. Definidljuk az-y, véltozot a kovet-
kezoképpen: legyen y, = x, ha | x,| = nés legyen egyébként
Yn=0. El6szor kimutattuk, hogy az x, és y, sorozatok ekvivalen-
sek. Ez ugy lathato be, hogy

G = Vi) —=2(—F @) =2]dF (@)
és igy

) © k+1 o
(35) Son=23k[dF(y)=s2fydF(y),
n=1 r=1. * 0

o0
vagyis » p, konvergens, tehat x, és y, ekvivalens sorozatok.
yis > p V

n=1

Az ekvivalens sorozatokra vonatkozo tétel szerint elegendd tehat
bebizonyitani, hogy az y, sorozatra all a nagy szamok gyenge tor-
vénye. El6szor is megjegyezziik, hogy az y, valtozok is péron-
ként fiiggetlenek, ez y, definici6jabol ¢és az x, valtozok fiiggetlen-
ségébdl konnyen kovetkezik. Maésodszor kimutatjuk, hogy az y,
valtozokra alkalmazhato a Markov-iéle kritérium. Legyen T, =
S sk G Y, €8s legyen

(36) Bn=M(T3)=M(y)+ M)+ ...+ M(gn)

T, szérdsa (itt felhasznaltuk azt, hogy az x, valtozdk eloszlisa-
nak szimmetrikus volta folytan az y, valtozok eloszldsa is szim-
metrikus és igy M(y,) =0, tovabba az y, valtozok paronkinti
fiiggetlenségét). Csak azt kell tehat Khinesin tételének -bizonyita-

sahoz kimutatnunk, hogy lim & — 0. Ezt a kovetkezoképper
n—oo n®
lathatjuk be: Egyszerii szamoldssal nyerjiik, hogy:

n k n—1 k41
(37) Bn=22'oy2dF(y)=2g0(n—k)/{yzdF(y)é

k=1

n—1 Y
=2 d(n—Fk) (k+ I)E[ya’F(y).

k=0
(37)-b6l konnyen kovetkezik, hogy

(38) B,<2n N {}Nde(y)+2n21§°y dF(y),



111

ahol N < n tetszdleges pozitiv egész szam. Rogzitsik N-et és
tartson n végtelenhez, (38)-bol nyerjiik, hogy

39) lim supg—s%ydf’(y)

n—»o0
Mivel N tetszilegesen nagynak vélaszthato, kovetkezik (39)-bdl,

hogy lim sup —"- tetszéleges kis pozitiv szamnal kisebbé teheld,
v 7O NP
vagyis lim eup—B— =0 és igy lim & 2 0 (tekintve, hogy B,
n=%00 - I n— 0o n®
pozitiv), amivel Khincsin tételét beblzonyltottuk
Kolmogorov megmutatta,* hogy meég az x, (f) figgvények
kozépértékének létezését, tehat x, (f) integralhatésagat sem  kell
kikotni, ehelyett elegend6 a lim n.V (|x,|= n)=0 feltétel,
n—>o0
amely viszont nemcsak elégséges, hanem sziikséges is a nagy sza-
mok (gyenge) torvényének érvényességéhez, Kolmogorov tétele

magabanfoglalja Khincsin tételét, ugyanis, ha M(x,) — fy dF (y)
létezik, akkor

(40) n.V(xlz=n)= 2ﬂJa’F(y)59fl/dF(l/)—>0

ha n — oo azaz Kolmogorov feltétele teljesiil. Kolmogorov tételé-
nek bizonyitdsdnak alapgondolata hasonlit Khincsin tételének fent
kozolt bizonyitasahoz, és igy azt az olvasora bizzuk. Megemlitjiik
meég, hogy Kolmogorov arra az esetre is megadta a nagy szamok
gyenge torvényének érvényességének sziikséges és elegendd felté-
telét, amikor az x, valtozokrol nem tételezziik fel, hogy ugyanazon
eloszlastugg\ennyel birnak, csak azt, hogy paronként fiiggetlenek,
azonban ennek ismertetése tilsigosan messze vezetne.

Az Osszes eddig targyalt esetekben az x, valésziniiségi val-
tozok szaintani kozepei gyengén konvergaltak egy konstanshoz
(illetSleg annak kivondsaval 0-hoz). Ez jellemz$ altalaban a fiig-
getlen, ill. majdnem fiiggetlen valoszintiségi valtozok sorozataira.
Miel6tt tovabbmennénk és attérnénk a nagy szamok erds torvényei-
nek ismertetésére, egy példat mutatunk olyan esetre, amelyben a
fiiggetlenség helyett teljesen mas jellegii feltevésbol induliink ki.
Ez az eset az (i. n. stacionér sorozatok esete. A stacionér sorozatok
fogalmat Khincsin vezette be,** és az & nevéhez fiizédik ezen so-
rozatok tulajdonsdgainak a tisztizasa is. Ebben az esetben is ér-

41 Lasd 37
“ A. Khintchine, Uber stazionire Reihen zufilliger Variablen MSZ
40 (1933) 124—128.
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vényes a nagy szamok torvénye, de az a valtozo, amelyhez a szam-
tani kozép gyengén konvergal, ebben az esetben mar nem kon-
stans, és igy a hasznalt modszerek is gyokeresen kiilonbdznek.
A két eset kozotti alapveté kiilonbség okaira vonatkozoélag az er-
godikus elmélet ad felvilagositast, azonban az ergodikus elmélettel
val6 kapcsolatra itt nincs moédunkban kitérni.

Az x,,X,,...,%,, ... valosziniiségi valtozok sorozatit Khin-
csin stacionérnek nevezi, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek: az
x, valtozék mindegyikének ugyanaz a kozépértéke, M(x,)= a,
ugyanaz a szorasa, M((x,—a)?) = b? tovabba barmely két val-
toz6 korrelacids egyiitthatéja csak indexeik kiilonbségének abszo-
lat értékétol filigg:

@) . Rp= MmO =0) R m)

A stacionér sorozatok elméletének igen nagy jelent6sége van
a fizika tobb Aagaban, kiilontsen a statisztikus mechanikaban.
A fent definialt stacionér sorozatokra, amint ezt Khincsin kimutatta,
¢rvényes a nagy szamok gyenge torvénye. Khincsin elméletét alta-
lanositotta és klter]esztette stacionér valtozok folytonos seregére
is, megalkotta az 0. n. stacionér stochasztikus folyamatok elméle-
tet amelyekrél a késGbbiekben még szoé lesz. Most szoritkozzunk
Khincsin tételének bebizonyitdsara. Legyen x,, Xx,, ..., Xy, ... va-
losziniiségi valtozok egy stacionér sorozata, az éltalanossag csor-
bitasa nélkiil feltehetjiik, hogy M(x,) =0 és M(x; ) = I. Legyen

{1+x2+---+xn.

n

(42) fn=

Annak bebizonyitasahoz, hogy f, gyengén konvergal valamely f
valosziniiségi valtozohoz, csak azt kell kimutatnunk, hogy

(43) X . n“_’: ooM [(fn i fm)2] =0

ugyanis ebbdl a Csebisev- egyenlotlenscg segitségével kovetkezik,
hogy

B im V(lfa—fnl >0 =0

m —» co

(ha & > 0) és ebbdl a Cauchy-féle kritérium felhasznalasaval alli-
tasunk mar kovetkezik. (43) bizonyitisahoz bizonyos mélyebb se-
0edeszkoztikre is sziikségiink lesz. Legyen r,=1,r,= R (|k])
(A— £+ I, 25 ...),. ahol R(A) = M(x, Xp44) aZ X, €S X, 4,Val-
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tozok korrelacios egyiitthatoja, amely feltevéseink értelmében csak
k-tol fiigg. Mivel .

(45) M [( s’xkuk)] é‘\:’ri Jupuy,
k=1 =1 j=1

tehat a (43) jobboldalan all6 quadratikus alak pozitiv definit,
vagyis az r, szamsorozat pozitiv definit. Ismeretes, hogy egy r,
pozitiv definit szamsorozat mindig eléallithato

(46) ry= f cos b td G (1)
alakban, ahol G (f) egy monoton nem csokkend fiiggvény.

(L. G. Herglotz, Leipz. Berichte 63 (1911), 501—511.) Ezt neve-
zik a korreldcios egyiitthatok spektral-elgallitasanak. Legyen

. —1
@47) Up=n+2S(n—8r,
k=1
egyszerli szamitassal belathatjuk, hogy
SoF e, Ly q q e Uq
) Mynio=M1ln— s =(5) w50 ) o
BT TR T (Un+r/ Uq)-

% n(rz+c7)
Mivel (47) szerint %’ az ry+ 2r,+ 2r,+ ... sor n—I-edik szam-

tani kozepe, Fejér jolismert képlete szerint*s
+x

sin 72 L 2
(49) Un= S(—f) dG .
sin 5

Legyen most ¢ a G(f) fiiggvény ugrasa a 0 helyen, = =G(+0) —
— G(—0), tovabba legyen G, ('t) =G(—0), hat < 0és G(f) =
=G (+ 0), ha t>0, akkor G, (t) = G (t) — G, (t) a 0-helyen
folytonos lesz, és igy

+

U / sinrz; %
(50) == (—t)ng(t)—»O

ne 1 sin —

—n 2

“ L. Fejér, Comptes Rendus Acad. Sc. Paris, 131 (1900) 984—987.
8
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ha n— oo, azaz ]im%’ == 7. Hasonloképpen belathatjuk, hogy ha
n
+n
(51) Ssin (rz-%—2q)2£sinr12i

6n,n+q=Un+q'“Uq_‘1”(’z+2‘7)= TG d G, (1),

sin% —

akkor +V_L
(52) onase |sn(1+29) 5 d G ()+Ca=n(n+29)20+Cq
B

ahol lim 2, =0 és C pozitiv (n-t6l és g-tol fiiggetlen) konstans.
q—>co

Behelyettesitve (48)-ba nyerjiik, hogy ;
' q ¢ ¥, 1 ¢+F2q Cf N
(53) M, "+q§(n+q)8"+(n+q) & + Ar/+n( )

(n+9) n +q)

tekintetbevéve, hogy 1(( ) )+( q )Z—q(”_}-?q))_—_-o_
n+q; \n+q (n+49)

Ha most n rogzitve van és g—°°, nyerjiik, hog
q JuK, nogy

oo G
(54) lim My, nyg=ént — =0
g—>o0 o :
ahol tehat lim#, = 0. Mivel nyilvan My 5 < 2(Mp, niq +Mm, niq).
N=>C0

kovetkezik, hogy

(55) /"!ﬂ,ms-?(l_iﬁl Mn,n+q+li—rﬁMIn,m+(q+n—m))5ﬂn+ﬂm»

qg—>co g—>oco

amivel (43)-at ¢és igy Khincsin tételét bebizonyitottuk.®

A nagy szamok erds torvényei.

A nagy szamok erds torvényét abban a specialis esetben, ami-
kor az x, valtozok paronként fiiggetlenek és egyenletesen korléto-
sak, |x,|=M,(n=1,2,..), igen egyszeriien bebizonyithatjuk.
Legyen ujbol M(x,) = 0 ¢és : :

* A fenti bizonyitas alapgondolataban teljesen megegyezik Khincsin
eredeti bizonyitasdval, de részleteiben kiss¢ at van alakitva.
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YAl Hitrnt...+10

(56) f E
A Csebisev-egyenlitlenségbol azonnal adédik, hogy
M2
(57) VWl > ) L
Mivel a ’
(58) : SV(ifal>e)
n=1

sor (57) szerint konvergens, az erdés konvergenciara adott elég-
séges feltételbdl azonnal kovetkezik, hogy f,. erGsen konvergal
0-hoz. Ebb6l mar azonnal kovetkezik, hogy f, is erdsen tart O-hoz,
tekintetbevéve, hogy ha az nszam k? és (k + 1)? kozé esik, akkor
0<n—Kk <2k és igy az x, valtozok egyenletes korlatossagara
valé tekintettel

) |n-re

xk-+,+...+x,, <2Mk<_2_/_l’[
n n i

Tekintetbevéve, hogy ha n—>oo, akkor f—> oo, és——n— —> 1, to-

vabba, hogy f. erésen tart 0-hoz, kovetkezik, hogy f, is erGsen
tart 0-hoz. Mar ez az egyszeriien bizonyithat6 tétel is tartalmazza
Borel klasszikus tételét,*t amely szerint egy tetszéleges a« vals
szamot tizedestort alakba irva és megszamolva, hogy az elsé n
jegy kozott hanyszor fordul el§ egy kiszemelt szamjegy — mond-
juk a 7-es —, ez a szam n-nel osztva (azaz a 7-es gyakorisaga)

%-hez konvergél, ha n —> 2, kivéve, ha e@ az ebb6l a szempont-

b6l kivételes szdmok halmazahoz tartozik, amely halmaz viszont
O-mértékii. :

Az x, sorozat korlatossaga helyett, amint ezt Cantelli kimu-
tatta,*” elegenddé az x, valtozok 4-ik momentumainak egyenletes
korlatossagat feltételezni, ebben az esetben is konnyen kimutathaté
a nagy szamok erds torvényének érvényessége, ha még azt is fel-
tessziik, hogy az x, valtozok négyenkint fiiggetlenek (ami termé-
szetesen a paronkinti fiiggetlenségnél valamivel erGsebb kikotés).
Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be: Csebisev egyenlitlenségét alta-
lanosithatjuk 4-edrendii momentumra is, azaz legyen M, (x) = B*,
akkor :

(60) V(|x|>lB)<1—i-
Méarmost haazx,, x,, ..., x, valtozok 4-enként fiiggetlenek, akkor

“ Lasd ®
“ Lasd *
8‘
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2M4 (x) + 6 \' “M (x) M, (x,,)
(61) M4 (fn) 0% =

Ha most feltessziik, hogy M,(x,) < K minden n-re, tekintetbevéve,
hogy a Cauchy—Schwarz egyenlétlenség szerint

M, (%) < VM, (x,) < VK,
kovetkezik (61)-bél, hogy ’
6 K
(62) My (fr) <—-

n4

és igy (60) felhasznalasaval nyerjiik, hogy
K
(63) V( =

oo
Ebbdl azonnal k‘ﬁvetkezik hogyZ V(|f.| > ¢) konvergens,

=7
amib6l az elébb hasznalt kritérium alkalmazasaval adodik, hogy
f» erésen tart 0-hoz.

Abban az esetben, ha az x, valtozok mind ugyanazon F(y)
k6zos eloszlasfufrqvonnyel birnak, akkor elegendd tehat Cantelli
tétele szerint feltenni, hogy F(y) negyedik momentuma, azaz
+oo
fy*d F(y) véges. Abban az esetben, ha az x,, x,, ... véltozokrol
-0

feltessziik, hogy teljesen fiiggetlenek, Kolmogorov bebizonyitotta,*
hogy mar az elsé momentum létezése is elegendd, azaz ha az x,
valtozok kozépértéke létezik, akkor f, erOsen konvergal ehhez a
kozépértékhez. Hogy Kolmogorov tételét bebizonyitsuk, sziiksé-
giink van a Csebisev-egyenlGtlenség Kolmogorovtdl szarmazo
kovetkezd élesitésére:*” Legyenek x,,X,, ..., x, teljesen fiiggetlen
valdsziniiségi vdltozok, legyen S, —x, + x, + ... + x5, (k= 1,
2,...,n) és legyen M (x3)=0, (k=1,2,...,n). Ha b? jelenti x,
szdrasnégyzetét, és B, = b; + b5 + . + b2, akkor

(64) V (Max ) <

< =n
- azaz annak a valdsziniisége, hogy az S, S2 s ey Sy OSSzegek ko-
ziil valamelyil: abszolit értékben nagyobb legyen mint &, kisebb
B;" -ndl. Ez I]yl]NaJl Csebisev egyenlttlenségénél erdsebb allitas,

ot B )
- asd ¥
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hiszen a Csebisev-egyenlétlenség csak arra vonatkozik, hogy
| Sn | > ¢ legyen, viszont a tobbi lehetdséget magabafoglalo ese-
mény val6sziniiségére Kolmogorov egyenlitlensége ugyanazt a
felsé korlatot adja meg; igaz viszont, hogy Csebisev egyenlitlen-
ségének bizonyitasdhoz csak a paronkénti fiiggetlenséget kell fel-
tenni (t. i. ahhoz, hogy M(S2) = b} + ...+ b2 Ervényes legyen),
Kolmogorov viszont az n valtozé teljes fiiggetlenségét teszi fel.
Hogy (64)-et bebizonyitsuk, sziikségiink van eldszor is a feltéte-
les val6sziniiség fogalmara. A és B legyen két ugyanahhoz a va-
16sziniiségi mezGhoz tartozo esemény, és tegyiik fel, hogy B be-
kovetkezésének valosziniisége V(B) pozitiv. A-nak B-re vonatkozd
feltételes valdsziniliségét Vg(A)-val jeloljitk és a kovetkezoképpen
definialjuk: : :

V(AB)
V(B)

azaz A-nak B-re vonatkozo feltételes valosziniisége alatt A ¢és B
egyiittes bekovetkezésének valosziniliségének és B valdsziniiségének
hanyadosat értjiik. Egy masik fogalom, amelyre sziikségiink lesz, az
események teljes rendszerének a fogalma. Az E,, E,, ...,E, ese-
ményekrdl akkor fogjuk azt mondani, hogy teljes rendszert alkot-
nak, ha paronként kizarjak egymast, és egyikiik mindig bekovet-
kezik. Mésszdval az E, , E,, ..., E, események akkor alkotnak tel-
jes rendszert, ha az ezen eseményeket reprezentald részhalmazok-
nak nincsen kozos pontja, és Osszegiik a teljes alaphalmazzal
(azaz az Aaltalunk vizsgalt -esetben a (0, 1) intervallummal)
egyenl. Ha A egy tetszéleges esemény ¢és E, , E,, ..., E, egy tel-
jes eseményrendszer, akkor A= AE, + AE, + ... + AE, és igy
(figyelembevéve, hogy az E; események egymast paronként kizar-
jak) V(A) =V (AE,) + V(AE,) + ... + V(AE,). Egy x val6-
szinfiségi valtozonak az E eseményre vonatkozé eloszlasfiiggve-
nyét, Fg (y)-t a kovetkezéképpen értelmezziik:

(66) F(y) = VE (1 () < 9)

(természetesen feltessziik, hogy V(E) > 0). A feltételes eloszls-
figgveény segitségével értelmezhetjiik az x valtozonak az E ese-
ményre vonatkozo feltételes kozépértékét is:-

(65) ' Vg (A)=

\

(67) Me ()= §yd Fe ()

Az altalunk targyalt esetben (amikor a valosziniiségi mezé a (0,1)
intervallum Lebesgue szerint mérhet részhalmazainak osszessége,
az azon értelmezett additiv halmazfiiggvény pedig a Lebesgue-féle

1
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mérték), konnyen belathatjuk, hogy az x— x(1) -vélto‘z()»nzak az E
halmazra vonatkozo feltételes kozépértéke az

1
68 Mg (x)=— [x()at
(63) M ()= (6
képlettel is el6allithato. (68)-bol most mar kénnyen leolvashatjuk,
hogy ha az E, ,E,, ..., E, események (részhalmazok) teljes rend-
szert alkotnak, akkor

69) M(¥)=Mg, (2). |E|+ Mz, (D) . |Esl+ . . .+ Mz, (1) . |Ed.

A feltételes valdszinliség fogalmarél még csak annyit kell tud-
nunk, hogy ha az A és B események fiiggetlenek és V(B) > 0,
akkor Vg (A) = V(A), ugyanis a fiiggetlenséghdl kovetkezik, hogy
V(AB) =V (A)V(B). Hasonloképpen ha az E eseményhez hoz-
zarendeliink egy x, valosziniiségi valtozot, amelynek értéke I, ha

E bekovetkezett, és 0, ha nem, tovabba, ha az x, valtozo fugge’r]en
az igy definialt x, valtozo6tol, akkor ME (x,) = M(x,); ugyanis
X, és x, fudgetlensegebol kovetkeznk hogy Fg(y) = VE(x,<))=
= V(x, < y) ==F(y), amib6l (67) segitségével az allitdsunk ko-
vetkezik. Jelentse most E azt az eseményt, hogy | S, | < e |52|< g,
SRR ther RO (ol |Sk | > & egyidejiileg teljesiilnek (k = 1,2, ..., n)
¢s legyen E = E, + E, + ... + E,; massz6val E éppen azt jelenti,
hogyak=1,2,..,n “értékek kozill legalabb egyre tel]esul |Se|> &

azaz azt, hocy Max | Se| > €. Mivel az Ex(k=1,2, ..., n) ese-
1=k= S
mények egymast pa?onkent kizarjék,az E, ,E,, ..., E, és E esemg-

nyek (ahol E az E esemény tagadasat jelenti), teljes rendszert al-
kotnak, és igy (69)-et alkalmazva az x = S valtozéra nyerjiik.
hogy

(70) M(S) = ME,, (S |Exl + ME (SHIE|.

Marmost e

(71)

MEk(S;‘;):MEk(S )+2 MEk(S 2x1)+MEk ( yxlz)'*"?MEk( S‘xlx/)
i>k i>j>k

Tekintettel ar}a, hogy. az x, valtozokrol feltettiik, hogy fiiggetle-
nek, az E, esemény csak az x,,X,, ..., &, valtozoktol fiigg, a fel-
tételes kozépértékrél mondottakb6l azonnal kovetkezik, hogy

ME;, (1'1 Ij) = M(x,- Ij) = M(I]) M(x,-) =0, hai>j> k.
Hasonlé meggondolassal lathaté be, hogy
Mg, (Six) = Mg, (S5i) M(x)=0, ha {> k. Végiil tekintetbe véve,
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hogy az Ej,esemény definicioja szerint ennek bekivetkezése esetén
|Sk| > & ¢és ezért Mg, (S7) > €, nyerjiik, hogy

(72) Mg, (S52) > &

A (70)-ben szereplé utols6 tag nemnegativ lévén, (72)-bél és
(70)-bél nyerjiik, hogy

n
(73)  Ba = M(S}) > 2 |Ep| = V(Max |Si| > 9),
k=1 1<k<n

amivel Kolmogorov egyenlitlenségét bebizonyitottuk. Ezt az egyen-.

I6tlenséget felhasznaljuk, hogy bebizonyitsuk a kovetkezd, Khin-

csintél és Kolmogorovtol szarmazéd tételt: # Az x,, X., ..., Xp,... ]
valdsziniiségi vdllozdk legyenek - teljesen fiiggetlenek, legyen
M (xn) =0, M (x,) = b; és tegyiik fel, hogy a -

TS T Y

n=1

(e8]
sor konvergens, akkor a Nx, sor I valo’szim’z’séggel konvergens.
n=l
Masszoval az S, = x, + x, + «.. + x, reszletosszeoek erdsen kon-
vergalnak, ha (74) konvergens. Khmcsm és Kolmogorov azt is be-
blzonyltotték hogy a (74) feltetel nemcsak elégséges, hanem sziik-

séges is a Exn (t) sor majdnem mindeniitt valo . konvergencia-

jahoz, és a - mar emhtett 0—vagy—1 torveny szerint ez annyit je-

lent, hogy ha (74) divergens, akkor a yx,, (t) sor majdnem min-
deniitt diveigens. e

Ezt a tételt a kovetkezoképpen bizonyithatjuk be: jele:ntse'
En, »,m azon t pontok halmazat, amelyekre

(15) Max [ Syyp — 5a > -
1Zp <k m

¢s legyen

b
(76) Vo, b, m, = |En ey m| = V(Max St p— Sal > _—> ;
I=p=k m
Kolmogorov egyenlétlenségébdl azonnal adodik, hogy,

“ A. N. Kolmogoroff és A. Ja. Khincsin: Uber die Konvergenz von
Reihen deren Glieder durch den Zufall bestimmt werden, MSZ, 32 (1925)
668—6717.
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(17) Vn, kym = =m? 2 bn+p
p=1
Legyen most E, , azon ¢ pontok halmaza, amelyekre
1
(78) Max [Spip — Snl>——-
p=1 m

Tekimve’ hogy En.m 2 En,?n, m + E2n,4n,m+- . . kovetkezik

o0
(79) Vn.m,=lEn,m|5mzzb§.
k=n-+1
Legyen E, azon ¢ pontok halmaza, amelyekre
(80) lim sup (Max ol O ) oy
n-— o0 m

Tekintve, hogy E, részhalmaza E, , -nek n minden értékére,
(79)-bdl kovetkezik, hogy

o
(81) Vo = |Ez' | < m? > p2  minden n-re.
k=n+1

Mivel a (74) sor konvergens, (81)-bél leolvashat6, hogy E, O-
mértékii halmaz. Mivel E,, tartalmazza mindazon ¢ pontokat, ame-
lyekre S, () nem konvergal 0-hoz, kivetkezik, hogy a divergencia-
pontok halmaza is O-mértékii, amivel allitasunkat bebizonyitottuk.

A most bizonyitott tételbsl kovetkezik Kolmogorov kovetkezo
teteles e Az X ik v valoszmusegz valtozok legyenek teljesen
fiiggetlenek, legyen M(x,) = 0 és M(x2) = b%. Ha a
2 SO
( ) ] nz .
N P e 7

n

0-hoz. Ugyanis a (82) feltételbdl a fenti Khincsin—Kolmogorov-
tétel alkalmazasaval azonnal kovetkezik, hogy

A4 2 Wi
T % orgsen konvergadl

sor konvergens, akkor f,=

oox”

(83)

n:]ﬂ

majdnem mindeniitt konvergens. Ismeretes tovabb4, hogy haa > a,

“ A. Kolmogorov, Sur la loi forte des grandes nombres, Comptes Ren-
dus Acad. Sci. Paris, 191 (1930) 910—911.
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a+2a
sor konvergens, akkor ki

’j_"‘+ n4n 0_hoz tart, ugyanis,

ha s, =a, +a, + ... + a,, akkor

(84) a+2ay+ ...+ na, =n+ls _ S+ Sst...+ 5
n

y

n
n n

amibél az allitas leolvashat6. igy tehat (83). majdnem mindeniitt
Ht+rt...+ 2
n

val6 konvergenciajabol kovetkezik, hogy f, = eri-

sen tart O-hioz.

A most bebizonyitott Kolmogorov-téle tételbsl elsé pillantasra
csak az latszik, hogy ha az x,,x,, ... valtozok teljesen fiiggetle-
nek és ugyanazon F(y) eloszlasfiiggvénnyel birnak, tovabba F(y)
masodik momentuma létezik, akkor érvényes a nagy szamok er0s
torvénye. Ugyanis ebben az esetben b2 = ¢> nem fiigg n-t6l és
igy (82) konvergal. Az ekvivalens sorozatok fogalmanak felhasz-
naldsaval azonban ugyanebbdl a tételbdl azt is levezethetjiik, hogy
egyenl§ eloszlasti valtozok esetében mar az els¢ momentum léte-
zése is elegendod a nagy szamok torvényének érvényességéhez. Le-
gyen ugyanis y, =Xx,, ha|x,| sn és egyébként y, = 0. Amint
ezt mar el6zdleg kimutattuk (1. (34) és (35)), az x, és y," soro-
zatok ekvivalensek, és igy elegendd, ha kimulatjuk, hogy az y,
sorozatra teljesiil a (82) feltétel.

Hogy a szdmolast kissé egyszeriisitsiik, tegyiik fel 1jbol, hogy
az x, valtozok szimmetrikus eloszlastiak. Ebben az esetben egy-
szerii szamolassal adodik, hogy

(85)
N 2 N N
SO _o S 1 fpgpp<est [ rarps
aos TR =y .o &n a1

N
<8JtdF (),

tehat mar az els6 momentum Iétezése biztositja a

(86) 5= g
n=l1 n

sor konvergenciajat, és igy a Kolmogorov-féle feltétel teljesiilését.
(Az Altalanos eset, amikor az x, valtozok eloszlasa nem szimmet-
rikus, a szimmetrikus esetre visszavezethets; ezt a rovidség ked-
véért itt nem részletezziik.) Ilyen modon a kovetkezd tételt bizo-
nyitottuk be: Ha az x,, x,, ..., Xp,... valosziniiségi vdltozok ugyan-
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azon F(y) closzlasfiiggvénnyel birnak, teljesen fiiggetlenek, to-
vabbd létezik az x, vdltozok kozépértéke M(x,) = a, akkor ér-
vényes a nagy szamok erds torvénye, azaz annak a valdsziniisége,
hogy lim X + 2 +... 41

n—»0o0 A

= a, 1-gyel egyenlo.

(o.]
Megemlitjiilk még a > x,, konvergenciajara vonatkozé Khin-

csin—Kolmogoroy-féle tetel egy érdekes sorelméleti kovetkezmé-
nyét. Legyen ' b, valos szamoknak egy sora, és legyen x =x (t)
az n-edik Rademacher-iéle fiiggvény. Mivel M(x,)= 0 és M(x}

alkalmazva az emlitett tételt, arra az eredményre jutunk, hogy 1

(s} (e e]

N' b, x, (1) sor majdnem minden ¢-re konvergal, ha N 5% kon-
et s

n=1 n=l

vergens ¢s majdnem minden f-re divergal, ha > 5} divergens.

n=l
Tekintettel arra, hogy a Rademacher-fiiggvények (a diadikus
racionalis pontok O-mértékii halmazatol eltekintve) csak a + I ¢s

o0
— 1 értékeket veszik fel, a >' b, x, (f) sor ¢ minden (nem dia-
=
dikus racionalis) értekére felfoghat6, mint a > b, sor egy elo]ele-
zése, megforditva pedig, ha megadunk egy tetszoleges L Bl
jeleldb('il Al végtelen so‘rozatot, amelyben mindkét jegy végtelen
sokszor fordul el6, ehhez talalhatunk egy és csak egy olyan ¢ ér-
téket, hogy az x,(f) sorozat (n=1,2,...) éppen a megadott
jelsorozattal azonos. Ilyenmoédon (egy O-mértékii halmazt(’)l elte-

kintve) egy-egyértelmii hoz7arendelest nyertiink a \b,, sor eld-
n=1

jelezései és a (0, 1) intervallum pontjai kozott. A fenti eredmény

tehat a kovetkezOképpen is kimondhaté: a b, sor a tagok majd- -

nem minden elSjelezése mellett konvergens, feltéve, hogy 0

konvergal s majdnem minden elGjelezés mellett divergens, ha b}
divergal.

. Hasonl6 eredmény bizonyithaté be, amint ezt Steinhaus meg-
mutatta,® komplex tagu sorok komplex »eljelezésere”, ahol ,,elG-
jelezés” alatt azt értjiikk, hogy a komplex szam abszolit értékét
valtozatlanul hagyjuk, de argumentumat megvaltoztatjuk. Mindkét
tétel allitasat ugy lehet kifejezni, hogy Osszehasonlitjuk azzal az
ismert ténnyel, hogy egy >'b, sor akkor ¢és csak akkor konvergal

® H. Steinhaus, Sur la probabilité de la convergence des séries. Studia
Math. 2 (1930) 21—39.
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tetszoleges clbjelezés mellett, ha abszolat konvergens, ahhoz azon-
ban, hogy ma]dnem minden el6jelezés mellett ‘konvergens legyen,
szitkséges ¢s elégséges, hogy b konvergéljon.

Az iteralt logaritmus-tétel és altalanositasai.

Ebben a fejezetben az egyszeriiség kedvéért a legegyszeriibb
esetre szoritkozunk, €és a vizsgalando teljesen fiiggetlen valészinii-
ségi valtozok sorozatanak a Rademacher-féle fiiggvényeket va-
lasztjuk. Az eredmények azonban, amelyeket ebben a fejezetben
ismertetni fogunk, érvényesek az altalanos esetben is, erre a fejezet
végén fogunk kitérni. Legyen tehat x, = x, (f) az n-edik Radema-
cher fiiggvény, és legyen S, (1) = x,(t) +x, (1) + ...+ x, ().

n (7

Az ¢l6z6 fejezetben lattuk! hogy majdnem mindentitt kon-

vergal 0-hoz. Ezt az eredményt gy is megfogalmazhatjuk, hogy
ha n-szer feldobunk egy pénzdarabot, a, jelenti a dobdsok koziil
a fej eléforduldsanak a szamat, b, az iras eléfordulasanak sza-
mat (a, + b, = n) és ha S, =a, — b, , akkor 1 val6sziniiséggel

lim
n—>00
a valos szamot (0 < e < 1) eldallitiuk a 2 alapt szamrend-
szerben,

= 0. De ugy is ¢rtelmezhetjiik ezt az eredményt, ha az

oo

87 St

n_

¢s a, jelenti az els6é n jegy koziil az egyese»k, b, a nullak szamat,
tovabba S, =a, —b,,

, ahol d, =0 vagy I,

=0 majdnem minden «
n—>»co
valés szam esetében teljesiil. Hausdorff volt az elsd, aki észre-
vette,”* hogy S, nemcsak n-nel, hanem kisebb nagysagrendii f(n)
fiiggvénnyel osztva is, majdnem mindeniitt 0-hoz tart, mégpedig
azt bizonyitotta be, hogy majdnem mindeniitt rz—‘/%__» 0, ha
d > 0 tetszdleges pozitiv szam. Hausdorff eredményét a kovetke-
z6képpen lathatjuk be: vizsgaljuk a

@) Juee=] (0 O+HO+. ..+ R QP d

integrélt. A hatvanyozast elvégezve, és tagonként integralva, csak .
azok a tagok maradnak meg, amelyekben minden x * paros hatva-

* F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig Veit, (1914) p. 421.
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nyon szerepel, ezeknek az integralja viszont éppen 1. Ilyenmédon
egyszerii kombinatorikai meggondolasokkal belathatjuk, hogy

2p)/!
(89) Tus < E2 e
Alkalmazva Csebisey egyenlétlenségét, nyerjiik, hogy
(90) ( 13"’ ><_(£P)_L
;o 0 g2 20 9

n? ]
Legyen d > O tetszéleges, és valasszuk a p egész szamot [(5 nal
nagyobbnak, akkor (90)-bdl nyerjiik, hogy %

& lSni
91) >V > & (e>0)

konvergens, amibél mar az el6zékben tobbszor hasznélt kritérium

alkalmazasaval add

konvergal 0-hoz.

n?
Hausdorff eredményét Hardy és Litflewood™ még javitottak, ameny-

S
nyiben bebizonyitottak, hogy ;- % majdnem mindig korlatos.
b Y. gy V7log n J

Ezt a kovetkezoképpen lathatjuk be:** Legyen
(92) n, 2= [ €5 O dt.
0

Felhasznalva az x, valtozok fiiggetlenségét, konnyen kovetkezik,
hogy
S

' 4 A 2 —A\n
93) ar (gle“t " dt) (J.’eug @ dt)~ 2 _lg’e;_ X (O a't) 0 (%e__)
0 i s

22
Felhasznalva az %I—-(e‘+e'*) < g2 egyenlétlenséget és (93)-ba

V2(1+ )‘°g”_ ¢ helyettesitve, (93)-bol leolvashatjuk, hogy

I1+&

(04) (Vn Sn_ > V209 )<

* G. H. Hardy és ]. E. Littlewood, Some problems of diophantine
a»pproxlmatlon Acta Math. 37 (1914) p. 185

VO Rényi, Simple proof of a theorem of Borel and of the law
of the lterated logar1t11m Matematisk Tidsskrift B, (1948) 41—48,
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valasztassal nyerjiik, hogy

Hasonloképpen 4 = — V2 (1 +¢) loin

Sn 1
vV s VO]
(95) (e <~V2U+a)< i
(94)-bdl és (95)-bdl kovetkezik, hogy a
| Sal
(96) . )V(an >V9(I+e)) v

sor konvergens ¢s tekintettel arra, hogy e > O-t tetszélegesen va-
laszthatjuk, annak a valosziniisége, hogy

(97) lim sup [Sn|

n—c | 2nlogn ~

legyen, I-gyel egyenld.

Természetesen felmeriil a kérdés, nem lehet-e ezt az ered-
ményt is tovabb javitani? Ezt a problémat véglegesen Khincsin
oldotta meg,”* aki bebizonyitotta, hogy annak a valésziniisége, hogy

98) . lim sup [Sa|

i T ————— ] I
n—>oo |2nloglogn

IA

legyen, I-gyel egyenld, és kimutatta, hogy ez az eredmény mar nem
javithat6 tovébb, ugyanis annak a valdsziniisége, hogy

(99) lim sup _l——___n_l_-— < q <]

n—>co |[2nloglogn—
legyen, mar 0-val egyenlé, azaz Khinesin tétele azt mondja ki,
hogy 1 valosziniiséggel

(100) ' lim sup ——lig—l——
n—>co |[2nloglogn
Amint lattuk, a fenti modszerek ennek a tételnek bebizonyita-
sahoz nem elégségesek. Ahhoz, hogy a Hardy—Littlewood-tétel
bizonyitasaban log n-et loglog f-nel tudjuk helyettesiteni, lényegé-
ben arra a gondolatra van sziikség, amely Kolmogorovnak az el6z6
fejezetben targyalt, a Csebisev egyenlitlenség javitasat képezo
lemmajanak az alapjat képezi, hogy tudniillik S helyett Max |S| -t
I1sk=n
vizsgaljuk. A kovetkezokben csak (98)-at fogjuk bizonyitani, még-
pedig a targyalt specidlis esetre szabott egyszerii bizonyitas segit-
* Uber einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Fundamenta Math,
6 (1924) 9—20.
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ségével,® aimelynek alapgondolata azonban azotios Kolmogorov-
nak a szobaniorgé tételre adott és az altalanos esetben is érvényes
bizonyitasanak alapgondolataval.’® Legyen

Ta(t) = Max | S, (#)| és legyen

1
(1orn) Tp,a=J Tadt.
0
»
Egyszerii kombinatorikus meggondolassal belathato, hogy
A —A\n
(102) : rn,z<g(ii2L)_
Ebbdl ugyantigy, mint az elébb, nyerjiik 1=V 2(1+0) log log n
‘helyettesitéssel, hogy n
(103) ' V( L(t)__ >V7+ 5) 4i,w,ﬁ.
V/2nloglogn (log n)'+3

Legyen » >0 és tekintsitk az ny = [ (7 + y)* | szamsorozatot
(ahol [] a zarojelben A&ll6 valés szam egész részét jelenti).
(103)-bol

) C
L i
ahol a C konstans csak a y és d szamok vélasztasatol fiigg ¢s igy
(105) SV( ——(—)—>V1+6)
/2 ng log log rz
konvergens, ¢és ezért majdnem mindeniitt
(106) 11m sup Tny () <Vi+a.

oo /2 nglog log ng

Tekintetbe véve, hogy a T, (f) szamsorozat ¢ minden értékére mo-
noton novekvs (ez éppen a bizonyitds alapgondolata, ezért dolgo-
zunk T, (f)-vel S, (f) helyett), tovabba azt, hogy ha n, < n=np4q
loglog n ot

akkor n(I+y)>ngy, 6s ha k végtelen:hez tart, akkorm

kovetkezik (106)-bél, hogy
% Lasd *

* A. Kolmogorov, Uber das Gesetz des iterierten Logarithmus, Math.
Ann. 101, (1929) 126—135.
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(.107 lim sup T <V T+o)(7+y).
n—co |[2nloglogn

‘Mivel ugy od-t, mint y-t tetszéleges kicsinynek valaszthatjuk, to-
vabba, mivel nyilvan | S, () |= 7, (f), (106)-bol leolvashatd, hogy

(108) finsup 1021 ¢ 5
n—co J2nloglogn

amivel -allitisunkat bebizonyitottuk.

Khincsin ¢és Kolmogorov utobb kimutattak, hogy a most
bebizonyitott tétel, amelyet az iteralt logaritmus tételének szok-
tak nevezni, nemcsak a targyalt egyszerii esetben, hanem igen al-
talanos feltételek mellett is érvényes. Annak ellenére, hogy az ite-
ralt logaritmus-tétel bizonyos értelemben lehetséges legjobb ered-
meny, mégis sikeriilt utobbi idében tobbeknek élesiteni, a kivetkezd
értelemben: Legyen x,, x,, ..., X, , ... valosziniliségi valtozok egy
sorozata, és legyen f(n) az n index meghatarozott fiiggvénye. Az
f(n) fiiggvényt az x, sorozat fels¢ fiiggvényének nevezziik akkor,
ha az x, > f(n) egyenlétlenség 1 valosziniiséggel csak véges sok
n indexre teljesiil, ha viszont x, > f(n) I valosziniiséggel végte-
len sokszor teljesiil, akkor nevezziik f(n)-t az x, sorozat also
fiiggvényének. Kolmogorov mar emlitett O-vagy-1 torvényébdl
kovetkezik, hogy ha az x, valtozok teljesen fiiggetlenek, akkor az
x, sorozatra vonatkozoélag minden f(n) fiiggvény vagy felsé vagy
also fiiggvény, azaz annak a valoszinlisége, hogy x, > f(n) vég-
telen sokszor teljesiil, vagy I-gyel vagy O-val egyenl. Ugyanis a
0O-vagy-1 torvény szerint mindn olyan, az x, fiiggetlen valtozok
¢rtékétol fiiggé eseménynek a valdsziniisége, amely az x, valto-
z0k koziil véges soknak a megvaltozasanal valtozatlan marad,
csak O vagy 1 lehet. Az iterdlt logaritmus-tétel altalanos alakban
ugy szol, hogy ha az x;,x,,...,x,,... valtozok fiiggetlenek,

M(xn)=0, M(x}) = B, , Sp =2 4+Xy+...+ 1,
By = B+ b3 +...+ 0,

akkor (bizonyos tovabbi feltevések mellett) az f(n) =

= (1 +¢ | 2B, loglog B, fiiggvény az S, sorozatnak felso
fliggveénye, ha ¢ > 0 és also fiiggvénye, ha & < 0. Ennél még pon-
tosabb eredményeket értek el Erdds®® és Feller,* akik kimutattak,

 P. Erdés, On the law of the iterated logarithm, Anmals of Math.
43 (1942) 419—436.

* W. Feller, The general form of the so-called law of the iterated
logarithm. Trans. Amer, Math. Soc. 54 (1943) 373—402,
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hogy ha H(n) monoton névekvd fiiggvény, akkor az elobbi esetben
filn) = H(B,) felsé fiiggvénye lesz az S, sorozatnak, ha az
2 i

(109) . jf(’) A (T>0)

integral konvergens, ¢és also fiiggvénye, ha divergens.

A centralis kozépértéktétel problémakore.

A centralis kozépértéktétel kifejezés olyan tételeket foglal ma-

gaban, amelyek arra vonatkoznak, hogy ha x,, x,, ..., X, , ... val6-
sziniiségi valtozok, S, = x, + x, +...+ Xx,, akkor alkalmasan va-
lasztva az A, és H, konstansokat, F, (y)-nal jelélve a z, = S”;[A"

n
valtozok eloszlastiiggvényét, F,(y) y minden értékére konvergél
az u. n. normalis vagy Gauss-féle eloszlashoz, azaz

J1-=>00 V 2

A centralis kozépértéktétel fennallasat igen altalanos feltételek
mellett a XIX. szdzad nagy orosz matematikusai, Csebisev,” Mar-
koveo és Ljapunov®' bizonyitottak be. A klasszikus orosz iskola
hagyomanyalt folytatva Bernstein® ért el ebben az iranyban jelen-
tos j eredményeket, ra]ta kiviil a szovjet matematikusok koziil
Gnedenko,** Khincsin®* és masok fejlesztették tovabb a val6szinii-
ségszamitasnak ezt a kozpontl jelentoségii fejezetét. Eredményeik
részletes isinertetésére — éppen nagy altalanossaguk ‘miatt —
itt nincsen helyiink. Ezért csak arra fogunk szoritkozni, hogy
ismertessitk a cenfralis kozépértéktétel bizonyitasara vonatkoz(
Kolmogorov-t6l és Petrovszki-tol szarmazd 1) modszert, aminek
a tovabbi eredmények elérésében nagy jelentésége volt. A centralis

(110) limFy, () = P (y) = s i P e
e

|
® P, L. Csebisev, O dvuh teoremah otnoszityelno verojatnesztei, Zap
Imper. Akad. Nauk 6 (1887).
* Lasd *
® A. M. Ljapunoff, Sur une proposition de la théorie des probabilités
AN, 13 (1900) 359—386.

N. Bernstein, Sur I'extension du théoreme limite ‘du calcul de
probablhte@ aux sommes des quantités dépendantes, Math. Ann. 97 (1926'
1—59.

“ B. V. Gnedenko, Elementi teorii funkeii praszpredelexme szlucsainiil
vektorov, UMN 10(1944) 230—244.

“ A, Ja. Khincsin, Predelniie zakoni dija szumm nyezaiszimi!
szlucsainiih velicsin, Moszkva——LenmgrAd GONTI, (1938) 1—116.
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kozépértéktétel elsé bizonyitasai (Csebisev ¢és Markov) a momen-
tumok modszerével dolgoztak, azaz azt mutattdk ki, hogy F,(y)
Osszes momentumai konvergalnak a @ (y) normalis eloszlas meg-
felel6 momentumaihoz ¢és ebbdl kovetkeztettek arra, hogy F,(y)
konvergal @ (y)-hoz. Ennek a moddszernek a hatranya, hogy csak
abban az esetben alkalmazhaté (¢s még akkor sem mindig), ha
a szobanforgé x, véltozok osszes momentumai léteznek. Ennél
sokkal szélesebb korben alkalmazhato a karakterisztikus fiiggvény
modszere, amelynek jelentéségét elsének Ljapunov® ismerte fel,
¢és amely ma mar szintén klasszikussa valt. Egy F(y) eloszlasfiigg-
vény karakterisztikus fiiggvényén F(y) Fourier—Stieltjes-transz-
formaltjat értik, azaz F(y) karakterisztikus fiiggvényének az

+oo
(111) f@&)= [ eltvd F(y)
—0Q
fiiggvényt nevezik. Ismeretes, hogy az f(f) karakterisztikus fiigg-
vény teljesen meghatarozza az F(f) eloszlastiiggvényt, tovabba,
ha az F,(y) closzlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvénye f, ()
(s f,(f) egy —as=t=<-aintervallumban egyenletesen konvergal
egy F(y) eloszlasfiiggvény f(¢) karakterisztikus fiiggvénycéhez,
akkor F, (v) is konvergal F(y)-hoz, minden olyan-y-ra, amelyre
F(y) folytonos. Ilyenmodon a centralis kozépértéktétel bizonyita-
sahoz elegendd kimutatni, hogy a fentemlitett F, (y) eloszlasfiigg-
vények f,(t) karakterisztikus fiiggvényei valamely (— a, + a)
intervallumban egyenletesen konvergalnak a normalis eloszlas ka-
rakterisztikus fiiggvényéhez, azaz
7. o (i

'112) . (0 [ ¢ty =5 dy=e 2-hez.

Ven )

Hogy megértsiik, miben all a karakterisztikus fiiggvények
noédszerének elénye, tudnunk kell, hogy ha F, (y) és F, (y) je-
entik az x, ¢s x, valosziniiségi valtozok eloszlasfiiggvényeit, to-
vabba, ha x, és x, fiiggetlenek, akkor x, + x,-eloszlasfiiggvényét
7 (y)-nal jelolve

+ o
113) Fs()= [ F(y—u)dF, @)

_.w
“W(y)-t az F, (y) ¢és F, (y) eloszlastiiggvények kompozicidjdanak
levezziik. Rovidség kedvéért a kompozicio miiveletét « -gal jeloljiik,
ragyis (113)-at a kovetkezoképpen irjuk: F, (y)=F,(y) % F,(y).
Adrmost ismeretes, hogy ha f, (f) és f, (f) jelentik F, (y) és

a5 Lasd 61

<
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F, (y) karakterisztikus fiiggvényeit, és F, (y) = F, () = F.(y)
karakterisztikus fiiggvénye f,(f), akkor f,(f) =f,(f) . f.(f), azaz
két eloszlasfiiggvény kompoziciojanak karakterisztikus fiiggvénye
egyenlé a két eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvényének
szorzataval. Ez a tény teszi lehetévé, hogy fiiggetlen véltozok Osz-
szegeinek eloszlasanak karakterisztikus fliggvényét konnyen kisza-
mithassuk. igy példaul ha x,= x,(f) ujbol a Rademacher fiiggvé-
nyeket jelentik, akkor az x,(f) véltozok eloszlasfiiggvényei és igy
karakterisztikus fiiggvényeik is egyenl6k, mégpedig konnyen ado-
dik, hogy ez a kozos eloszlasfiiggvény f(f) = cos t. Legyen most
_h Attt

, akkor az elébb mondottak értelmében z,

n

e
karakterisztikus fiiggvénye f, (1) :(cos t._)n és tekintetbevéve,
hogy V n
t £ t
114 €08 ——=—=] — — F—o——,
(19 Vn 2n 4la?
sorfejtésben az elsé két taghoz képest a tobbi elhanyagolhatéan
kicsinnyé vélik, ha |#| = a és n végtelenhez tart, tovabbé, mivel
ismeretes, hogy
a n
lim (I -+ —) = e,
n—>cd\ n
konnyen kovetkezik, hogy
7?2
A
(115) lim (cos l) =e ?,

n—oQ V;Z

azaz a fenlebb mondottakra valé tekintettel z,eloszlasfiiggvénye
konvergédl a normadlis eloszldshoz; masszoval azt bizonyitottuk be,
hogy : A i

g
(116) lim V(a<£'~+b{3_i;;+xn<ﬂ)=#_[e—2—.

n—co n

Ez a modszer igen altalanos feltevések mellett is hasonloképpen
alkalmazhaté.

Miel6tt tovabbmennénk, nézziik meg a karakterisztikus fiigg-
vény modszerének alkalmazdsat a nagy szamok gyenge térvényére.
Ez mar azért is érdekes; mert az el6z6kben megismert tételeket
igy mas oldalrél megvilagitva, mélyebb betekintést nyeriink a kér-
dés lényegébe. Csak egy példat néziink meg kozelebbrél, Khincsin-
nek azt a tételét, hogy ha az x, valtozok ugyanazon -eloszlassal
birnak és fiiggetlenek, tovabba a kozos eloszlasfiiggvényiik elso
momentuma Iétezik, akkor érvényes a nagy szamok gyenge torvé-
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nye, azazz, =

X+ '*'n R gyengén konvergal az x, ‘\_fé’l]tOZ(')k

kozos kozépériékéhez. Khincsin tételének bizonyitasahoz az x,
valtozokrol csak paronkénti fiiggetlenséget tételeztiink fel. Ha fel-
tessziik, hogy teljesen fiiggetlenek, akkor a tétel a karakterisztikus
fliggvény modszerével szinte minden faradsag nélkiil belathato.
Ugyanis ha F, (y) jelenti 2z, eloszlasfiiggvényét, akkor az, hogy
2, gyengén konvergal az m konstanshoz, azt jelenti, hogy F, (y)— 0,
hay < més F, (y) = 1,hay > m, masszoval F, () az y=m kivé-
telével konvergadl az F(y) fiiggvényhez, amelyet tigy definidlunk,
hogy F(y) =0, hay < més F(y) = 1, ha y > m. Ez viszont, mint
lattuk , ekvivalens azzal az éllitassal, hogy F,(y) f.(f) karakte-
risztikus fiiggvénye konvergdl F(y) karakterisztikus fiiggvényéhez,
azaz emt-hez. Utobbit a kovetkezéképpen lathatjuk be:  feltevé-
seinkbdl kovetkezik, hogy ha f(f) jelenti x, karakterisztikus fiigg-
vényét (mivel az x, valtozok eloszlasfiiggvénye ugyanaz, tehat ka-
rakterisztikus fiiggvényiik is kozos), akkor, ha t — 0,

f(t) =1+ mit + o(t),

ahol o(t) olyan kifejezést jelent, hogy lim O—gt):O. Ebbél ko-
t—>0
vetkezik, tekintetbevéve, hogy 2z, karakterisztikus fiiggvénye (a

teljes fiiggetlenségre valo tekintettel)(f(%))n, vagyis

fo (t)=[ I+ ”:’ + 0(7“)]”_+ S

ha n—co  amivel dllitisunk be van bizonyitva. Ez a meggondolas
azért is érdekes, mert azt mutatja, hogy a nagy szamok torvényei-
vel foglalkoz6 fejezetekben bemutatott viszonylag elemi moédszerek
tobbet adnak, mint a karakterisztikus fiiggvény modszere, —
utobbi csak akkor alkalmazhato, ha a teljes fiiggetlenséget felté-
telezziik, mig az el6bbiek a paronkénti fiiggetlenség esetében is
célhoz vezettek. Ettdl eltekintve a nagy szamok gyenge torvényé--
nél is van a karakterisztikus fiiggvények modszerének jelentGsége,
els6sorban mint heurisztikus moédszernek; az erds konvergencia
kérdésének targyaldsara viszont ez a médszer nem igen alkalmas.

A mar emlitett Kolmogorov—DPelrovszki-féle modszer, ame-
lyet Khincsin fejlesztett tovabb kozismert konyvében,®® egész mas
elven alapszik, mint a karakterisztikus fiiggvények modszere. Ki-
induldspontja az a megjegyzés, hogy ha @ jelenti a normalis el-

% A. Khintchine, Asymptotische Gesetze der Wahrsch‘einli'c‘h‘ke‘itsre,ch.-
nung, Ergebnisse d. Math. u. Grenzgebiete, II, 4 (1933) Berlin; 1—77.

o
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oszlasfiiggvényt (lasd (110)), akkor a G(x,y) = (15(~x:) két-
valtozos fiiggvény eleget tesz a Vy
6G _1 ¢ G

117
(i) 0y 2 o

u. n. hévezetési egyenletnek. A modszer lényege a ,,fels¢” ¢s ,,also”
fiiggvények bevezetése, azaz olyan G, (x,y) fiiggvények beveze-
tése, amelyek a

& - 100G

+ &

differencialegyenletnek tesznek eleget (G, (x,y)-t fels¢ fiigg-
vénynek nevezziik (117) re vonatkozélag, ha & > 0 és als6 fiigg-
vénynek, ha ¢ < 0) és ilyen fiiggvényekkel valo osszehasonlutas
tjan vezet el a moédszer a centrdlis kozépértéktétel bizonyitdsa-
hoz. Elonye ennek a modszernek — egyszeriiségén ¢s attekintheto-
ségén kiviil —, hogy ilyenmédon lehetévé teszi val6szinfiségsza-
mitasi problémdaknak dlfferencialegyenletekre vonatkozd problé-
makra valo atfogalmazasat, és viszont (ezen osszefiiggést felhasz-
naljak ujabban differencileg gyenletek numerikus megoldasanal is),
ami mas problémaknal, kiilonosen  diffuzio- -jelenségek vizsgalata-
nal elényos. Ez az elény még nyilvanvalobba valt akkor, amikor
valtozok diszkrét sorozatainak vizsgalatarol stochasztikus folyama-
tok vizsgalatara tértek at, ahol azok a megoldasok (pl. a normalis
eloszlas), amelyek a diszkrét esetben mint hatarértékek léptek fel,
pontos megoldasokként jelentkeztek.

A centralis kozépértéktétellel kapcsolatban nem térhetiink ki
Bernstein alapvetdé munkainak részletesebb ismertetésére. Bernstein
munkassaginak jelentdsége ezen a téren abban all, hogy egyrészt
elsének terjesztette ki a centrdlis kozépértéktétel érvényességét
majdnem tiiggetlen valtozokra, tovabba & volt az elsd, aki a tobb-
valtozos esetben a tobbvaltozos normalis eloszlas felé valo kon-
vergencia feltételeit behatéan megvizsgalta. Itt nem egyszerii alta-
lanositasrol van szo, mert a valtozok szaméanak (a dimenzioszam-
nak) a novekedésével sajatsagos 10j problémak meriilnek fel. A
tobbdimenzios eset gyakorlati jelenttsége nyilvanvalo, hiszen az
alkalmazasokban a legegyszeriibb esetektdl eltekintve mindig tobb
(2- vagy 3-) dimenzids esettel van dolgunk. Hogy egy példat em-
litsiink, a {iiizérségnél 2-dimenziés problémaval allunk szemben,
ha sik terepen a becsapodast vizsgajuk, azonban, ha levegében
robban6 16vedékrél van szb, akkor 3-dimenziés problémat kell
vizsgalnunk.

Végiil megemlitjiik, hogy igen mély eredményeket ért el Lin-
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niks” az F,(y) — F(y) kiilonbség maximumdnak meghatarozasa-
nak kérdésében. Ezt a kérdést, abban a specialis esetben, amikor az
x, valtozok ugyanolyan eloszlastak, Esseen®® targyalta. Linnik
eredményeinek egyik érdekessége, hogy Vinogradov hires, trigono-
metrikus Osszegek becslésére vonatkoz6, modszerét®® (amelyet Vi-
nogradov, mint ismeretes, szamelméleti problémak megoldasara
alkotott meg), alkalmazta a valosziniiségszamitasban.

Eloszlastiiggvények algebraja.

Az el6zo fejezetben definialtuk eloszlasfiiggvények kompozi-
civjat. Ez a miivelet, amint ezt kdnny{i belatni, asszociativ és kom-
mutativ, ¢és igy az Osszes eloszlasfiiggvények erre a miiveletre vo-
natkozolag 1. n. kommutativ félcsoportot alkotnak. A valoszinii-
s¢gszamitas sok jelentGs problémdja ennek a félcsoportnak al-
gebrai vizsgalatara vezetheté vissza. Igy példaul Khincsin, Lévy™
és masok fogalkoztak a kovetkezé problémaval: meghatarozan-
dok azok az eloszlasfiiggvények, amelyek felléphetnek, mint a -
2, = Sn— An sitor6k eloszlasfiiggvényeinek a hatarértéke, ahol

n

S, =x, +x,+ ... +x, és az x, valtoz6k mind ugyanazon el-
oszlassal birnak és fiiggetlenek. Ezeket az eloszlasfiiggvényeket
stabilisnek szokéas neveznj. A stabilis eloszlasok osztalya algebrai-
lag is jellemezhets. Eloszlastiiggvények valamely Osszességét zart
csalddnak nevezziik, ha a kompozici6 miivelete nem vezet ki eb-
bél az osszességbdl. Marmost konnyen belathato, hogy az F(y)
eloszlasfiiggvény akkor és csak akkor stabilis, ha az Osszes
F(ax + b) alaki eloszlastiiggvények, ahol a > 0, b valés, zart
csaladot alkotnak. Khincsin ¢és Lévy™ meghataroztak az osszes sta-
bilis eloszlasfiiggvényeket, mégpedig bebizonyitottak, hogy ha f(f)
jelenti a stabilis IF(y) karakterisztikus fiiggvényét, akkor log f(%)
a kovetkezd alakban allithaté el:

Természetesen a Gauss-eloszlas a stabilis eloszlasok kozé
tartozik, amint ezt akar a definiciobol, akar a (118) elGallitasbol
* % Ju. V. Linnik, O tocsnoszti priblizsenija k Gaussovu raszpredeleniju
szumm nyezaviszimiih szlucsainiih velicsin, TAN, 11 (1947) 111—138.

* C. G. Esseen, Fourier analysis of distribution functions, Acta Math.
77 (1945) 1—125.

® [. M. Vinogradov, Metod Trigonometricseszkih szumm v teorii csiszel,
Trudi Mat. Inszt. Szteklov, XXIII. (1947) 1—108.

" a) A. Ja. Khincsin, Invariantniie klasszi zakonov raszpredelenija Bull.
Moszk. Univ. 1937, 4—5; b) A. Khintchine és P. Lévy, Sur les lois stables,
Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 202 (1936); c¢) P. Lévy, Théorie de 'addi-
tion des variables aléatoires, Paris, 1937, 1—328,

" Lasd © b).
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(118) logf() =ity —up|t|* (l+lﬂT—I‘ ) ,

ahol y valés, 0<e=2 u>0,|B|=<1, tovibbd w=tg i

ha ¢ / 1 és w=% tlog|t|, haae=1.

belathatjuk, amely utobbi képlet @ = 2 esetben adja a Gauss-
eloszlas karakterisztikus fiiggvényét, az f (t) = ity —ut* fiigg-

vényt (ez a@(y Z)eloszlasfuggveny karakterisztikus fiiggvénye).

u
A stabilis eloszlasokat magéabanfoglalé szintén rendkiviil fon-
tos osztily a végteleniil oszthaté eloszlasok osztilya. Az F(y)
closzlasfiiggvényt végteleniil oszthatonak nevezik, ha minden
n természetes szamhoz talalhatéo olyan G(p) elosz]ésﬁiggvé'ny,
hogy G(y) n-szer onmagaval komponalva F(y)-t adja (azaz
G(y) * G(y) * ...* G(y) = F(y), ha a ,tényez6k” szama n).
A véges masodik momentumii végteleniil oszthaté eloszlasfiiggve-
nyek altalanos alakjat Kolmogorov™ hatarozta meg, az altalanos
esetben Lévy™ adta meg az altalanos képletet; Kolmogorov tétele
ugy szol, hogy ha f(f) egy végteleniil oszthatdo F(y) eloszlasfiigg-
vény karakterisztikus fiiggvénye, akkor f(f) el6allithaté a kovet-
kezo alakban:
+oo

N TR
(119) togf O =iyt+u | st

y?

~ LY 4G,

. e
ahol G(y) egy tetszéleges eloszlasfiiggvény. A (119) képletbdl
specidlis esctként nyerjitkk a Gauss-eloszlas karakterisztikus fiigg-
vényének logaritmusat, ha G(x)-nek az E(x) fiiggvényt valaszt-
juk, amely a kovetkezGképpen van definidlva: E(x) = 0, ha x=0,
¢s E(x) =1, ha x > 0; E(x) az eloszlasfiiggvények félcsoportja-
nak egységeleme. :

Bawly™ és Khincsin™ kimutattak, hogy fiiggetlen valto-
z0k oly s, Osszegeinek eloszldsanak hatarértékeként fellépé elosz-
lasok, amely Osszegek minden tagja hatarértékben magahoz s,-
hez képest tetszbleg kicsiny lesz, ha n —oo , csak wvégteleniil .

™ A. N. Kolmogorov, Sulla forma generele di un processo stocastico
omogeneo Atti Accad. naz. Lincei 15 (1931) 805—808; Ancora sulla forma
generale etc. u. 0. 866—869.

® Lasd ™ ¢) 190 o.

™ G. M. Bawly, Uber einige Verallgemeinerungen der Grenzwertsatze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, MSZ, 1 (1936).917—930,

™ A. Khintchin, Contribution a larlthmethue de lois de distribution,
Bull. Math. Univ. Moszkva, 1 (1937) 6—17. Zur Theorie der unbeschrankt
teilbaren Vertellungsgesetze MSZ 2 (1937) 79—117.
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oszthatd eloszlasok lehetnek. Igen érdekesek Gnedenko™ vizsgala-
tai is, aki a kovetkezG problémaval foglalkozott: a fiiggetlen és
ugyanazon F(y) eloszlasfiiggvénnyel bird x, valtozokra képezziik
Az Sy =="X, X, + ... +ix,. Oosszegeket; ha. léteznek olyan 4, és
b, szamsorozalok, . hogy -s—"—b~ﬁ = z, eloszlasfiiggvénye konver-
n

gal egy p (1) eloszlashoz, akkor azt mondjuk, hogy F(y) a  (y)
eloszlasfiiggvény vonzdkorébe esik. Konnyii belatni, hogy az ilyen-
modon szambajovi eloszlasok (amelyek tehat vonzokorrel egyalta-
lan rendelkeznek) a stabilis eloszlasok. Marmost Gnedenko meg-
hatarozta egy altalanos stabilis eloszlds vonzokorébe tartozo elosz-
lasokat. Ezek az eredmények a centralis kozépértéktétel probléma-
korének természefes altaldnositasanak tekintheték. Mig régebben azt
hitték, ¢s azt is igyekeztek bizonyitani, hogy a fenti vonatkozasban
csak a Gauss-féle eloszlas szerepelhet hatareloszlasként, kideriilt,
hogy ez nem all fenn, hanem az Gsszes stabilis closzlasok szamba-
jonnek. Ennek ellenére ezek az eredmények nemhogy csokkente-
nék, hanem inkabb még alahtizzak a normélis eloszlds jelent6sé-
gét, ugyanis Gnedenko eredményei azt mutatjak, hogy ahhoz,
hogy a normalis eloszlastol kiilonbozé stabilis eloszlds vonzoko-
rébe essék egy megadott F(y) eloszlasfiiggvény, igen specialis
tulajdonsagokkal kell rendelkeznie, mig igen altalanos feltételek
mellett F(y) a normélis eloszlas vonzokorébe esik. Ettdl teljesen
fiiggetlen kérdés az, hogy a statisztikusok — mads iranyban — tiil-
becsiilik altaldban a normalis eloszlds szerepét, hiszen a mnormdlis
eloszlas specidlisan additiv jellegii jelenségekre vonatkozik (ahol
a kiilonb6z6 hatdsok osszeaddodnak), mig példaul multiplikativ je-
lenségeknél (ahol tehat a kiilonb6z8 hatidsok dsszeszorzodnak) a
logaritmikus normalis eloszlis a természetes: erre szép példa a be-
vezetésben emlitett, a torésre vonatkozé Kolmogorov-féle eredmény.

Az eloszlasfiiggvények ,,algebrajanak” igen nehéz és nagyobb-
részt még megoldatlan problémaja az eloszlasok faktorizaci6janak
kérdése: vagyis az a kérdés, hogy egy megadott eloszlasfiiggvényt
hogyan lehet mas eloszldsfiiggvények kompozicidjaként elballitani.
A probléma nehézségét mutatia az a tény — amelyet elsdnek
Khincsin vett észre —, hogy az eloszlasok algebrajiaban nincsen
y.egyszerfisitési szabdly”, azaz lehetséges, hogy F,* F, = F,x F,,
de F, + F,. Erdekes eredményt ért el a.faktorizaci6 probléméja
terén, Raikov,”™ aki bebizonyitotta, hogy egy Poisson-eloszlas ténye-
z6i maguk is Poisson-eloszlasok (egy x val6sziniiségi valtoz6rol
akkor mondjuk, hogy Poisson-eloszlassal bir, ha x lehetséges ér-
tékei a, =m + na alakiak (n=0,1, 2,...) és x az a, értéket

. ™ B. V. Gnedenko, K teorii predelniih teorem dlja szumm nyezaviszimiih
szlucsainiih velicsin, TAN, (1939), 181-232.
" D. Raikov, On the decomposition of Gauss and Poisson laws, IAN,
(1938), 91—120.
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Pn =£’7 e—* valo6sziniiséggel veszi fel; itt m és a valds szamok,
a /0, 4 pozitiv szam). Ennek megfelel§ tételt a normalis elosz-
lasra vonatkozolag Cramér bizonyitott be.”™ Cramér tétele ugy szol,
hogy egy normadlis eloszlas tényez6i is csak normalis eloszlasok:
lehetnek. Az eloszlasok faktorizacio-problémaiban nagy szerepet
jatszanak az ugynevezett irreducibilis eloszlasok, azaz olyan elosz-
lasok, amelyek nem bonthatok fel (nem trivialis) tényezokre. Egy
tetszéleges eloszlasnak irreducibilis eloszlasok és végteleniil oszt-
hato. eloszlasok szorzataként valo eldéllitasara vonatkozolag a leg-
messzebbmend¢ eredményeket Khincsin érte el.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a valészinijségszinm’tés
Osszes ismertetett agaiban a szovijet valoszinségszamitasi iskola
vilagviszonylatban vezeto és iranyitod. szerepet vw% a szovjet ma-
{ematikusok nagyjelentdségii eredményei a matematikanak ezt az
agat teljesen aformaltak ¢és hatalmas mértékben kifejlesztették;
nagy elvi jelentdségii és rendkiviil altalanos elméleti eredményeiket
sikerrel alkalmaztak a gyakorlatban, a valosziniiségszamitas al-
kalmazasi teriiletét oriasi mértékben kibovitették és a tudomaény
eredményeinek alkalmazasaval segitettck a szocialista tarsadalom
felépitését.

MATEMATHKA B CCCP 3A TPHUJIIATL™JIET.
11. HOBLIE HANIPABJIEHHA TEOPHM BEPOSITHOOTER

Yaers 1.

Hacroam@asa CTaThd COAEPHHT 0030) HEKOTODHIX M3 OJEOTANIHX pe3ynTaToB
COBeTCKHX MAaTeMATHKOB, OTKDPHIBIDIAX HOBHle HAIPABICHWA B TEOPHil BePOATHO-
cTelf, OTHOCHTeIBHO MpOGIeMBI IIOBEJeHHA CyMM He3aBHCHMBIX MM CHado 3a~
BUCHMBIX CAyYaHHBIX BeJHYAH. .

Yacrp 2. Gyer mocBsiieHa pesynbraTay COBETCKOH UIKOJBI TeOPUH BEpOAT-
HOCTEil 110 TEOPHH CIyYaliHBIX 1IpomeccoB, H YacTh 3. pe3yiaTaTaM IPHHAJIERA-
I[AEM K MATEMaTHYECKOH CTATHCTHKE.

B Hayane CTaThbH JaeTcsi 0030) NOCTHHEHHHFCOBETCKHX yYEHBIX IEDHMEHA-
ON{HX MeTOXHl Teopuit BepOATHOCTEH B DA3NHUHBIX OGNACTAX ECTECTBOHAHHM H
texHUKU. [Tocie 9TOr0 H3I0KEHBI M JIOKA3aHbI HEKOTODbIe M30paHHbIE PESyIbTATH,
npuHaUIeRALIHE K CAeYOI[HMHA IIaBaMHi TeOPHH_BEPOATHOCTeH :13aK0H GOABIIHX
qucead JUIA SYMM HE3aBHCHMBIX M CAa00 3aBHCHMBIX CIHYYaiHbBIX BEIHYHH M /LA
CTALHOHAPHHIX. TIOCTeN0BATENbOCTElf CHYUAHHKIX BEAMYMH; YCHJICHHBIH 3aKOH
GOMBIIHX YHCEN; 8aKOH IOBTOPHOTO JorapugMa; npursaxende K sakoHy laycca;
yCroHuEBEIe W HEODPAHHUEHHO JeJHMBIe 3aKOHBI PacCIpe/ieleHusd.

® H. Cramér, Uber eine Eigenschait der normalen Verteilungsfunktion,
Math. Zeitschr, 41 (1936), 405—A414.
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30 YEARS OF MATHEMATICS IN THE SOVIET UNION.
II. NEW LINES OF RESEARCH IN PROBABILITY THEORY.
Part 1.

by Alfréd Rényi. -~

The present ;paper contains a survey of some brilliant results
of Soviet mathematicians, opening new lines of research in the
theory of probability, concerning the problem of the behaviour of
sums of indépendent or weakly dependent random variables.

The 2. part will be devoted to results of the Soviet school
of probability theory concerning stochastic processes, and the
3. pari to results belonging to mathematical statistics,

At the beginning of the paper a survey is given of results of
Soviet scientists applying ‘probability methods ‘in different fields of
natural sciences and engineering. Following this some selected
theorems .are 'discussed and .proved, belonging to the following
chapters of probability theory: the law of large numbers for inde-
;pendent and ‘weakly dependent random variables, as well as for
stationary sequences of random variables; ‘the strong law of large
numbers; the law of ‘the iterated logarithm; attraction to the nor-
mal distribution; stable and indefinitely divisible distributions.



