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Bevezetés.

E l s ő  c i k k ü n k b e n  i s m e r t e t t ü k  s z o v j e t  m a t e m a t i k u s o k n a k  a  v a l ó 
s z í n ü s é g s z á m í t á s  m e g a l a p o z á s a  t e r é n  k i f e j t e t t  k o r s z a k a l k o t ó  j e l e n 
t ő s é g ű  e r e d m é n y e i t ,  m e g m u t a t t u k ,  b o g y  Bernstein, Khincsin, Kol
mogorov,* Glivcnko é s  m á s  s z o v j e t  m a t e m a t i k u s o k  a  v a l ó s z í n ű s é g -  
s z á m í t á s t  t e l j e s e n  ú j ,  s z i l á r d  a l a p o k r a  f e k t e t t é k ,  é s  e z z e l  a  t o v á b b i  
f e j l ő d é s  ú t j á t  m e g n y i t o t t á k .  J e le n  d o l g o z a t u n k  a z o k k a l  a z  e r e d m é 
n y e k k e l  f o g l a l k o z i k ,  a m e l y e k e t  a  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s  s z o v j e t  m e s 
t e r e i  e n n e k  a  t u d o m á n y n a k  ú j á g a i b a n  e l é r t e k .  E z  a z  i s m e r t e t é s  
m á r  t e r j e d e l m é n é l  f o g v a  i s  c s a k  k i r a g a d o t t  p é l d á k r a  s z o r í t k o z h a t  é s  
í g y  t e l j e s s é g r e  e g y á l t a l á n  n e m  t a r t  i g é n y t .  I g y e k e z t ü n k  ú g y  ö s s z e 
v á l o g a t n i  a z  a n y a g o t ,  h o g y  e n n e k  e l l e n é r e  l e h e t ő l e g  h ü  k é p e t  a d j u n k  
a  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s  m o d e r n  p r o b l é m á i r ó l  é s  m ó d s z e r e i r ő l ,  
u g y a n a k k o r  a z o n b a n  a r r a  i s  t ö r e k e d t ü n k ,  h o g y  e z  a z  i s m e r t e t é s  
k ü l ö n ö s e b b  e l ő i s m e r e t e k  n é l k ü l  i s  m e g é r t h e t ő  l e g y e n ,  é s  e z  a  
s z e m p o n t  t e r m é s z e t e s e n  a r r a  k é n y s z e r í t e t t ,  h o g y  s o k  j e l e n t ő s  e r e d 
m é n y t  e m l í t é s  n é lk ü l  h a g y j u n k ,  é s  s e h o l  s e  t ö r e k e d j ü n k  a  l e g á l t a 
l á n o s a b b  e r e d m é n y e k  i s m e r t e t é s é r e .  A  t á r g y k ö r  n a g y s á g a  a r r a  
k é n y s z e r í t e t t ,  h o g y  k é t  r é s z r e  o s s z u k  f e l :  a z  a l á b b  k ö v e t k e z ő  e l s ő  
i é s z b e n  c s a k  o l y a n  p r o b l é m á k k a l  f o g l a l k o z u n k ,  a m e l y e k  v a l ó s z í 
n ű s é g i  v á l t o z ó k  sorozataira v o n a t k o z n a k .  A z  u t ó b b i  é v t i z e d e k b e n ,  
k ü l ö n ö s e n  f i z i k a i ,  t e c h n i k a i  é s  m á s  a l k a l m a z á s o k  r é v é n  i g e n  n a g y  
j e l e n t ő s é g r e  t e t t  s z e r t  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  folytonos sokaságai
nak, a z  ú g y n e v e z e t t  s t o c h a s z t i k u s  f o l y a m a t o k n a k  a z  e l m é l e t e .  A  v a 
l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s n a k  e z  a z  á g a ,  e l s ő s o r b a n  s z o v j e t  m a t e m a t i k u 
s o k ,  Kolmogorov, Khincsin, Bernstein, Szlncki, Petrovszki, Roma- 
novszki, Krein, Kriilov, Bogoljubov é s  m á s o k  m u n k á j a  e r e d m é n y e 
k é p p e n  r e n d k í v ü l  á t f o g ó  é s  m é l y  e l m é l e t t é  é p ü l t  k i ,  a m e l y  a  v a l ó 
s z í n ű s é g s z á m í t á s  k ö r é b e  e s ő  j e l e n s é g e k n e k  a  k l a s s z i k u s  ( d i s z k r é t )  
m ó d s z e r e k k e l  e l é r h e t ő n é l  m e g f e l e l ő b b  l e í r á s á t  t e s z i  l e h e t ő v é .  A  
s z o v j e t  m a t e m a t i k u s o k n a k  e z e n  a  t é r e n  e l é r t  n a g y  e r e d m é n y e i t  
( b e l e é r t v e  a  Markov-f é l e  l á n c o k  e l m é l e t é t  a  d i s z k r é t  e s e t b e n  i s )  
e g y  k é s ő b b  m e g j e l e n e n d ő  2 .  r é s z b e n  f o g j u k  i s m e r t e t n i .

* Az -ov végződésű orosz neveket az előző cikkünkben helytelenül -off 
végződéssel írtuk.
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A valószínűségszámítás gyakorlati alkalmazásairól.

A  v a l ó s z í n ü s é g s z , á m í t á s  f e j l ő d é s é t  a z  u t ó b b i  é v t i z e d e k b e n  
e l s ő s o r b a n  a  g y a k o r l a t i  a l k a l m a z á s o k  s z á m á n a k  j e l e n t ő s  k i b ő v ü l é s e  
j e l l e m z i .  A  f e j l ő d é s  m e n e t é t  v i z s g á l v a  k é t s é g t e l e n ü l  m e g á l l a p í t h a t j u k ,  
h o g y  a  t e r m é s z e t t u d o m á n y o k ,  e l s ő s o r b a n  a  f i z i k a ,  t o v á b b á  a z  i p a r  é s  
m e z ő g a z d a s á g  á l t a l  f e l v e t e t t  k o n k r é t  k é r d é s e k  t e t t é k  s z ü k s é g e s s é  
ú j  m ó d s z e r e k  é s  f o g a l m a k  k i a l a k í t á s á t ,  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  
e l m é l e t é n e k  g y ö k e r e s  á t a l a k í t á s á t  é s  v i t t é k  e z á l t a l  a z  e l m é l e t  f e j 
l ő d é s é t  e lő r e .  N i n c s  m é g  e g y  á g a  a  m a t e m a t i k á n a k ,  a m e l y b e n  a  
g y a k o r l a t t a l  v a l ó  s z o r o s  k a p c s o l a t ,  a  g y a k o r l a t  ö s z t ö n z ő  h a t á s a  
o l y a n  k ö z v e t l e n ü l  n y i l v á n u l n a  m e g ,  m i n t  é p p e n  a  v a l ó s z í n ű s é g 
s z á m í t á s b a n .  A  m a t e m a t i k a  t ö r t é n e t e  a z t  m u t a t j a ,  h o g y  a  s p e c i á l i s  
f e l a d a t o k b ó l ,  a z o k  k ö z ö s  v o n á s a i n a k  k i e m e l é s e  ú t j á n  k e l e t k e z n e k  
a z  á l t a l á n o s  e l m é l e t e k ,  a m e l y e k  a z u t á n  ú j a b b  s p e c i á l i s  f e l a d a t o k  
m e g o l d á s á t  t e s z i k  l e h e t ő v é .  í g y  t ö r t é n t  e z  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s 
b a n  i s .  E g y  i l y e n  r ö v i d  i s m e r t e t é s b e n  n i n c s e n  h e l y  a r r a ,  h o g y  a  
k ü l ö n b ö z ő  s p e c i á l i s  k é r d é s e k e t  r é s z l e t e i b e n  t á r g y a l j u k ,  h a n e m  c s a k  
a z  á l t a l á n o s  e l m é l e t  f ő b b  f e j l ő d é s i  i r á n y a i t  f o g j u k  v á z o l n i .  D e  
h o g y  k é p e t  a d j u n k  a z  a l k a l m a z á s o k  s z é l e s  s k á l á j á r ó l ,  b e v e z e t ő b e n  
f e l s o r o l u n k  n é h á n y  g y a k o r l a t i  k é r d é s t ,  a m e l y r e  a z  á l t a l á n o s  e l m é 
l e t e t  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  s z o v j e t  m ű v e l ő i  n a g y  s i k e r r e l  a l k a l 
m a z t á k .  E z  a  f e l s o r o l á s  s e m  t a r t  t e r m é s z e t e s e n  i g é n y t  a  t e l j e s s é g r e ,  
c é l j a  c s a k  a z ,  h o g y  r á m u t a s s u n k  a z  a l k a l m a z á s i  l e h e t ő s é g  s o k r é t ű  
s k á l á j á r a .  R á  k e l l  a z o n b a n  m u t a t n u n k  a r r a  a  t é n y r e ,  a m e l y n e k  
e l v i  j e l e n t ő s é g e  v a n ,  h o g y  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s t  g y a k o r l a t i  p r o 
b l é m á k r a  a l k a l m a z ó  m a t e m a t i k u s o k  n é v s o r á b a n  k i v é t e l  n é l k ü l  o t t  
t a l á l j u k  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  e l v o n t  e l m é l e t i  k é r d é s e i n e k  l e g 
j e l e s e b b  s z o v j e t  m ű v e l ő i n e k  n e v e i t .  E z t  a  t é n y t  a z é r t  e m e l j ü k  k i, 
m e r t  i t t  a  s z o v j e t  t u d o m á n y  e g y  f o n t o s  j e l l e g z e t e s s é g é r ő l  v a n  s z ó ,  
a z  e lm é le t i  é s  g y a k o r l a t i  k u t a t á s  s z o r o s  e g y s é g é r ő l ,  a m e l y  a  v a l ó -  
s z í n ű s é g s z á m í t á s b a n  k ü l ö n ö s e n  v i l á g o s a n  é r v é n y e s ü l ;  n e m  k é t s é 
g e s ,  h o g y  a z  e l m é l e t  é s  g y a k o r l a t  s z o r o s  e g y s é g e  a  s z o v j e t  t u d o 
m á n y  e r e j é n e k  e g y i k  t e r m é k e n y  f o r r á s a .

Példák a valószínűségszámítás alkalmazására.

A  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  a l k a l m a z á s i  t e r ü l e t e i  k ö z ö t t  e l s ő  h e 
l y e n  a  fizikát k e l l  m e g e m l í t e n i .  A  m o d e r n  f i z i k a  k ö z p o n t i  k é r d é 
s e i n e k  t á r g y a l á s á n á l  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  m ó d s z e r e i  n é l k ü l ö z 
h e t e t l e n e k .  A  statisztikus m e c h a n i k a  m á r  k i a l a k u l á s a k o r  i s  v a l ó -  
s z í n ü s é g s z á m í t á s i  a l a p o n  é p ü l t  fe il , a z o n b a n  a k k o r i b a n  c s a k  a  
k l a s s z i k u s  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  m a i  s z e m m e l  n é z v e  k e z d e t l e g e s  
m ó d s z e r e i  á l l t a k  r e n d e l k e z é s r e .  É p p e n  e z é r t  f i z i k a i  s z e m p o n t b ó l  i s  
i g e n  n a g y  j e l e n t ő s é g e  v a n  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  m o d e r n  h a l a -



douabb eredmenyeí áikalmazasanak. Ezen a tereti elsősorban
Khincsin n e v é t  kell e m l í t e n ü n k ,  aki sok dolgozatában foglalkozott 
a  s t a t i s z t i k u s  m e c h a n i k a  k é r d é s e i v e l ,  é s  a z t  ú j a l a p o k r a  f e k t e t t e . 1 
U g y a n c s a k  j e l e n t ő s e k  e z e n  a  t é r e n  Kolmogorov, 2 Bogoljubov3 é s  
Davidov4 e r e d m é n y e i .  A d i n a m i k u s  r e n d s z e r e k  e l m é l e t é n e k  s t a t i s z 
t i k a i  t á r g y a l á s á v a l  Andronov, Witt é s  Pontrjagin5 ( a  t o p o l ó g i a  
n a g y  m e s t e r e )  f o g l a l k o z t a k ,  Khincsin m u n k á i  v i s z o n t  a z  ergodikus 
elmélet t e r é n  i g e n  n a g y  j e l e n t ő s é g ű e k .  Khincsin f o g l a l k o z o t t  a  
kvantummechanika e r g o d i k u s  p r o b l é m á i v a l  i s , 6 a  klasszikus kvan
tumstatisztika t e r é n ' v i s z o n t  Godnyev7 é r t  e l  é r t é k e s  e r e d m é n y e k e t .  
Gnedenko8 e g y  d o l g o z a t a  a  Geiger—Müller s z á m l á l ó c s ő  f e l o l d ó -  
k é p e s s é g é n e k  j a v í t á s á v a l  f o g l a l k o z o t t .  A G e i g e r — M ü l l e r  s z á m l á l ó 
c s ö v e t  e l e m i  r é s z e c s k é k  s z á m l á l á s á r a  h a s z n á l j á k :  a l k a l m a z á s á n á l  
h i b a f o r r á s t  j e l e n t  a z  a  t é n y ,  h o g y  a m i k o r  e g y  r é s z e c s k e  j e l z é s e  f o l y 
t á n  k i s ü l é s  j ö n  l é t r e ,  e z  b i z o n y o s  r ö v i d  i d e i g  é r z é k e t l e n n é  t e s z i  a  
s z á m l á l ó c s ö v e t ,  é s  a z  e z e n  i d ő t a r t a m  a l a t t  é r k e z ő  ú j a b b  r é s z e c s 
k é k e t  a  s z á m l á l ó c s ő  n e m  s z á m l á l j a .  E z t  a  h i b á t  v a l ó s z í n ű s é g s z á 
m í t á s i  a l a p o n  á l l ó  e l m é l e t i  k o r r e k c i ó  a l k a l m a z á s á v a l  n a g y m é r t é k 
b e n  c s ö k k e n t e n i  é s  i l y e n m ó d o n  a  c s ő  f e l o l d ó k é p e s s é g é L  j a v í t a n i  
l e h e t .  Jagloma a  B r o w n - f é l e  m o z g á s  e l m é l e t é b e n  é r t  e l  j e l e n t ő s  
e r e d m é n y e k e t .  Kolmogorov é s  Dmitriev10 é s  m u n k á j u k h o z  c s a t l a -

1 Az idézett munkáknál a következő állandó rövidítéseket használjuk: 
DÁN =  Dokladi Akademii Nauk SzSzSzR; 1AN =  Izvesztia Akademii Nauk, 
Széria Matematicseszkaja; MSZ =  Matematicseszki Szbormyik; UMN =  Usz- 
pehi Matematicseszkih N.auk. Khincsin idevágó munkái közül megemlítjük 
a következőket: Zur mathematischen Begründung der statistischen Mechanik, 
Z. angew. Math. Mech. 13 (1933) 101— 103; Matematicseszkie osznovania 
sztatiszticseszkoi mechanika Moszkva—Leningrad GTT1 (1943) 1—126; 
Konveksznüe funkcii i evoljucionnüe teoremü sztatiszticseszkoi mechaniki, 
1AN, 7 (1943) 111—112.

2 Zur Umkehrbarkeit der statistischen Naturgesetze, Math. Anim. 
113 (1937) 766—772.

3 Metód funkcionalniih podhidnih v sztatisztiesnoi mechanici, Kiev, 
Szbornyik Trudov Inszt. Mat. ANUSzSzR 8 (1947) 177—199.

1 Uravneme Fokkera-Planka v fazovom prosztransztve i vremja relak- 
szaicii makszvellovszkovo raszpredelenia DAN 2 (1934) 212—219.

1 Statistische Auffassung dynamischer Systeme, Phys. Z. Sowjet. 
6 (1934) 1—24.

e Zu Birkhoffs Lösung des Ergodenproblems, Math. Ann. 107 (1932) 
485—4в8; The method of spectral reduction in classical dynamics Proc. Nat. 
Acad Sei. USA. 19 (1933) 567—573; Ob ergodicseszkoi problem« kvantovoi 
mechaniki IAN 7 (1943) 167.

1 Kobosznovaniju klasszicseszkoi kvantovoi statisztiki, Ivanovo, Ucsen. 
Zap. ped. Inst. 1 (1941) 42—46.

“ К teorii szesotesikov Geiger—Milllera. Zsurn. Exper. i teor. fiz. 
11(1941) 101—106.

’ О sztatiszticseszkoi obratimoszti Brownovszkovo dvizsenia DAN 
56 (947 ) 691—695.

” Vetvjascsieszja szlucsainiie processzi, DAN 56 (1947 ) 7— 10.
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k o z v a  Jaglorn11 a  l á n c r e a k c i ó k k a l  k a p c s o l a t b a n  f e l l é p ő  v a l ó s z í n ű 
s é g s z á m í t á s i  p r o b l é m á k k a l  f o g l a l k o z t a k ,  e n n e k  a  k é r d é s n e k  a z  
a t o m r o m b o l á s s a !  k a p c s o l a t b a n  v a n  k ü l ö n l e g e s  j e l e n t ő s é g e .  Kolmo- 
Qoroj/  e g y  m á s i k  d o l g o z a t a 1- a  f é m e k  k r i s t á l y o s o d á s á t  t á r g y a l j a  
a  v a l ó s z í n ü s é g s z á m i t á s  a l a p j á n .  A  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s  c s i l l a g á 
s z a t i  a l k a l m a z á s á v a l  t ö b b e k  k ö z ö t t  Geraszimovics13 f o g l a l k o z o t t ,  
t o v á b b á  —  k ü l ö n ö s e n  a  n a p f o l t o k  e l m é l e t é b e n  —  Szlucki v i z s g á 
l a t a i t  k e l l  k i e m e l n ü n k . 1* Szlucki v i z s g á l a t a i  a  p e r i o d u s k ü t a t á s  e g é s z  
t e r ü l e t é t  f e lö l e l i k ,  é s  r e n d k í v ü l  n a g y  e l v i  j e l e n t ő s é g g e l  b í r n a k .  
Szlucki-n a k  a  s t o c h a s z í i k u s  f o l y a m a t o k  e l m é l e t é r e  v o n a t k o z ó  v i z s 
g á l a t a i ,  a m e l y e k  khincsin é s  Kolmogorov i d e v á g ó  v i z s g á l a t a i r a  
t á m a s z k o d t a k ,  - m e g m u t a t t á k ,  h o g y  a  p e r i ó d u s k u t a t á s  e l v t e l e n  f o r 
m a l i s t a  a l k a l m a z á s a  s o k  e s e t b e n  t á r g y i l a g  t e l j e s e n  h i b á s  e r e d m é 
n y e k h e z  v e z e t e t t .  Szlucki15 é s  h o z z á  c s a t l a k o z v a  Romanovszki16 
m e g m u t a t t á k ,  h o g y  i g e n  s o k  e s e t b e n ,  a m i k o r  l á t s z ó l a g  p e r i o d i c i t á s  
m u t a t k o z o t t ,  n e m  b e l s ő  t ö r v é n y s z e r ű s é g e k e n  a l a p u l ó  t é n y l e g e s  p e 
r i o d i c i t á s r ó l ,  h a n e m  p u s z t á n  v é l e t l e n  i n g a d o z á s o k r ó l  v a n  s z ó ,  a m e 
l y e k  a  p e r i o d i c i t á s t  i m i t á l j á k ;  e z t  a  j e l e n s é g e t  p s z e u d o p e r i o d i c i -  
t á s n a k  n e v e z i k .  Szlucki é s  Romanovszki k i m u t a t t á k ,  h o g y  a  s t o -  
c h a s z t i k u s  f o l y a m a t o k  b i z o n y o s  e l é g  t á g  o s z t á l y a  m u t a t  f e l  i l y e n  
p s z e u d o p e r i o d i c i t á s t  ( a z  á l t a l u k  s z i n u s z o i d - n a k  n e v e z e t t  e l o s z l á s 
h o z  k ö z e l e d i k )  a n é l k ü l ,  h o g y  i t t  v a l ó j á b a n  p e r i o d i k u s  j e l e n s é g e k 
r ő l v o l n a  s z ó .  Szlucki e r e d m é n y e i  e g é s z  f o r r a d a l m i  á t a l a k u l á s t  
e r e d m é n y e z t e k  a  m e t e o r o l ó g i á b a n ,  g e o f i z i k á b a n ,  c s i l l a g á s z a t b a n  é s  
e g y  s e r e g  p e r i o d i k u s n a k  e l f o g a d o t t  j e l e n s é g  ú j b ó l i  m e g v i z s g á l á s á t  
é s  a  r é g i  e l m é l e t  e l v e t é s é t  v o n t á k  m a g u k  u t á n .  Szlucki e z i r á n y ú  
v i z s g á l a t a i  n e m c s a k  m a t e m a t i k a i  p r e c i z i t á s b a n  á l l n a k  i g e n  m a g a s  
s z í n v o n a l o n ,  h a n e m  e l v i  s z e m p o n t b ó l  i s  v a l ó b a n  t u d o m á n y o s  á l l á s 
p o n t o t  k é p v i s e l n e k ,  s z e m b e n  a  f o r m a l i s t a  m ó d s z e r r e l ,  a m e l y  s o k  n y u 
g a t e u r ó p a i  é s  a m e r i k a i  s z e r z ő t  j e l l e m e z .  Szlucki e g y i k  l e g j e l l e m z ő b b  
k é p v i s e l ő j e  a n n a k  a  f e n t e m l í t e t t ,  a  s z o v j e t  t u d o m á n y r a  á l t a l á b a n  
j e l l e m z ő  t ö r e k v é s n e k ,  a m e l y  a z  e l m é l e t i  k u t a t á s n a k  a  g y a k o r l a t t a l

” Nyekotoriie predetnüe teormü vetvjascsieszja sziucsainüh processzov 
DÁN 56 (1947) 795—797.

12 К sztatiszticseszkoi teorii krisztallizacii metallov, IÁN 1937, 355—360.
13 Probability problems connected with the discovery of variable stare 

in a photographic way, DAN (1931) 93— 100.
11 Ob 11-letnei per i'odicsn oszt sizolnecsmih pjaten, DAN 4 (1935). 

К vopriszu о szóin ecsnoi posztojanmoi, Zsurn. Geofiz. 4 (1934).
15 Szlozsenie sziucsainüh pricsin как isztoesnik ciklicseszkih processzov, 

Moszkva, Voproszi konjunkturi, 7 (1926); Sur un théo'reme limite rélatif aux 
sértés des quantités eventuelles, Comptes Rendus Acad. Sei. Paris, 185 (1927) 
169— 171. The summation of random causes as the source of cyclic processes, 
Economeirica 5 (1937).

10 Generalisation d’un théoréme de M. E. Slutsky. Comptes Rendus 
Acad. Sci. Paris, 192 (1931) 718—721; .Sur la loi sinuscidal limite, Rend. 
Palermo, 57 (1933) 130— 136.
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v a l ó  s z o r o s  ö s s z e k a p c s o l á s á b a n  n y i l v á n u l  n r e g .  M a g a  Szlucki t u 
d o m á n y o s  m u n k a m ó d s z e r é t  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  f o g a l m a z t a  m e g :  
, , A z  a  v é l e m é n y e m ,  h o g y  a z  e l m é l e t i  k u t a t á s o k k a l  p á r h u z a m o s a n  
e g y e s  k o n k r é t  p r o b l é m á k  v i z s g á l a t á v a l  i s  f o g l a l k o z n o m  k e l l ,  h o g y  
i l y e n m ó d o n  a  m ó d s z e r e i m e t  e l l e n ő r i z z e m  é s  a  v a l ó s á g g a l  v a l ó  ö s z -  
s z e h a s o n l í t á s u k b ó l  a d a t o k a t  g y ű j t s é k . ” 17 V a l ó b a n ,  Szlucki m a g a  
i s  v é g z e t t  a  g e o f i z i k a  k ö r é b e  v á g ó  s t a t i s z t i k a i  v i z s g á l a t o k a t .

A l t é r v e  a z  i p a r i  a l k a l m a z á s o k r a ,  s o k  s z o v j e t  m a t e m a t i k u s ,  í g y  
Khincsin, Kolmogorov, Volbcrg, BuchmaiVs é s  m á s o k  f o g l a l k o z t a k  
a  t e l e f o n - h á l ó z a t t a l  k a p c s o l a t b a n  f e l l é p ő  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s i  
p r o b l é m á k k a l ,  í g y  p é l d á u l  a  h á l ó z a t  t ú l t e r h e l t s é g é n e k  k é r d é s é v e l .  
L e g u t ó b b  Diinkin o l d o t t a  m e g  e n n e k  a  p r o b l é m a k ö r n e k  e g y  é r d e 
k e s  f e l a d a t á t . 10 A  m i n ő s é g i  e l l e n ő r z é s ,  k ü l ö n ö s e n  a  m i n t a v é t e l  k é r 
d é s é b e n  a  l e g u t ó b b i  i d ő b e n  a l a k u l t  k i e g y  ú j  e l m é l e t ,  a z  ú .  n . 
s z e k v e n c i á l i s  a n a l í z i s ,  a m e ly  l e h e t ő v é  t e s z i  a  r é g i  m ó d s z e r r e l  e g y e n 
é r t é k ű ,  d e  k e v e s e b b  m in t a  m e g v i z s g á l á s á t  i g é n y l ő  m ó d s z e r  k i d o l 
g o z á s á t .  E z t  a z  e l m é l e t e t  A. Wald d o l g o z t a  k i i g e n  r é s z l e t e s e n ;  
e r e d m é n y e i t  a  h á b o r ú  a l a t t  a z  E g y e s ü l t  Á l l a m o k b a n  h a d i t i t o k k é n t  
k e z e l t é k ,  u g y a n i s  a  l ő s z e r s z á l l í t m á n y o k  á t v é t e l é n é l  j e l e n t ő s  i d ő 
m e g t a k a r í t á s t  j e l e n t e t t . 29 E l m é l e t i  s z e m p o n t b ó l  a  m ó d s z e r  l é n y e g e  
v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  o l y a n  ö s s z e g e i n e k  v i z s g á l a t a ,  a m e l y e k n é l  a z  
ö s s z e g  t a g j a i n a k  s z á m a  m a g a  i s  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó ;  i l y e n  k é r 
d é s t  e l s ő n e k  Kolmogorov v i z s g á l t  m e g ,  ő  é s  Prohorov n e m r é g i b e n  
Wald e r e d m é n y e i t  j e l e n t ő s e n  á l t a l á n o s í t o t t á k . 21 A  t u r b u l e n c i a  e l m é -  
e t é v e l  Kolmogorov ú t t ö r ő  v i z s g á l a t a i  n y o m á n  t ö b b  s z o v j e t  m a t e 
m a t i k u s  f o g l a l k o z o t t  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s i  a l a p o n ,  í g y  t ö b b e k  k ö 
r ö t t  Obuchov22 v i z s g á l a t a i t  e m l í t j ü k  m e g .  A  h i d r o t e c h n i k á b a n  f e l 
ép er  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s i  p r o b l é m á k k a l  Krickij é s  Mcnkel',2" t o 
p á b b á  k ü l ö n ö s e n  a  f o l y ó k  s z a b á l y o z á s á n á l  é s  v í z i e r ő t e l e p e k  
e r v e z é s é n é l  f e l l é p ő  k é r d é s e k k e l  Szavarenszki é s  Riibkin2' f o g l a l -  
c o z t a k .  A  g e o l ó g i a i  r é t e g e k  k i a l a k u l á s á n a k  k é r d é s é b e n  Kolmogo- 
ov v o l t  a z  e l s ő ,  a k i  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s i  m ó d s z e r e k e t  a l k a l m a 
i d ,  é s  a  k é r d é s t  b i z o n y o s  i n t e g r á l e g y e n l e t e k  m e g o l d á s á r a  v e z e t t e  
i s s z a . 25 M e g  k e l l  i t t  e m l é k e z n ü n k  Kolmogorov e g y  e l m é l e t i  s z e m -

11 L. IÁN 12 (1948) 417—42Q, jevgeni Jevgenevics Szlucki, 1880— 1948.
18 L. IÁN 5 (1941) 173—186, az 1940. évi statisztikai kongresszusról 

zóló beszámolót.
Ob odnoi zadacse iz teorii verojatnosztei, UMN, 4 (1949) 183— 197.

70 A. Wald, Sequential Analysis, Wiley, New York, 1947.
21 О szummah szlucsainovo csiszla szlucsainüh szlagaijetniih, UMN 

(1949) 168—172.
22 О raszpredelenii energii v szpektre turbulentnovo potoka DAN 

2 (1941) 22—24.
23 L. 18.
21 U. O;
25 Reseinie odnoi zadacsi iz teorii verojatnosztei szvjazannoi sz vopro- 

:om о mechanizme szlojeobrazovanija, DAN 65 (1949) 793—796.

[
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pontból is igen érdekes eredményéről,28 amely bizonyos fémek por
l a s z t á s á n á l  á  r é s z e c s k é k  n a g y s á g s z e r i n t i  e l o s z l á s á t  v i z s g á l j a ,  é s  
e l m é l e t i l e g  l e m u t a t j a ,  b o g y  e b b e n  a z  e s e t b e n ,  u g y a n ú g y ,  m i n t  e g y  
s e r e g  m á s  t ö r é s i  p r o b l é m á n á l  a  m e g a d o t t  n a g y s á g k a t e g ó r i á b a  e s ő  
r é s z e c s k é k  s z á m á n a k  l o g a r i t m u s a  t e s z  e l e g e t  i g e n  j ó  k ö z e l í t é s s e l  
a  n o r m á l i s  m e g o s z l á s n a k .  E r e d m é n y é t  a  g y a k o r l a t i  m é r é s e k  f é 
n y e s e n  i g a z o l t á k .  N e m r é g i b e n  a  M a g y a r  T u d o m á n y o s  A k a d é m i a  
A l k a l m a z o t t  M a t e m a t i k a i  I n t é z e t e  v é g z e t t  i l y e n  v i z s g á l a t o k a t  a  
k ő b á n y a í p a r t .ó l  k a p o t t ,  a  k ö t ö r é s r e  v o n a t k o z ó  a d a t o k o n ,  a m e l y  v i z s 
g á l a t o k  Kolmogorov e l m é l e t é n e k  ú j a b b  g y a k o r l a t i  i g a z o l á s á t  a d t á k .

E g é s z e n  ú j s z e r ű  a l k a l m a z á s i  l e h e t ő s é g e i  n y í l n a k  a  v a l ó s z í 
n ű s é g s z á m í t á s n a k  a  s z o c i a l i s t a  t á r s a d a l o m b a n  a z  ú j m u n k a m ó d 
s z e r e k k e l ,  a  m u n k a e r ő  h e l y e s  e l o s z t á s á v a l ,  a z  e m b e r i  m u n k a e r ő  é s  a  
g é p e k  g a z d a s á g o s  k i h a s z n á l á s á v a l  k a p c s o l a t b a n .  Khincsin e g y i k  
d o l g o z a t a 27 p é l d á u l  a z z a l  a  k é r d é s s e l  f o g l a l k o z i k ,  h o g y  h a  e g y  
ü z e m b e n  e g y  m u n k á s  f e l ü g y e l e t e  a l á  t ö b b  a u t o m a t i k u s a n  m ű k ö d ő  
g é p  t a r t o z i k ,  a m e l y  g é p e k  i d ő n k i n t  b i z o n y o s  o k b ó l  l e á l l n a k  é s  k i 
s e b b  j a v í t á s r a  s z o r u l n a k ,  á t l a g o s a n  m e k k o r a  k i e s é s  l é p  f e l  a  t e r 
m e l é s b e n  e z á l t a l ?  A  p r o b l é m a  t á r g y a l á s á n á l  t e k i n t e t b e  k e l l  v e n n i ,  
h o g y  h a  e g y  g é p  a k k o r  á l l  l e ,  a m i k o r  a  g é p e k r e  f e l ü g y e l ő  m u n k á s  
e g y  m á r  e l ő z ő l e g  l e á l l t  g é p  j a v í t á s á n  d o l g o z i k ,  a k k o r  a z  i d ő v e s z 
t e s é g  m é g  n a g y o b b ,  h i s z e n  a  m á s o d s z o r r a  l e á l l t  g é p  j a v í t á s á h o z  
c s a k  a z  e l s ő  g é p  k i j a v í t á s a  u t á n  t u d  a  s z e r e l ő  h o z z á f o g n i .  Khin
csin e r e d m é n y e i  l e h e t ő v é  t e s z i k  a  v á r h a t ó  k i e s é s  e l ő r e  v a l ó  k i s z á 
m í t á s á t ,  é s  d z e n  t ú l m e n ö i e g  h e l y e s  m u n k a e r ő e l o s z t á s s a l  a z  í g y  
f e l l é p ő  v e s z t e s é g  c s ö k k e n t é s é t  é s  e z á l t a l  a  t e r m e l é k e n y s é g  e m e l é 
s é t .  H a s o n l ó  k é r d é s s e l  f o g l a l k o z i k  Bernstein é s  Gnedenko e g y  
m u n k á j a  i s .  Ö k  a z t  v i z s g á l j á k ,  h o g y  ö s s z e t e t t  m u n k a f o l y a m a t o k 
n á l  á t l a g o s a n  m e n n y i  m u n k a ó r a - v e s z t e s é g  s z á r m a z i k  a b b ó l ,  h o g y  
a z  e g y i k  m u n k á s c s o p o r t  e g y  m á s i k  c s o p o r t  m u n k á j á n a k  b e f e j e z é 
s é r e  k é n y t e l e n  v á r n i .  A z  a  t é n y ,  h o g y  a  l e g k i v á l ó b b  s z o v j e t  t u d ó 
s o k ,  a  v a l ó s , z í n ü s é g s z á m í t á s  l e g e l s ő  e l m é l e t i  s z a k e m b e r e i  f o g l a l 
k o z t a k  e z e k k e l  a  k é r d é s e k k e l ,  a  m u n k á h o z  v a l ó  ú j v i s z o n y t  t ü k 
r ö z i ,  a m e l y  a  s z o c i a l i s t a  t á r s a d a l o m b a n  k i a l a k u l t .

S z é l e s k ö r ű  a l k a l m a z á s i  l e h e t ő s é g  n y í l i k  a  v a l ó s z í n ű s é g s z á m í 
t á s  m ó d s z e r e i  s z á m á r a  a  m e z ő g a z d a s á g b a n  i s ,  t ö b b  s z o v j e t  m a 
t e m a t i k u s  v é g z e t t  i d e v á g ó  é r d e k e s  é s  g y a k o r l a t i l a g  j e l e n t ő s  v i z s 
g á l a t o k a t .  V é g ü l  m e g  k e l l  e m l í t e n ü n k ,  h o g y  a  n a g y  h o n v é d ő  h á 
b o r ú  a l a t t  Kolmogorov v e z e t é s e  a l a t t  a  s z o v j e t  m a t e m a t i k u s o k  
e g y  c s o p o r t j a  f o g l a l k o z o t t  a  t ü z é r s é g g e l  k a p c s o l a t o s  v a l ó s z í n ű s é g 
s z á m í t á s i  p r o b l é m á k k a l ,  k ü l ö n ö s e n  a z  ú .  n .  „ m e s t e r s é g e s  s z ó r á s ”  26 *

26 О logarifmicseszki normalirom zakone raszpredelenia razmerov 
csasztic pri droblenii DÁN 31 (1941) 99— 101; az idevágó mérési eredmé
nyekre vonatkozólag lásd Rasumovszki, DÁN, 28 (1940) 814—816.

SI О szrednyem vremeni p rósz tója sztankov, MSZ 40 (1930) 119—123.
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e l m é l e t é t  d o l g o z t á k  k i i g e n  a l a p o s a n . - 8 A  s z o v j e t  t ü z é r s é g  n a g y 
s z e r ű  t e l j e s í t m é n y e i b e n  i ly e m m ó d o n  a  s z o v j e t  m a t e m a t i k u s o k n a k  
i s  r é s z ü k -  v o l t ,  a k i k  e z á l t a l  i s  h o z z á j á r u l t a k  a  s z o v j e t  h a d s e r e g  
f é n y e s  g y ő z e l m e i h e z .

Független valószínűségi változók.
A  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s  m e g a l a p o z á s á r ó l  s z ó l ó  c ik k b e n  ( M a 

t e m a t i k a i  L a p o k  I. 1 . (1949) 27— 6 4 .  o . )  b e v e z e t t ü k  a  v a l ó s z í n ű -  
s é g s z á m i t á s  Kolniogorov-Ше e l m é l e t é n e k  n é h á n y  a l a p f o g a l m á t ,  
a  v a l ó s z í n ű s é g i  m e z ő ,  a  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  é s  a z  e l o s z l á s f ü g g 
v é n y  f o g a l m á t .  A  k ö v e t k e z ő k b e n ,  h o g y  t á r g y a l á s u n k a t  e g y s z e r ű b b é  
t e g y ü k ,  m i n d i g  f e l  f o g j u k  t e n n i ,  h o g y  a  H a l a p h a l m a z  a  (0,1) 
i n t e r v a l l u m  p o n t j a i n a k  ö s s z e s s é g e ,  a  T h a l m a z t e s t  e n n e k  a z  i n t e r 
v a l l u m n a k  -Lebesguc s z e r i n t  m é r h e t ő  r é s z h a l m a z a i n a k  ö s s z e s s é g e ,  
é s  a z  a b s z o l ú t  a d d i t í v  h a l m a z f ü g g v é n y  m a g a  a  Lcbesgue- f é l e  
m é r t é k . 28 29 E g y  A h a l m a z  m é r t é k é t  r ö v i d e n  | A | - v a l  j e l ö l j ü k ,  V(...) 
p e d i g  a  z á r ó j e l b e n  á l l ó  „ e s e m é n y ”  v a l ó s z í n ű s é g é t  f o g j a  j e l e n t e n i ,  
m á s s z ó v a l  a z o n  t p o n t o k  h a l m a z á n a k  a  m é r t é k é t ,  a m e l y e k r e  a  
z á r ó j e l b e n  á l l ó  f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  í g y  p é l d á u l  l e g y e n  x(t)  e g y  v a l ó 
s z í n ű s é g i  v á l t o z ó ,  a k k o r  V (x (t) <  y )  a z o n  t p o n t o k  h a l m a z á n a k  
m é r t é k é t  j e l e n t i  a m e l y e k r e  x ( t )  <  у ; e z t  a  h a l m a z t  4 x ( y ) - n a l  
f o g j u k  j e l ö l n i .  A  t á r g y a l t  s p e c i á l i s  e s e t b e n  t e h á t  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l 
t o z ó  a l a t t  o l y a n  x — x( t )  f ü g g v é n y t  é r t ü n k ,  a m e l y r e  a z  Ax(y) 
h a l m a z  a z  у  v a l ó s  s z á m  m i n d e n  v á l a s z t á s a  m e l l e t t  m é r h e t ő ,  m á s 
s z ó v a l  e b b e n  a z  e s e t b e n  a  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  f o g a l m a  a z o n o s  
a  m é r h e t ő  f ü g g v é n y  f o g a l m á v a l .  L e g y e n  F ( у )  —  V (x ( t)  <  y )  =  
— \Ax(y)\,  a z  F ( y )  f ü g g v é n y t  x  ( t )  e l o s z l á s f ü g g v é n y é n e k  n e v e z 
z ü k .  J e l ö l j e  Ax ( z , y )  a z o n  t p o n t o k  h a l m a z á t ,  a m e l y e k r e  
z  < x (t) < ’ y ,  a k k o r  n y i l v á n
( 1 )  V ( z ^  x (t) < y) =  | Ax (z , у)  I =  F (y) —  F  ( 0)
M o s t  b e v e z e t j ü k  a  f ü g g e t l e n s é g  f o g a l m á t .  A z  x ,  é s  x 2 v a l ó s z í n ű 
s é g i  v á l t o z ó k a t  a k k o r  n e v e z z ü k  f ü g g e t l e n n e k ,  h a  b á r h o g y a n  v á 
l a s z t v a  а  г , - ,  у , , z2, y 2 v a l ó s  s z á m o k a t  ( n y i l v á n ,  f e l t e h e t j ü k ,  h o g y  
z , g y ,  é s  z 2 ^ y . J  m i n d i g  f e n n á l l ,  h o g y
( 2 )  I A Xl (zj , y,) . AX2 (z2 , y2) I —  I AXi (Zi , y i )  I . I A4 (z2 , y 2) \
a h o l  (2) b a l o l d a l á n  a z  AXí (z1, y 1) é s  AXa [z, , y . , ) - h a l m a z o k  s z o r 
z a t á n ,  a m i n t  e z  a  h a l m a z e l m é l e t b e n  s z o k á s ,  a  k é t  h a l m a z  k ö z ö s  ré
szét é r t j ü k .  K é t  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  f ü g g e t l e n s é g e  s z a v a k b a n  a

28 Szbornyiik sztatei po teorii sztrelbü, Trudi Mat. íriszt. Szteklov. 
12 (1945)* 1—106.

20 A következőkben az olvasóról nem tételezünk fel mást, mint a valós 
függvénytan alapfogalmainak ismeretét.
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k ö v e t k e z ő k é p p e n  f o g a l m a z h a t ó  m e g :  h a  a  (0 , 1 )  i n t e r v a l l u m  h e 
l y e t t  c s a k  a n n a k  e g y  o l y a n  r é s z h a l m a z á t  v i z s g á l j u k ,  a m e l y e n  x, 
é r t é k e i  m e g a d o t t  h a t á r o k  k ö z é  e s n e k ,  e z e n  a  r é s z h a l m a z o n  x 2 é r 
t é k k é s z l e t e l o s z l á s a  v i s z o n y l a g  ( a z a z  e z e n  r é s z h a l m a z  m é r t é k é h e z  
v i s z o n y í t v a )  u g y a n a z  l e s z ,  m i n t  a z  e g é s z  (0 , 1 )  i n t e r v a l l u m o n .  
H o g y  e z t  a  t é n y t  j o b b a n  k i e m e l j ü k ,  j e l ö l j ü k  r ö v i d e n  a z  AXi (zí , yt) 
h a l m a z t  A , - g y e i  é s  AXi (z.2, } '2 ) - t  A 2- v e l .  F e l t é v e ,  h o g y  A, m é r t é k e  
p o z i t í v  ( e l l e n k e z ő  e s e t b e n  a  ( 2 )  ö s s z e f ü g g é s  s e m m i  t m o n d ó v á  v á 
l i k )  ( 2 ) - t  a  k ö v e t k e z ő  a l a k b a  í r h a t j u k :
( 3 )  ! A A L  „  \ a 2\

1Л1
m á s s z ó v a l  a z  A2 h a i m  a z  A , - b e  e s ő  r é s z é n e k  m é r t é k e  ú g y  a r á n y l ik  
Aj m é r t é k é h e z ,  m i n t  a  t e l j e s  A ,  h a l m a z  m é r t é k e  a  ( 0 , 1 )  i n t e r v a l 
lu m  m é r t é k é h e z ,  a z a z  e g y h e z .

H a s o n l ó k é p a n  é r t e l m e z z ü k  3 ,  4  v a g y  a k á r h á n y  v a l ó s z í n ű 
s é g i  v á l t o z ó  f ü g g e t l e n s é g é t  i s :  a z  x , , x.2 , . . . .  ±n v a l ó s z í n ű s é g i  v á l 
t o z ó k a t  a k k o r  n e v e z z ü k  f ü g g e t l e n n e k ,  h a  a  z t , z.2 , , z„ és
y1, y2, ....y n v a l ó s  s z á m o k  t e t s z ő l e g e s  v á l a s z t á s a  m e l l e t t  t e l j e s ü l  a
( 4 )  ! AXl(z i , y x) AXa (z2, y 2) . . . (zn, y n) | =

=  \Ax M \  ' У\) \ - \ Ar. (̂ 2 . y .i) \  ■ • • «I AXn ( z n , y„) I 
f e l t é t e l .  M e g j e g y z e n d ő ,  h o g y  p l .  h á r o m  v á l t o z ó  ( a  k ö v e t k e z ő k b e n  
v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  h e l y e t t  r ö v i d e n  v á l t o z ó t  f o g u n k  c s a k  m o n 
d a n i )  p á r o n k i n t i  f ü g g e t l e n s é g e  m é g  n e m  b i z t o s í t j a  f ü g g e t l e n s é g ü 
k e t  a  f e n t i  é r t e l e m b e n .  H o g y  e b b e n  a  k é r d é s b e n  f é l r e é r t é s  n e  l e 
h e s s e n ,  h a  a  ( 4 )  f e l t é t e l  t e l j e s ü l ,  a z  x ,  , x 2 , . . . ,  x n v á l t o z ó k a t  t e l 
j e s e n  f ü g g e t l e n n e k  f o g j u k  n e v e z n é ,  h a  v i s z o n t  c s a k  a n n y i t  t e s z ü n k  
f e l ,  h o g y  p á r o n k in t ,  v a g y  p l .  n é g y e n k é n t  f ü g g e t l e n e k ,  a k k o r  e z t  
m i n d i g  h o z z á t e s s z ü k .  V a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  v a l a m e l y  v é g t e l e n  
s o r o z a t á t  a k k o r  f o g j u k  ( t e l j e s e n )  f ü g g e t l e n n e k  n e v e z n i ,  h a  a k á r 
h o g y a n  v á l a s z t v a  k i k ö z ü l ü k  v é g e s  s z á m ú t ,  a z o k  t e l j e s e n  f ü g 
g e t l e n e k .

H o g y  a  f ü g g e t l e n s é g  f o g a l m á t  m é g  j o b b a n  m e g v i l á g í t s u k ,  
n é z z ü n k  n é h á n y  p é l d á t .  O s s z u k  f e l  a  ( 0 , 1 )  i n t e r v a l l u m o t  2n 
e g y e n l ő  r é s z r e ,  é s  e z e n  i n t e r v a l l u m o k  m i n d e g y i k é b e n  l e g y e n  a z  xn 
v á l t o z ó  é r t é k e  á l l a n d ó ,  m é g p e d i g  f e l v á l t v a  + /  é s  — 1, m a g u k b a n  
a z  o s z t á s p o n t o k b a n  l e g y e n  xn é r t é k e  0 .  A z  í g y  n y e r t  xn f ü g g v é n y t  
n - i k  Rade m acheг-Ше. f ü g g v é n y n e k  i s  s z o k á s  n e v e z n i . 30 E z e k e t  a  
f ü g g v é n y e k e t  k é p l e t t e l  i s  e l ő á l l í t h a t j u k ,  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n :
(5) x n ( t )  =  s g n  ( s i n  2 n t n )

a h o l  s g n  (z) a  z v a l ó s  s z á m  e l ő j e l é t  j e l z ő  f ü g g v é n y ,  a m e l y  a  k ö -
30 H. Radernacher, Einige Sätze über Reihen von allgemeiner« Ortho

gonalfunktionen, Math. Ann. 87 (1922) 112— 138.
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v e t k e z ő k é p p e n  v a n  é r t e l m e z v e :  s g n  (z)  =  +  / ,  h a  z >  0, s g n  (z)  =  
=  —  / ,  h a  г  <  0  é s  s g n  ( 0 )  = 0 .  A z  x „  ( / )  v á l t o z ó k  t e l j e s e n  f ü g 
g e t l e n e k ,  a m i t  b e l á t h a t u n k ;  h a  t e k i n t e t b e  v e s s z ü k ,  h o g y  a z  x ^ t  (A) 
f ü g g v é n y  ú g y  k e l e t k e z i k ,  h o g y  m i n d e n  i n t e r v a l l u m o t ,  a m e ly e n  x„ (/) 
á l l a n d ó ,  k é t  e g y e n l ő  r é s z r e  o s z t u n k ,  a m e l y e k  k ö z ü l  a z  e l s ő n  
л' „ + /  = + - ■ / ,  a  m á s o d i k o n  xny\ ==■ -  7 .  H a s o n l ó k é p p e n ,  h a  x  o l y a n  
v á l t o z ó ,  a m e l y  c s a k  v é g e s  s o k  k ü l ö n b ö z ő  é r t é k e t  v e s z  f e l ,  p l .  a z  x ,  , 
x 2 , . . .  , x „  é r t é k e k e t  v e s z i  f e l  a z  h a l m a z o k o n ,  é s  a z
Ek h a l m a z o k  m i n d e g y i k é t  m r é s z h a l m a z r a  b o n t j u k ,  l e g y e n e k  e z e k

/г..| .
Eku Ekí,. . . ,  Ekm, —  o l y m ó d o n ,  h o g y  a z  ö - ' l  a r á n y  A '-tó i f ü g -

I £* I
g e t l e n  l e g y e n ,  é s  h a  a z  у v á l t o z ó t  ú g y  d e f i n i á l j u k ,  h o g y  a n n a k  é r 
t é k e  a z  Ekl h a l m a z o n  j» ,-v e l l e g y e n  e g y e n l ő  m i n d e n  A -r a , a k k o r  
i l y e n m ó d o n  e g y  x - t ő l  f ü g g e t l e n  у v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó t  k o n s t r u á l 
t u n k .  E z t  a  k o n s t r u k c i ó t  f o l y t a t v a  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  t e l j e s e n  
f ü g g e t l e n  s o r o z a t á t  n y e r j ü k .  T e r m é s z e t e s e n  e z e k  a z  e g y s z e r ű  p é l 
d á k  c s a k  a r r a  s z o l g á l n a k ,  h o g y  a  f ü g g e t l e n s é g  f o g a l m á t  m e g 
v i l á g í t s á k .

E g y  x — x (t) v á l t o z ó n a k  é r t e l m e z h e t j ü k  a  m o m e n t u m a i t  é s  
c e n t r á l i s  m o m e n t u m a i t .  A z  x ■ =  x  (A ) v á l t o z ó  A - a d ik  m o m e n t u m á n  
(A' =  1 , 2  , . .  . )  é r t j ü k  a z
( 6 )  Mk (x) =  f x k (A) dt

ő ■
i n t e g r á l t ,  f e l t é v e ,  h o g y  e z  a z  i n t e g r á l  l é t e z i k  ( a m i  t e r m é s z e t e s e n  
c s a k  a k k o r  k é r d é s e s ,  h a  x (t) n e m  k o r l á t o s ) .  A z  e l s ő  m o m e n t u m o t  
a z  x  v á l t o z ó  k ö z é p é r t é k é n e k  ( v a g y  v á r h a t ó  é r t é k é n e k )  n e v e z z ü k  
é s  M ( x ) - s z e l  v a g y  r ö v i d s é g  k e d v é é r t  x - s a l  j e l ö l j ü k .  A  m o m e n t u m o 
k a t  a z  e l o s z l á s f ü g g v é n y  s e g í t s é g é v e l  i s  k i f e j e z h e t j ü k ,  m é g p e d i g  h a  
F (y)  j e l e n t i  a z  x  v á l t o z ó  e l o s z l á s f ü g g v é n y é t ,  k ö n n y e n  b e l á t h a t ó ,  
h o g y  М/г(х) k i f e j e z h e t ő  a z

+ 0 0

( 7 )  Mk (x) =  .f y>\ dF ([/)
— O O

S / f c i Y / e s - i n t e g r á l l a l .  A z  x  v á l t o z ó  A - a d i k  c e n t r á l i s  m o m e n t u m á n  a z  
x ’ =  x  —  x  v á l t o z ó  A - a d i k  k ö z ö n s é g e s  m o m e n t u m á t  é r t j ü k .  A  c e n t 
r á l i s  m o m e n t u m o k  k ö z ü l  k ü l ö n ö s e n  a  m á s o d i k  m o m e n t u m o t  f o g 
j u k  g y a k r a n  h a s z n á l n i ,  a m e ly e t  a z  x  v á l t o z ó  s z ó r á s n é g y z e t é n e k  
n e v e z ü n k  é s  n 2 ( x ) - s z e l  j e l ö l ü n k ;  e n n e k  p o z i t í v  n é g y z e t g y ö k é t  n e v e z 
z ü k  a z  x  v á l t o z ó  s z ó r á s á n a k ,  a z a z  a z  x  v á l t o z ó  a ( x )  s z ó r á s á t  a  
k ö v e t k e z ő k é p p e n  d e f i n i á l j u k :  8

( 8 )  a (x) =  Í J  O r (A ) -  x)2 dt  J 2=  í  j  (y _  X)2 dF(y)

Г
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M á s  s z a v a k k a l  k i f e j e z v e ,  a z  x  v á l t o z ó  s z ó r á s a  a l a t t  é r t j ü k  x - n e k  a  
k ö z é p é r t é k é t ő l ,  x - t ó l  v a l ó  e l t é r é s é n e k  n é g y z e t é n e k  k ö z é p é r t é k é n e k  
p o z i t í v  n é g y z e t g y ö k é t .  A  k ö z é p é r t é k  l i n e á r i s  o p e r á c i ó ,  a z a z  h a  x ,  
é s  x 2 v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k ,  a é s  b v a l ó s  s z á m o k ,  M (ax1 +  bx.,) =  
=  aM ( X j )  +  ó M ( x 2) .  M e g  k e l l  e m l í t e n ü n k  a  f ü g g e t l e n s é g  k é t  
f o n t o s  k ö v e t k e z m é n y é t :  h a  a z  x , , x 2 , x n v á l t o z ó k  t e l j e s e n  f ü g 
g e t l e n e k ,  a k k o r  s z o r z a t u k  k ö z é p é r t é k e  e g y e n l ő  k ö z é p é r t é k e i k  s z o r 
z a t á v a l ,  a z a z
(9) M (xt x2 . . .xn) =  M (x-j) M (x2) . . M  (xn)

E n n e k  e g y s z e r ű  k ö v e t k e z m é n y e ,  ( h o g y  h a  a z  xt , x 2 , . .  . ,  x „  v á l t o z ó k  
p á r o n k i n t  f ü g g e t l e n e k ,  a k k o r  ö s s z e g ü k  s z ó r á s n é g y z e t e  e g y e n l ő  a  
t a g o k  s z ó r á s n é g y z e t é n e k  ö s s z e g é v e l :
(10) <x2 (xí +  x2 +  . . . +  xn) =  a2 (Xj) +  a2 (x2) +  . . .  +  <x2 {xn).
A  s z ó r á s  a z t  m é r i ,  h o g y  m e k k o r a  i n g a d o z á s o k a t  v é g e z  a z  x  v á l 
t o z ó  a  k ö z é p é r t é k e  k ö r ü l ;  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a  s z ó r á s h o z  k é p e s t  i g e n  
n a g y  i n g a d o z á s  i g e n  v a l ó s z í n ű t l e n .  E z t  a  s z e m l é l e t e s  t é n y t  f e j e z i  
k i s z a b a t o s  f o r m á b a n  Csebisev h í r e s  e g y e n l ő t l e n s é g e , 31 a m e l y  e g y 
s z e r ű s é g e  e l l e n é r e  a  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s  i g e n  j ó l  h a s z n á l h a t ó  
s e g é d e s z k ö z e .  Csebisev e g y e n l ő t l e n s é g e  a z t  m o n d j a  k i ,  h o g y  a n 
n a k  a  v a l ó s z í n ű s é g e ,  h o g y  a z  x — x  k ü l ö n b s é g  a b s z o l ú t  é r t é k b e n  
n a g y o b b  l e g y e n  x  s z ó r á s á n a k  X - s z o r o s á n á l ,  a h o l  Л t e t s z ő l e g e s
p o z i t í v  s z á m ,  k i s e b b ,  m i n t  —  . E n n e k  a z  e g y e n l ő t l e n s é g n e k  a  b i -

X2
z o n y í t á s a  r e n d k í v ü l  e g y s z e r ű .  J e l e n t s e  Ez a z o n  /  p o n t o k  h a l m a z á t ,  
a m e l y e k r e  | x  ( / )  —  x  | >  Я a ( x )  a k k o r

(11) a% W  =  í  (x  (0  ~  •r)8 Л  =/(■*" (0  — x)2 d t  ̂  X- a2 (x) \Ez\, 

a z a z

( 1 2 )  V(\X ~ x \  > i o ( x ) ) < - L - ,

a m i  Csebisev e g y e n l ő t l e n s é g e .

A konvergencia különböző definíciói.

A  v a l ó s z í n ü s é g s z á m í t á s b a n  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  k o n v e r 
g e n c i á j á n a k  k ü l ö n b ö z ő  d e f i n í c i ó i  h a s z n á l a t o s a k .  E z e k  k ö z ü l  k ü l ö 
n ö s e n  k e t t ő v e l  f o g u n k  f o g l a l k o z n i :  a  g y e n g e  é s  a z  e r ő s  k o n v e r 
g e n c i a  f o g a l m á v a l .  A z  x 1 ( x 2 , . . .  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  s o r o z a t á t

81 О szrednüh veliesinah, MSZ 2 (1867).

MtóMÍ
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az л: változóhoz gyengén konvergensnek nevezzük,, ha akárhogyan 
adunk is meg egy pozitív e számot, V ( | xn — x  | >  e) ——► 0, 
ha n -*■ oo . A konvergenciának ezt a faját (valószínűségi) mér
tékben való konvergenciának is szokás nevezni. A mértékben való 
konvergencia fogalma a valós függvénytanban is használatos; a 
valós függvénytan módszereivel könnyen bebizonyítható, hogy a 
gyenge konvergenciára érvényes a Cauchy-féle konvergencia kri
térium: annak szükséges és elégséges feltétele, hogy az x„ válto
zók gyengén konvergáljanak valamilyen x változóihoz az, hogy 
lim V ( I xn — xm I >  e) =  0 minden e >  0-ra fennálljon.
n—>oo

t l l —> " 0 0

Abból, hogy az xn változók konvergálnak x-hez, általában még 
nem következik, hogy M <(xn ) is konvergál M (x)-hez, ehhez to
vábbi megszorítások szükségesek (pl. elegendő, hogy az xn vál
tozók egyenletesen korlátosak legyenek). Ezzel kapcsolatban ér
dekes megjegyezni, hogy viszont az ú. n. mediánok gyenge kon
vergencia esetén is konvergálnak. Egy x változó egy médiánján
olyan m valós számot értünk, amelyre F (y) — , ha у ^  m és

/  2 
F (у) > — , ha у  >  m, ha F (y) jelenti x eloszlásfüggvényét.

Nyilvánvaló, hogy egy x változó mediánja nincsen általában 
egyértelműen meghatározva, x médiásainak összessége álta
lában egy teljes intervallumot tölt ki. Mármost könnyen be
látható, hogy ha az xn változók gyengén konvergálnak x-hez 
és mn konvergál egy m számihoz, akkor m az x változó egy 
mediánja. Az x„ változók sorozatát gyengén stabilisnek nevezzük, 
ha létezik olyan cn számsorozat, hogy xn — cn gyengén 0-hoz 
konvergál. Amennyiben cn — M (xn) és xn — cn gyengén 0-hoz 
tart, azt mondjuk, hogy az xn sorozat (gyengén) normálisan sta
bilis. Könnyen belátható, hogy egy egyenletesen korlátos xn soro
zat, ha egyáltalán stabilis, akkor mindig normálisan stabilis: álta
lában, ha az x„ sorozat stabilis, akkor cn helyett x„ valamely mn 
mediánját választva, x„ — mn' is gyengén 0-hoz fog konvergálni. 
A gyenge konvergencia fogalma lényegében Bernoulli-tói szárma
zik, modern megfogalmazása és tulajdonságainak alapos vizsgá
lata a valószínűségszámítás szempontjából Szlucki érdeme.32

A másik már említett, igen gyakran használatos konvergen- 
ciafogalom az erős konvergencia. Az xn változók sorozatát erősen 
konvergensnek nevezzük az x változóhoz, ha V (lim xn =  x) =  1,

n->-oo
azaz, ha majdnem minden t értékre xn (í) konvergál x (í)-hez,

K Über stochastische Asymptoten und Grenzwerte, Metrón 3 (1925).
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másszóval lia azon t értékek halmaza, amelyekre xn (t) nem kon
vergál X (/)-hez, zérus mértékű. Könnyű belátni, hogy az erős kon
vergencia valóban erősebb a gyenge konvergenciánál, azaz, ha 
xn erősen konvergál jc-hez, akkor gyengén is konvergál, fordítva 
azonban nem. Hogy az első állítást belássuk, jelentse en azon t 
point ok halmazát, amelyekre az

I xn (0  — X (t) I <  e , I xn+ i (i) — X{í)  I <  e ,
■ ■ \xn + k{t) — X {í)\ < e , . . .

egyenlőtlenségek egyidejűleg fennállnak, ahol e tetszőlegesen vá
lasztott pozitív szám. Nyilvánvaló, hogy en tartalmazza en _/-et, 
továbbá, hogy majdnem minden t valamelyik e„-hez (és természe
tesen attól kezdve minden <?„+A-hoz) hozzátartozik, feltéve, hogy 
x n erősen tart x-hez. így tehát lim \ e n \ = 1■ Jelentse továbbá En

П - У  oo
azon t pontok halmazát, amelyekre | xn (0  — x (í) | <  e fennáll. 
Nyilvánvaló, hogy En tartalmazza cn -t és így lim | En | =  /,

n —►oo
amiből már következik, hogy lim V ( | xn (t)  — x (t) \ > £ ) ==

n—>co
lim (/ — \ En \) — 0, vagyis ezzel bebizonyítottuk, hogy az erős

íl—>oo
konvergenciáiból következik a gyenge konvergencia; arra, hogy az 
ellenkező állítás nem áll fenn, könnyű példát találni. Például definiál
juk az xn változókat a következőképpen: keressük meg azt a két 
négyzetszámot, amely közé n esik, legyen pl. к2 <  (к +  l ) 2, 
azaz n = к2 +  r, ahol 0 < г  5: 2к és legyen хп (t) =  1, ha

2k + У  = f -  2 М -  1 E b k é n t  legyen x„(t) =  0. Nyilvánvaló, hogy
az így definiált xn sorozat gyengén konvergál 0-hoz, hiszen
V (xn >  0) < ~  ; ezzel szemben minden t-re x„ (f), vég-

Yn
télén sok n értékre egyenlő O-val és végtelen sok n-re /-gyei, 
vagyis az xn (t) számsorozat t egyetlen értékére sem kon
vergál. A gyenge és erős konvergencia közötti különbséget leg
jobban úgy húzhatjuk alá, ha rámutatunk, hogy az erős konver
gencia azt jelenti, hogy annak a valószínűsége, hogy xn (t)—- 
—x (/) I >  e egyenlőtlenségek egyidejűleg n = N , N + 1 , N + 2 ,...-  
re fennálljanak, egyhez konvergáljon, ha N végtelenhez tart, vagyis 
az erős konvergencia egyenletes gyenge konvergenciát jelent. A fenti 
példából láttuk, hogy lehetséges, hogy az xn(t) változók gyengén 
konvergáljanak 0-hoz, de ugyanakkor az xn (t) számsorozat sehol 
se konvergáljon. Kolmogorov híres 0-vagy-l törvénye33 erre az esetre

33 A. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrsclieinliclfkeitsrechnumg, Er
gebnisse d. Math. u. Grenzgebiete II. 3 Berlin, Springer 1933.
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alkalmazva azt mondja ki, hogy amennyiben az xn változók függet
lenek, akkor azon t pontok halmaza, amelyekre x„ (A) konvergál, 
vagy 0-mértékü vagy 1-mértékű halmazt alkotnak, azaz független 
változók egy sorozata vagy majdnem mindenütt konvergál, vagy pe
dig majdnem mindenütt divergál. Ezt a következőképpen bizonyíthat
juk be: jelentse Ent ,u m azon t pontok halmazát, amelyekrep=/,i?
ra egyidejűleg fennállnak az \xn+p (t) — xn (/) j <-^egyenlötlenségek.
Ha valamely / értékre az xn(t) számsorozat konvergál, akkor min
den m pozitív egész számhoz van olyan n pozitív egész szám, hogy 
i  minden A-ra hozzátartozik az Ep. k m halmazhoz. Ezt fejezi ki 
Kolmogorov ismert képlete,34 amely szerint ha E jelöli azon t 
pontok halmazát, amelyekre xn( t)  valamilyen határértékhez kon
vergál,
n m E =  lim lim lim En,k,m-
V 1 m—yoo n~+ oo k-*-oo

Könnyű belátni, hogy ugyanez a képlet fennáll akkor is, ha A, n 
és m nem az összes pozitív egész számokon, hanem csak pozitív 
egész számok valamely végtelen részsorozatain futnak végig. Je
lentse G„t2k,m az En, k, m és En+kf k> m halmazok közös részét, 
azaz azon t pontok halmazát, amelyekre egyidejűleg fennállnak az

(13) \xn+ p { t ) -  xn (A)| < ------; p = / ,  2, k
m

és

(14) \xn+k+p( t ) - x n + * (0 | <  ——  ; p =  1,2,  . . . ,  k
m

egyenlőtlenségek. Tekintettel az xn változók függetlenségére, 
könnyen belátható, hogy | Gn, 2k,m j  =  | En,k.m | . í  En+k, k,m | . 
Másrészt nyilvánvaló, hogy a GHt 2k. m halmaz tartalmazza az 
En.2k.2m halmazt, hiszen ha

I xn + p (A) — xn (t) I <  — ; p  =  / , 2, . . . , 2 k,
2 m

akkor (13) nyilván teljesül, és (14) is teljesül, tekintetbe véve, hogy

I Xn+k+p (A) xn-\-k I < xn-\-k-\-p (A) xn(t) I -j- I xn-\-k (/) —

(A) I <  -  • — +  -  —  =  — ha p = l , 2 , . . . , k .
2m 2 m m

Ezért

34 Lásd 33

Г
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(16) I En, 2 к, 2 т I 5з | Еп, к, т \ ■ \ Еп -\- к, /г,т \ ■
Mármost egymásután elvégezve а к — *- п— >°° és т —
határátmeneteket, következik (16)-ból és (12) —bői, hogy

(17) \ E \ ^ \ E \ * .  '
Mivel \E\Ü /, ez csak úgy tehetséges, h a |^ | =  0 vagy ha \E\ — 1. 
Itt felhasználtuk azt a tételt, hogy ha az Fn mérhető halmazok mo
noton növekvő (vagy csökkenő) sorozatot alkotnak, akkorlimEn — F 
is mérhető halmaz és lim \Fn\ =  |/*T|. (Ha FnC Fn±i, n =  1,2,..., akkor 
lim Fn mindazon pontok összességét jelenti, amelyek valamelyik Fn 
halmazhoz tartoznak, ha Fn 3 Fn+i n =  1 , 2 , . . .  akkor lim Fn 
mindazon pontok halmazát jelenti, amelyek minden F„-hez hoz
zátartoznak). Hasonlóképpen bizonyítható be a 0-vagy-l törvény 
egy másik speciális esete, mely szerint, ha x±, x.,, . ..,xn , ... füg
getlen valószínűségi változók, a

O O

У х п
n = J

sor konvergenciájának valószínűsége vagy 0, vagy 1.
Szükségünk lesz a következőkben az erős konvergencia egy 

egyszerű elégséges felléteiére. Jelenítse Enm azon t pontok halma
zát, amelyekre \xn (t) — x(t ) | >  ; ha a

(is )  J h  I
П—1

sor m minden pozitív egész értékére konvergál, akkor xn (t) erő
sen konvergál x(f)-hez. Ezt a következőképpen láthatjuk be: ha 
egy t értékre xn (t) nem konvergál x(/)-hez, akkor van olyan m,
hogy I xn (t) — л (t) I >  — végtelen sok п-re, hiszen ha minden
m-re véges sok n kivételével, azaz elég nagy n-től kezdve fennáll
I xn (0  — X (t) I <  —̂ -, akkor xn (t) konvergál x(t)-hez. Jelöljük
Főinél azon / pontok halmazát, amelyekre | xn (f) — x  (f) | >  —
végtelen sok п-re teljesül; ha E jelöli azon pontok halmazát, ame
lyekre xn (0  nem konvergál x( t ) -hez, akkor tehát E része a
ÖO 00
~УЕт halmaznak. Másrészt Em része a > ’ Enm halmaznak minden

m~ 1 n=N
N-re, és így

СО

(19) \ E m \ ^ 2 \ E™\'n=N
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ahol a jobboldalon álló számok 0-hoz tartanak, ha N — ►«’. 
Vagyis in minden értékére Em О-mértékű halmaz, De viszont tud
juk, hogy megszámlálható sok 0 mértékű halmaz összege szintén 
0 mértékű, és így E is O-mértékü, vagyis xn(t) valóban erősen 
konvergál x(/)-hez.

Az erős konvergenciával kapcsolatban is bevezetjük a stabili
tás fogalmat. Az xn (t) változók sorozatát erősen stabilisnak ne
vezzük, ha van olyan cn számsorozat, hogy x n ( t ) — cn erősen tart 
0-hoz. Az erős stabilitás normális, h,a c„-nek az xn változó kö
zépértékét is választhatjuk.

Végül bevezetjük az ekvivalens sorozatok fogalmát. Valószí
nűségi változók két sorozatát — jelöljük őket x„-nel és -nel — 
ekvivalensnek nevezünk, ha a

O O

(20) У  V (■*« Ф  Уп)
п=1

sor konvergens. Az erős konvergenciára fent adott kritériumból 
azonnal következik, hogy ha xn (t) erősen konvergál x(/)-hez és 
az y n(t) soiozat ekvivalens x„(f)-vel, akkor yn(t) is erősen kon
vergál x(í)-hez. Ehhez ugyanis csak azt kell kimutatni, hogy 
xn(t) — yn (t), erősen konvergál 0-hoz, és ez (20) alapján a fenti 
kritériumból azonnal következik. Az is könnyen belátható, hogy 
ha az xn és y n sorozatok ekvivalensek, és xn gyengén konvergál 
x-hez, akkor yn is gyengén konvergál x-hez. Ugyanis az x„ és y n 
sorozatok ekvivalenciájából, mint láttuk, következik, hogy x„ — y n 
erősen konvergál 0-hoz, akkor tehát xn — yn gyengém is konver
gál 0^hoz, és mivel xn — x is gyengén 0-hoz konvergál, tehát 
yn —  X = (yn — x n) +  (x„— x) is gyengén konvergál 0-hoz. Az 
ekvivalens sorozatok fogalmát Khincsin vezette be.

Megemlítjük még, hogy az erős konvergencia fogalmát elő
ször Boréi33 és Cantelli30 vezették be.

Miután az erős és gyenge konvergencia fogalmát értelmeztük 
valószínűségi változók sorozataira, semmi akadálya sincsen, hogy 
ugyanezeket a fogalmakat valószínűségi változókból álló végtelen 
sorokra is átvigyük: egy ilyen sor erős, ill. gyenge konvergenciáján 
természetesen a részletösszegek sorozatának erős, ill. gyenge kon
vergenciáját értjük.

25 E. Boréi, Les probabilités dénombrables et leurs applications arith- 
métiques, Rend. Palermo 27 (1909) 247—271.

и F. P. Cantelli, Sulla legge dei grandi numeri, Mem. Acad. Lincei, 
11 (1916).
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A nagy számok gyenge törvényei.

A valószínűségi változók tetszőleges sorozatának gyenge kon
vergenciájának szükséges és elégséges feltételeit Bernstein, Kolmo
gorov és Gnedenko adták meg.37 Ezt a kérdést teljes általános
ságban nem fogjuk itt tárgyalni, hanem csak az alkalmazások 
szempontjából legfontosabb és egyben legrégibb idevágó problé
mával, a nagy számok (gyenge) törvényével fogunk foglalkozni. 
A nagy számok törvényének legegyszerűbb esete még Bernoulli-tói 
származik. Bernoulli a következő tételt bizonyította be: ha egy E 
esemény bekövetkezésének valószínűsége p, és n kísérletet végzünk, 
amelyek mindegyikének eredménye az E esemény bekövetkezésében 
vagy nem-bekövetkezésében áll, továbbá, ha feltesszük, hogy az 
egyes kísérletek eredményei egymástól függetlenek, akkor ha A'„-nel 
jelöljük az első n kísérlet közül azok számát, amelyeknél az E ese-

ízmeny bekövetkezett és /„ =  —, azaz f n jelenti az E esemény gya

koriságát az első n kísérlet során, akkor fn gyengén konvergál 
p-\hez. Rendeljük hozzá az n-edik kísérlethez az xn valószínűségi 
változót, amelyet úgy értelmezünk, hogy xn =. +  1, ha az n-edik 
kísérletnél E bekövetkezett és xn = 0, ha E nem következett be 
(n — 1 , 2 , 3 ,  ...), akkor nyilván kn — x± +  x2 +  .,. + xn , azaz 
Bernoulli tétele úgy is megfogalmazható, hogy az
(2Í) =  3  +  лг2+_ - • • +  х»

valószínűségi változó gyengén konvergál /7-hez. Mivel M(xn) = p 
és így M(fn ) — p, ezt úgy is kifejezhetjük, hogy az f n változók 
sorozata gyengén normálisan stabilis. A kísérletek függetlenségé
nek feltevése nyilván azt jelenti, hogy az xn változók függetlenek 
(teljesen függetlenek). Az újabb vizsgálatok megmutatták, hogy 
Bernoulli tétele messzemenően általánosítható és nemcsak a fenti 
speciális x n változókra érvényes, hanem független változók igen 
általános sorozataira is igaz az, hogy a (21) által értelmezett fn 
változók sorozata gyengén stabilis, sőt a függetlenség feltevését is 
enyhíteni lehet. Emeljük ki a Bernoulli-féle tételben szereplő xn 
változók egy speciális tulajdonságát: az xn változók mindegyike 
ugyanazon eloszlásfüggvénnyel bír, hiszen n minden értékére xn 
a 0 és 1 értékeket veszi csak fel, 1—p és p valószínűségekkel. Ez 
a feltevés különleges érdekességgel bír, hiszen ez a helyzet mindig,

3? a) S. Bernstein, О. zakómé bolsih csiszel, Kharkov, Zap. Matemat. 
16 (1918) 82—87. b) A. Kolmogoroff, Über die Summen durch dem Zufall 
bestimmter unabhängiger Grössen, Math. Ann. 99 (1928) 309—319. Lásd 
még u. о. 102 (1929) 484—488. с) В. V. Gnedenko, Predelniie zakoni dija 
szumm nyezaviszimüh szlucsaíinüh velicsin UMN 10 (1944) 115— 165,
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amikor ugyanannak a kísérletnek az ismételt végrehajtásáról és a 
kísérletek eredményétől függő valószínűségi változókról van szó. 
A nagy számok gyenge törvényei gyűjtőnév azokat a tételeket fog
lalja magába, amelyek az x1, x 2,..., x„, ... valószínűségi változók 
számtani közepeinek gyenge konvergenciájára vonatkoznak. A kö
vetkezőkben néhány idevágó fontos tételt mutatunk 'be. Nem tö
rekszünk arra, hogy a lehető legáltalánosabb tételeket mondjuk ki, 
hanem csak arra, hogy néhány, elsősorban Khincsintö\ és Koimo- 
gorovtói származó tételt mutassunk be, amelyeken az általuk be
vezetett új módszereket megismerhetjük.

Induljunk ki a nagy számok törvényeinek Csebiscv és Markov- 
tól58 származó klasszikus esetéből. Feltesszük, hogy az xn változók 
középértéke és szórása véges. Az általánosság megszorítása nélkül 
a továbbiakban feltesszük, hogy M(xn) =  0 , n =  1 , 2 , 3 , . . . ,  
ugyanis a tárgyalandó tételekben mindig normális stabilitásról lesz 
szó és az xn változók helyett az x’n =  xn — M(xn ) változókat be
vezetve feltevésünk mindig teljesül. Legyen Sn — *i + x2 +  ... + 
+ x„, legyen továbbá o2(xn) =  M (x*) = bn és a- (Sn) =  M (S„) =  
=  B„. Markov tétele, amelynek bizonyítása teljesen Csebisev

ß
egyenlőtlenségén alapszik, a következőképen szól: Ha lim =  0,

^  n —>-oo TI
akkor az /„ =  — változók gyengén stabilised Ezt a következő- 

n  ß
képpen láthatjuk be: Mivel o2 ( /„ )= -—, a Csebisev egyenlőtlen-

n2
ség szerint

(22) v(|A |>/® -)<i
Legyen most e tetszőleges pozitív . szám, és válasszuk Я-t úgy,

hogy е =  Я^--- legyen, azaz legyen Я =  EJL, akkor (22)-bői 
n 1IBn

(23) V{\fn l > 0 <  —
E2 fi2

BnVVivei feltettük, hogy l im— 2 ~ =  0, állításunk azonnal következik.
n —> oo Tl~

Könnyen beláthatjuk azt is, hogy abban az esetben, amikor \fn\ 
jgyen letesen korlátos, a Markov-féle feltétel nemcsak elegendő, 
íanem szükséges is. Ugyanis legyen általában x(t)  egy korlátos 
'alószínüségi változó, |jt| < M, legyen M (x) =  0 és jelentse Ея 
izon t pontok halmazát, amelyekre | jc(/) | > Ясг (а=а(дг) ) .  Ak- 
:or nyilván

a A. A. Markoff, Iszcsiszlenie verojatnosztei, Moszkva, 1924 (4. kiiaid.).



(24) <т2 = J x 'dt* Мг \Ex\ + X* <*2 (/ -  \Ёх\)
о

és így
а2 -  Г- о2

(2Ö) \Ех\ £■ М2 _  Я2 02 •

Alkalmazzuk ezt a mi esetünkre: tegyük íel, hogy | fn \ < M 
(n =  1 ,2  , ... ,) kapjuk, hogy

En_ 2—Г- —
(26) I7 ( \fn\ >  Ю ^ -fiTET#

ß
ha mármost n nem tart 0-hoz, megadható az egész számoknak

rí1 r öolyan nk végtelen részsorozata, hogy -----  > a >  0; legyen e2 =
rfk 2

(26) -ból nyerjük, hogy

(27) V( \fn\ >  e)> ,
fn nem tart gyengén 0-hoz, amivel állításunkat igazoltuk. A Mar
kov tétel bizonyításánál az xn változók függetlenségére vonatko-

ß
zólag nem tettünk fel semmit, de a lim —  =  0 feltevést általában

/г2
még korlátos változók esetében is csak az x n változók függetlensé
gére (vagy legalább is gyenge függőségére) vonatkozó feltevés
ből tudjuk kimutatni. Így például ha az xn változók egyenletesen 
korlátosak, \xn\<M  és páronként függetlenek, akkor a Markov- féle 
feltétel teljesül, ugyanis ebben az esetben (10) alapján
, n o x  Bn o2 (S„) (J2 (xt) +  a2 (x2) +  .  .  .  +  a2 (xn) „  M'1(2«) = ------—  = ------------------------------ -----  “ ''

nl nr nr n
Hasonlóképpen teljesül a Markov-féle feltétel, ha azt tesszük fel,

. hogy xn és xm közötti függőség n — m növekedtével egyre gyen
gébbé válik. Tegyük fel például, Bernsteint követve,30 Rnm-mel je
lölve az xn és xm változók korrelációs együtthatóját, vagyis az
/nq\ p  _  M  (■*« -Гт)(29) Knm — a {xn)o (xm)
jelölést bevezetve, hogy | Rnm \ < c ( | n — m | ), ahol a c(r) pozitív
függvény 0-hoz tart, ha r-> , ebben az esetben (újból feltéve,
hogy az xn változók egyenletesen korlátosak),

38 S. Bernstein, Teória verojatnosztei, Moszkva—Leningrád, QTTI 
(1946) 4. kiadás. 1—556. Lásd 193. o.
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n - t

(30) +
/г2 п

г) с (г)
п —1

М 2
п

У, С ( г )

+  2 Г- п
vagyis tekintve, hogy с (г)-rel együtt annak számtani közepe is 
0-hoz tart, nyerjük, hogy ebben az esetben is teljesül a Markov
i é i  feltétel.

Ha ránézünk (28)-ra, azonnal látjuk, hogy a Markov-féle 
feltétel teljesüléséhez nem szükséges, hogy az xn változók egyen
letesen korlátosak legyenek, elegendő (a páronkénti függetlenséget 
feltéve) az is, ha szórásaik egyenletesen korlátosak. Abban az 
említett esetben, amikor az xn változók ugyanazon F(y)  közös 
eloszlásfüggvénnyel bírnak, ez a feltétel automatikusan teljesül, ha 
F(y)  második momentuma véges. Ilyenmódon a következő tételt 
nyerjük: Ha az x1, x 2>... valószínűségi változók páronként füg
getlenek, mind ugyanazon F(y) eloszlásfüggvénnyel bírnak, 
M(xn) — 0 és M(x*) =  o2 véges, akkor érvényes a nagy számok
gyenge törvénye, azaz /„ =  -■* ' —2 'n ' ‘ ' —— gyengén tart
О-hoz. Kilincsül kimutatta,40 hogy ebben a tételben a második mo
mentum létezésének feltételezése mellőzhető, azaz bebizonyította, 
hogy igaz a következő tétel is: Ha az x1, x 2>... változók mind 
ugyanazon F (y) eloszlásfüggvénnyel bírnak, és az x, változók 
(közös) közé pért éke M(xl) = a  létezik (azaz, ha az xn változók 
integrálhatók), továbbá, ha az xn változók páronként függetlenek, 
akkor érvényes rájuk a nagy számok gyenge törvénye, azaz
fn — 1----- ------------- -gyengén konvergál а-hoz. Megjegyzendő,
hogy az xn változók integrálhatósága itt Lebesgue értelmében ér
tendő, azaz abszolút integrálhatóságot jelent, azaz ez a feltevés 
nemcsak azt jelenti, hogy az

( 3 1 )  +J у  dF{y)  ,
-  со

hanem, hogy az

( 3 2 )  7 °  \y\dF(y)
—  СО

integrál is létezik, vagy másként kifejezve, azt jelenti, hogy létezik a
+ B

( 3 3 )  lim S у  d F(y)  =  a
A —► OQ —A 
В —► со

40 Sur la toi des grands nombres, Comptes Rendus Acad. Sei. Paris, 
188 (1929) 477—479.



по

határérték, ahol A és В egymástól függetlenül tartanak végtelen
hez. Hogy a bizonyítást valamivel egyszerűbbé és áttekinthetőbbé 
tegyük, szorítkozzunk arra az esetre, amikor az xn változók elosz
lása szimmetrikus, azaz tegyük fel, hogy F(—у ) =  V(xn <  —y) =  
— V(xn >  + 'y) =  1 — F(y);  az általános esetben a bizonyítás 
lényegében ugyanúgy történik. Definiáljuk az yn változót a követ
kezőképpen : legyen yn =  xn ha \ xn \ < n és legyen egyébként 
y n =  0. Először kimutattuk, hogy az xn és yn sorozatok ekvivalen
sek. Ez úgy látható be, hogy

СО

(34) pn =  У(хп ф  y n) =  2 ( 1 -  F(rí)) =  2 $  d F ( y )
П

és így
OO СО k - \ - 1  OO

(35) 2 p n =  2 2 k  S d F ( y ) * 2 S y d F ( y ) ,
n = l *=/ * 0

O O

vagyis V  pn konvergens, tehát xn és y n e k v iv a le n s  sorozatok. 
n = l

Az ekvivalens sorozatokra vonatkozó tétel szerint elegendő tehát 
bebizonyítani, hogy az yn sorozatra áll a nagy számok gyenge tör
vénye. Először is megjegyezzük, hogy az y n változók is páron
ként függetlenek, ez yn definíciójából és az x n változók független
ségéből könnyen következik. Másodszor kimutatjuk, hogy az yn 
változókra alkalmazható a Markov-féle kritérium. Legyen Tn =  
= Ух +  J’í + +  У П és legyen
(36) Bn =  M (Ti) =  M(yi )  +  M(yl )  + . . .  +  M (yl)
Tn szórása (itt felhasználtuk azt, hogy az xn változók eloszlásá
nak szimmetrikus volta folytán az yn változók eloszlása is szim
metrikus és így M(yn ) — 0, továbbá az yn változók páronkinti 
függetlenségét). Csak azt kell tehát Khincsin tételének bizonyítá-

ß
sához kimutatnunk, hogy lim —— =  0. Ezt a következőképper

с о  я 2
láthatjuk be: Egyszerű számolással nyerjük, hogy:

t i  k  11 — 1  k ~ \ - í

(37) Bn =  2 2  S У2 d  F(y )  =  2 2  (n-k)  J y* d  F ( y )  s
k=l 0 k=0 k

n - t  k + t
ä 2 2 0 г - k )  ( k + 1 )  S У dF(y ) .

k = 0  k

(37) -ből könnyen következik, hogy 38 *

(38) Bn^ 2 n N  J у  d  F (y) A-2 rí- j у  d  F  (у),
о N
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ahol N <  n tetszőleges pozitív egész szám. Rögzítsük /V-et és 
tartson n végtelenhez, (38)-ból nyerjük, hogy

(39) lim sup —  ü,2j у  d  F ( y ) .
ril N

Mivel N  tetszőlegesen nagynak választható, következik (39)-bői, 
B„hogy Ihn sup—— tetszőleges kis pozitív számnál kisebbé tehető, 

n —> эо пг
В вvagyis lim sup—n — 0 és így lim —— = 0  (tekintve, hogy Bn 

n-*-oo n2 n—*-co n2
pozitív), amivel Khincsin tételét bebizonyítottuk.

Kolmogorov megmutatta,41 hogy még az x„ (/) függvények 
középértékének létezését, tehát xn (/) integrálhatóságát sem kell 
kikötni, ehelyett elegendő a lim n . V ( | Xk | ^ n) — 0 feltétel,

n - >  oo
amely viszont nemcsak elégséges, hanem szükséges is a nagy szá
mok (gyenge) törvényének érvényességéhez. Kolmogorov tétele

- f -O O

magábanfoglalja Khincsin tételét, ugyanis, ha M{xk) — J у d F (y) 
létezik, akkor —
(40) n . V( \xk\ > n) =  2 n )' d  F(y )  ő  2 *  у  d  F( y )  -»■ 0,

n n

ha n -> oo, azaz Kolmogorov feltétele teljesül. Kolmogorov tételé
nek bizonyításának alapgondolata hasonlít Khincsin tételének fent 
közölt bizonyításához, és így azt az olvasóra bízzuk. Megemlítjük 
még, hogy Kolmogorov arra az esetre is megadta a nagy számok 
gyenge törvényének érvényességének szükséges és elegendő felté
telét, amikor az xn változókról nem tételezzük fel, hogy ugyanazon 
eloszlásfüggvénnyel bírnak, csak azt, hogy páronként függetlenek, 
azonban ennek ismertetése túlságosan messze vezetne.

Az összes eddig tárgyalt esetekben az xn valószínűségi vál
tozók számtani közepei gyengén konvergáltak egy konstanshoz 
(illetőleg annak kivonásával О-hoz). Ez jellemző általában a füg
getlen, ill. majdnem független valószínűségi változók sorozataira. 
Mielőtt továbbmennénk és áttérnénk a nagy számok erős törvényei
nek ismertetésére, egy példát mutatunk olyan esetre, amelyben a 
függetlenség helyett teljesen más jellegű feltevésből indulunk ki. 
Ez az eset az ú. n. stacionér sorozatok esete. A stacionér sorozatok 
fogalmát Khincsin vezette be,42 és az ő nevéhez fűződik ezen so
rozatok tulajdonságainak a tisztázása is. Ebben az esetben is ér

41 L á sd  31
42 A. Khintchine, Über stationäre Reihen zufälliger Variablen MSZ 

40 (1933) 124— 128.
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vényes a nagy számok törvénye, de az a változó, amelyhez a szám
tani közép gyengén konvergál', ebben az esetben már nem kon
stans, és így a használt módszerek is gyökeresen különböznek. 
A két eset közötti alapvető különbség okaira vonatkozólag az er- 
godikus elmélet ad felvilágosítást, azonban az ergodikus elmélettel 
való kapcsolatra itt nincs módunkban kitérni.

Az x±, x2, xn, ... valószínűségi változók sorozatát Khin
csin stacionérnek nevezi, ha a következő feltételek teljesülnek: az 
xn változók mindegyikének ugyanaz a középértéke, M(xn) =  a, 
ugyanaz a szórása, M((xn— a)2) =  b2, továbbá bármely két vál
tozó korrelációs együtthatója csak indexeik különbségének abszo
lút értékétől függ:

(41) . f t .  -  -  R  ( |„  -  „ I )
ó2

A stacionér sorozatok elméletének igen nagy jelentősége van 
a fizika több ágában, különösen a statisztikus mechanikában. 
A fent definiált stacionér sorozatokra, amint ezt Khincsin kimutatta, 
érvényes a nagy számok gyenge törvénye. Khincsin elméletét álta
lánosította és kiterjesztette stacionér változók folytonos seregére 
is, megalkotta az ú. n. stacionér stochasztikus folyamatok elméle
tét, amelyekről a későbbiekben még szó lesz. Most szorítkozzunk 
Khincsin tételének bebizonyítására. Legyen x1, x2, x„, ... va
lószínűségi változók egy stacionér sorozata, az általánosság csor
bítása nélkül feltehetjük, hogy M(xn) = 0  és M(x?< ) =  1. Legyen

<42)

Annak bebizonyításához, hogy fn gyengén konvergál valamely / 
valószínűségi változóhoz, csak azt kell kimutatnunk, hogy

(43) lim M [(fn — /m)2] =  0,
n  - >  O O  

/7Z —>-
ugyanis ebből a C.s ti>is c v - e gye n 1 ő t le n s é g segítségével következik, 
hogy •

Hm V{\fn - f m\>e)  =  0
(44) n->  oo 

m->~cQ

(ha e >  0) és ebből a Cauchy-féle kritérium felhasználásával állí
tásunk már következik. (43) bizonyításához bizonyos mélyebb se
gédeszközökre is szükségünk lesz. Legyen r0 =  1 , r k =  R ( \ k \ )  
(к— ±  1,  ±  2,  ...), ahol R(k) =  M(xn xn+k) az xn és x„+*vál
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tozók korrelációs együtthatója, amely feltevéseink értelmében csak 
Лг-tól függ. Mivel

' í n 42*1 n ti
(45) M \ i? x kuk =  У, n - j  Щ Uj,

. \ h = l  1  J 1= 1 / = 1

tehát a (43) jobboldalán álló quadratikus alak pozitív definit, 
vagyis az rk számsorozat pozitív definit. Ismeretes, hogy egy rk 
pozitív definit számsorozat mindig előállítható

(46) rk =  J cos k t  d  ü  (i)
—П

alakban, ahol G (t) egy monoton nem csökkenő függvény. 
(L. G. Herglotz, Leipz. Berichte 63 (1911), 501— 511.) Ezt neve
zik a korrelációs együtthatók spektrál-előállításának. Legyen

(47) Un =  n +  2 2 ( n - k )  rk ,
*=/

egyszerű számítással beláthatjuk, hogy

(48) M„ , n+,-M[</. -  А н И  - ( ^ )  £  +  f ö f  f ,  -

“  л(л  +  <й‘
, u„

Mivel (47) szerint —-a z  r0+ 2rt + 2 r , +  ... sor n— 7-edik szárazz
tani közepe, Fejér jólismert képlete szerint43

( / “‘""г  V(49) H , - \ l  ^  1 af 0 (0 -

—n 2
Legyen most г a G(t)  függvény ugrása a 0 helyen, t = G (+ 0 )  —
— G( —0), továbbá legyen G, (t) — G(—0), ha t <  0 és G1(t) =
— G ( + 0), ha t >  0, akkor G„ (/) = G (t) — Gx (t ) a 0-helyen
folytonos lesz, és így

+n {

Sj  sin n — \ 2

( — y - J  d G * W - + °

—л 2
43 L. Fejér, Comptes Rendus Acad. Se. Paris, 131 (1900) 984—987.

8
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h a  n —*■00, a z a z  H m  — - =-- г .  H a s o n l ó k é p p e n  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  h a

( 5 1 )  p i n  (n +  2 q ) j S \ n n -
Ön,n+q= Un + q - Uq — in  ( n+ 2 q) = \ - - - - - - - - - - - - - - - -f- - - - - - —  d G2 ( t) ,

J Sin2 —
-л 2

a k k o r  +  _ L
Tq

( 5 2 )  \ön>n+q I £ín(n +  2 q) s d G2 (t) +  C q =  n (n +  2 q)Aq+ C q,

~ v t
a h o l  H m  őq —0 é s  C  p o z i t í v  ( n - t ő l  é s  ( / - t ó i  f ü g g e t l e n )  k o n s t a n s .

q—> 0 0
B e h e l y e t t e s í t v e  ( 4 8 ) - b a  n y e r j ü k ,  h o g y

t e k i n t e t b e v é v e .  h o g y  .  (  ( ^ - )  +  Ц - J  -  )  =  A

H a  m o s t  n r ö g z í t v e  v a n  é s  q - > - ° ° ,  n y e r j ü k ,  h o g y
__ Q

( 5 4 )  H m  Mn, =s £„  +  —  =  rin,
q -* -o o  n

a h o l  t e h á t  Н ш 1/Я =  0. M iv e l  n y i l v á n  Mn̂ m á  2(Mn>n+q + M m, n+q)>
П—>öo

k ö v e t k e z i k ,  h o g y

( 5 5 )  Mn,mÁ 2 ( H m  +  l i m  M ra, O T + ((7 + „ _ m )) s i ? „ 4 - í / m  .
q-*- db  q-*-ca

a m i v e l  ( 4 3 ) - a t  é s  í g y  Khincsin t é t e l é t  b e b i z o n y í t o t t u k . *

A nagy számok erős törvényei.

A  n a g y  s z á m o k  e r ő s  t ö r v é n y é t  a b b a n  a  s p e c i á l i s  e s e t b e n ,  a m i 
k o r  a z  xn v á l t o z ó k  p á r o n k é n t  f ü g g e t l e n e k  é s  e g y e n l e t e s e n  k o r l á t o 
s a k ,  I xn j =  M, (n =  1 ,2  , . . . ) ,  i g e n  e g y s z e r ű e n  b e b i z o n y í t h a t j u k .  
L e g y e n  ú j b ó l  M(xn )  —  0 é s

* A fenti bizonyítás alapgondolatában teljesen megegyezik Khincsin 
eredeti bizonyításával, de részleteiben kissé át van alakítva.
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(56) fn •*~1 ~Ь -*~2 4- • • • +  £/t 
n

A Cseb/sím-egyenlőtlenségböl azonnal adódik, hogy

(57) K ( | / „ | > £ ) < - 4 ^ -
Mivel a

(58) . J k ( J A . | > £ )
n = l

sor (57) szerint konvergens, az erős konvergenciára adott elég
séges feltételből azonnal következik, hogy fni erősen konvergál 
0-hoz. Ebből már azonnal következik, hogy /„ is erősen tart 0-hoz, 
tekintetbevéve, hogy ha az n szám k2 és (k +  l ) 2 közé esik, akkor 
0 <  n — k2 < 2 k  és így az xn változók egyenletes korlátosságára 
váló tekintettel
/cn\ f t  -**•+/ +  • • • +-*л 2 M k  2 M(59) / » - / . •  - ------------- -n----------

fgZ
Tekintetbevéve, hogy ha /?-*•w, akkor /с-*-05, é s ----- -> 1, to-

fi
vábbá, hogy /*2 erősen tart 0-hoz, következik, hogy fn is erősen 
tart О-hoz. Már ez az egyszerűen bizonyítható tétel is tartalmazza 
Boréi klasszikus tételét,44 amely szerint egy tetszőleges a valós 
számot tizedestört alakba írva és megszámolva, hogy az első n 
jegy között hányszor fordul elő egy kiszemelt számjegy — mond
juk a 7-es —, ez a szám ft-nel osztva (azaz a 7-es gyakorisága)
jq -hez konvergál, ha n -*■<», kivéve, ha a az ebből a szempont
ból kivételes számok halmazához tartozik, amely halmaz viszont 
0-mértékü.

Az xn sorozat korlátossága helyett, amint ezt Gantelli kimu
tatta,45 elegendő az xn változók 4-ik momentumainak egyenletes 
korlátosságát feltételezni, ebben az esetben is könnyen kimutatható 
a nagy számok erős törvényének érvényessége, ha még azt is fel
tesszük, hogy az xn változók négyenkint függetlenek (ami termé
szetesen a páronkinti függetlenségnél valamivel erősebb kikötés). 
Ezt a következőképpen láthatjuk be: Csebisev egyenlőtlenségét álta
lánosíthatjuk 4-edrendü momentumra is, azaz legyen Mi (x) =  B*, 
akkor

(60) V ( \ x \ > X B ) < ^ -

Mármost ha az jq , x , , ..., x n változók 4-enként függetlenek, akkor
44 L á s d  “  41 L á s d  34

8*
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2  м , ы  +  6 2  2 м ,  (х,) м , (хк)
(61) м , ш ~ — -------------- ------------------------------

На most feltesszük, hogy М4(хп) <  К minden л-re, tekintetbevéve,
hogy a Cauchy—Schwarz egyenlőtlenség szerint

%
м 2(Хп) <  у м т ы  <  Щ  

következik (61) -bői, hogy

(62) M, { f n) <6 K
tv

és így (60) felhasználásával nyerjük, hogy

(63) Г ( 1 / У > * ) < - Г Т .£4 TV

oo
Ebből azonnal következik, hogy 'S  V  ( | fn | >  c ) konvergens,

n=l
amiből az előbb használt kritérium alkalmazásával adódik, hogy 
fn erősen tart 0-hoz.

Abban az esetben, ha az xn változók mind ugyanazon F(y)  
közös eloszlásfüggvénnyel bírnak, akkor elegendő tehát Cantelli 
tétele szerint feltenni, hogy F(y)  negyedik momentuma, azaz
+ Q O

Sy*dF(y)  véges. Abban az esetben, ha az xr , x2, ... változókról
—  O O

feltesszük, hogy teljesen függetlenek, Kolmogorov bebizonyította,46 
hogy már az első momentum létezése is elegendő, azaz ha az xn 
változók középértéke létezik, akkor fn erősen konvergál ehhez a 
középértékhez. Hogy Kolmogorov tételét bebizonyítsuk, szüksé
günk van a Cseb/sev-egyenlőtlenség Kolmogorov tói származó 
következő élesítésére:47 Legyenek x1 , x 2, . . . , x n teljesen független 
valószínűségi változók, legyen Sk = х г +  x2 + ... +  xk (k =  1, 
2 ,  ..., n) és legyen M (xk) =0, (l< =  1, 2,  ..., n). Ha b 2 jelenti xn 
szórásnégyzetét, és Bn =  b\ +  b\ +  . . . +  b\, akkor

(64) F(Max |S*| > £ ) < ~ ,
If iken

azaz annak a valószínűsége, hogy az S, , S.2 , Sn összegek kö
zül valamelyik abszolút értékben nagyobb legyen mint e, kisebb
D
-2L-nál. Ez nyilván Csebisev egyenlőtlenségénél erősebb állítás, 
£2

46 L ásd  3347 L ásd  37



117

hiszen a CseWsev-egyenlőtlenség csak arra vonatkozik, hogy 
I Sn I >  £ legyen, viszont a többi lehetőséget magábafoglaló ese
mény valószínűségére Kolmogorov egyenlőtlensége ugyanazt a 
felső korlátot adja meg; igaz viszont, hogy Csebisev egyenlőtlen
ségének bizonyításához csak a páronkénti függetlenséget kell fel
tenni (t. i. ahhoz, hogy M(S2n) =  b\ -f . . . 4- b\ érvényes legyen), 
Kolmogorov viszont az n változó teljes függetlenségét teszi fel. 
Hogy (64) -et bebizonyítsuk, szükségünk van először is a feltéte
les valószínűség fogalmára. A és В legyen két ugyanahhoz a va
lószínűségi mezőhöz tartozó esemény, és tegyük fel, hogy В be
következésének valószínűsége V(B) pozitív. A-nak ß-re vonatkozó 
feltételes valószínűségét Vß(A)-val jelöljük és a következőképpen 
defihiáljuk:

(65) VB(A) = V(AB) 
v\B) ’

azaz A-nak ß-re  vonatkozó feltételes valószínűsége alatt A és В 
együttes beköv.etkezésének valószínűségének és ß  valószínűségének 
hányadosát értjük. Egy másik fogalom, amelyre szükségünk lesz, az 
események teljes rendszerének a fogalma. Az El , E2, ...,En ese
ményekről akkor fogjuk azt mondani, hogy teljes rendszert alkot
nak, ha páronként kizárják egymást, és egyikük mindig bekövet
kezik. Másszóval az £, , E2, ..., En események akkor alkotnak tel
jes rendszert, ha az ezen eseményeket reprezentáló részhalmazok
nak nincsen közös pontja, és összegük a teljes alaphalmazzal 
(azaz az általunk vizsgált -esetben a ( 0 , 1)  intervallummal) 
egyenlő. На Л egy tetszőleges esemény és £ , , £ , ,  . . . ,£ „  egy tel
jes eseményrendszer, akkor A — AE1 + AE„ + ... + AEn és így 
(figyelembevéve, hogy az £ , események egymást páronként kizár
ják) V(A) 1/(Л£1) +  V(AE2) + ... +  V(AE„).  Egy x való
színűségi változónak az £  eseményre vonatkozó eloszlásfüggvé
nyét, Fe (y)-t a következőképpen értelmezzük:

( 6 6 )  F e  (y) =  V E  ( л  (t) <  y)

(természetesen feltesszük, hogy V(E) >  0). A feltételes eloszlás- 
függvény segítségével értelmezhetjük az x változónak az £  ese
ményre vonatkozó feltételes középértékét is:-

+tx>
(67) ME (x) =  J t/ d  Fe  (y).

—oo

Az általunk tárgyalt esetben (amikor a valószínűségi mező a (0,1) 
intervallum Lebesgue szerint mérhető részhalmazainak összessége, 
az azon értelmezett additív halmazfüggvény pedig a Lebesgue-féle

i
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mérték), könnyen beláthatjuk, hogy az x =  x( t )  változónak az E 
halmazra vonatkozó feltételes középértéke az

(68) ME {x) =  ~ S x { t ) d t
\E\ E

képlettel is előállítható. (68)-ból most már könnyen leolvashatjuk, 
hogy ha az E, , E2, . . . ,£„ események (részhalmazok) teljes rend
szert alkotnak, akkor
(69) M (x) =  MEi (x ) . \Ег\ +  МЕз (x) ,\E2\ +  . . .  +  MEn (x ) . \En\.

A feltételes valószínűség fogalmáról még csak annyit kell tud
nunk, hogy ha az A és В események függetlenek és V(B)  >  0, 
akkor VB(A) — V(A),  ugyanis a függetlenségből következik, hogy 
V(AB) =  V(A)V(B) .  Hasonlóképpen ha az E eseményhez hoz
zárendelünk egy Xj valószínűségi változót, amelynek értéke 1, ha 
E bekövetkezett, és 0, ha nem, továbbá, ha az x2 változó független 
az így definiált x, változótól, akkor ME (x2) =  M(x2); ugyanis 
Xj és x2 függetlenségéből következik, hogy FE(y) =  VE (x2< y ) =  
— V(x2 <  y ) — F(y),  amiből (67) segítségével az állításunk kö
vetkezik. Jelentse most E azt az eseményt, hogy | St \ й £,) S2 | S £, 
. . . ,  I Sk-i I = f és I 5* I >  г egyidejűleg teljesülnek (k  =  1,2, ..., n) 
és legyen E =  Ег + E2 +  ... + En; másszóval E éppen azt jelenti, 
hogy а к =  1 , 2 n értékek közül legalább egyre teljesül |5* |> £, 
azaz azt, hogy Max 15* | >  e. Mivel az Ek (к  = 1 ,2  , ..., n) ese-
inények egymást páronként kizárják, az Ex , E2 , ..., En és E esemé
nyek (ahol E az E esemény tagadását jelenti), teljes rendszert al
kotnak, és így (69)-et alkalmazva az x =  Sl változóra nyerjük, 
hogy

(70) M  (SÜ) =  2  MEk (Я ) \Ek\ +  ME (5Ü)\E\ .
k=i

Mármost
(71)
MEk(S l)= MEu ( S l ) + 2 M Ek ( S i y x , ) + MEk (2 'x ,2)+ 2  MEk ( y  Xi x,).

i>k i>k i > i>k
Tekintettel arra, hogy. az xk változókról feltettük, hogy függetle
nek, az Ek esemény csak az x1, x2, , xk változóktól függ, a fel
tételes középértékről mondottakból azonnal következik, hogy

MEy (x/ xj) =  M (x,- xj) =  M (xt) M (xj) =  0, ha i  >  j  >  k.

Hasonló meggondolással látható be, hogy
MEk (Six,) =  MEk (Sl) M(x,) =  0, ha i >  k.Végül tekintetbe véve,
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hogy az Ek esemény definíciója szerint ennek bekövetkezése esetén 
|S*| >  £ és ezért MEk (Sf) >  £2 , nyerjük, hogy

(72) MEk (S l) > e\

A (70)-ben szereplő utolsó tag nemnegatív lévén, (72)-ből és
(70)-bői nyerjük, hogy

(73) Bn =  M(S*) > £2 \Ek\ =  £ 2 К  ( M a x  |5*| >  e),
k=í l^b<ß

amivel Kolmogorov egyenlőtlenségét bebizonyítottuk. Ezt az egyen
lőtlenséget felhasználjuk, hogy bebizonyítsuk a következő, Khin- 
csintö\ és Kolmogorov tói származó tételt:48 Az xlt x2, xn,...
valószínűségi változók legyenek teljesen függetlenek, legyen 
M (x„) =  0 , Af (xl) =  Ы és tegyük fel, hogy a

Q O

(74) . 2  «n=loo
sor konvergens, akkor a sor 1 valószínűséggel konvergens.

n=l
Másszóval az Sn =  jc, +  x2 +  . . . +  xn részletösszegek erősen kon
vergálnak, ha (74) konvergens. Khincsin és Kolmogorov azt is be
bizonyították, hogy a (74) feltétel nemcsak elégséges, hanem szűk-

O O

séges is a ( t)  sor majdnem mindenütt való. konvergenciá-
Л = /  0

jához, és a már említett 0—vagy— 1 törvény szerint ez annyit je-
O O

lent, hogy ha (74) divergens," akkor a 2 xn(t)  sor majdnem min-
n—í

Jenütt divergens.
Ezt a tételt a következőképpen bizonyíthatjuk be: jelentse 

En, k, m azon t pontok halmazát, amelyekre

7 5 )  M a x  I Sn+p — S„ I >  —

:s legyen

76) Vn, k. rn, =  \En,k, m I =  к(мах |5n+ p— S„| > ----) ■

Kolmogorov egyenlőtlenségéből azonnal adódik, hogy

48 A. N. Kolmogoroff és A. Ja. Khincsin: Über die Konvergenz von 
Leithen dieren Glieder durch den Zufall bestimmt werden, MSZ, 32 (1925) 
568—677.

(76)
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( 7 7 )  K „ ,M á / n 2 2 « + / -  -

Legyen most Еп< т azon t pontok halmaza, amelyekre
в

(78) Мах |5 л+р — I >  •р > / т
Tekintve, hegy Еп, т=  En, 2n, » +  Е2п, 4 п,т +  - . . következik

ОО

(79) V„. m, =  \En, m \zm* 2  Ы-
k=n-\-l

Legyen Е т azon t pontok halmaza, amelyekre

(80 ) lim sup ÍMax | Sn + P — S„ 11 >  —— .
\ p ^ i ) m

Tekintve, hogy E m részhalmaza £„;m -nek n minden értékére, 
(79)-ből következik, hogy

OÖ
(81) Vm =  \ Em \ < r n 2 2  Ы minden n-re.

k~n-\-1
Mivel a (74) sor konvergens, (81)-böl leolvasható, hogy Em 0- 
mértékii halmaz. Mivel Em tartalmazza mindazon t pontokat, ame
lyekre Sn (t) nem konvergál Óhoz, következik, hogy a divergencia- 
pontok halmaza is 0-mértékű, amivel állításunkat bebizonyítottuk.

A most bizonyított tételből következik Kolmogorov következő 
tétele:49 Az xx, x2 , . . .  valószínűségi változók legyenek teljesen 
függetlenek, legyen M(xn) =  0 és M(x%) — b2n. Ha a

5 C  Л2

(8 2 ) 2 ^n = l ft

sor konvergens, akkor f„ =  Xl Х%-̂  ' ' ' Xn erősen konvergál
n

0-hoz. Ugyanis a (82) feltételből a fenti Khincsin—Kolmogorov- 
tétel alkalmazásával azonnal következik, hogy

OO X"X. ’ ’Л"П
(83 ) 2  —П =35 1 fi
majdnem mindenütt konvergens. Ismeretes továbbá, hogy ha a 2  ű*

49 A. Kolmogorov, Sur la lói forte des grandes nombres, Comptes Ren- 
dus Acad. Sei. Paris, 191 (1930) 910—911.
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. . .  ű] -4" 2 Qa nan „ , , ,s o r  k o n v e r g e n s ,  a k k o r — — - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  0 - h o z  t a r t ,  u g y a n i s ,
h a  sn =  al +  a 2 +  . . .  4 -  an, a k k o r

(84) —  2 a 2 4~ • • • 4- nan n 1  ̂ 4~ s% 4- . . . 4- sn i
n n n

a m i b ő l  a z  á l l í t á s  l e o l v a s h a t ó .  í g y  t e h á t  ( 8 3 )  m a j d n e m  m i n d e n ü t t  
v a l ó  k o n v e r g e n c i á j á b ó l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  fn — 1 ' 2 ‘ ' — — e r ő 
s e n  t a r t  O -h lo z .

A  m o s t  b e b i z o n y í t o t t  Kolmogorov-féle t é t e l b ő l  e l s ő  p i l l a n t á s r a  
c s a k  a z  l á t s z i k ,  h o g y  h a  a z  x1, x 2, ... v á l t o z ó k  t e l j e s e n  f ü g g e t l e 
n e k  é s  u g y a n a z o n  F(y )  e l o s z l á s f ü g g v é n n y e l  b í r n a k ,  t o v á b b á  F(y) 
m á s o d i k  m o m e n t u m a  l é t e z i k ,  a k k o r  é r v é n y e s  a  n a g y  s z á m o k  e r ő s  
t ö r v é n y e .  U g y a n i s  e b b e n  a z  e s e t b e n  b2n =  a 2 n e m  f ü g g  n - t ő l  é s  
í g y  ( 8 2 )  k o n v e r g á l .  A z  e k v i v a l e n s  s o r o z a t o k  f o g a l m á n a k  f e l h a s z 
n á l á s á v a l  a z o n b a n  u g y a n e b b ő l  a  t é t e l b ő l  a z t  i s  l e v e z e t h e t j ü k ,  h o g y  
e g y e n l ő  e l o s z l á s ú  v á l t o z ó k  e s e t é b e n  m á r  a z  e l s ő  m o m e n t u m  l é t e 
z é s e  i s  e l e g e n d ő  a  n a g y  s z á m o k  t ö r v é n y é n e k  é r v é n y e s s é g é h e z .  L e 
g y e n  u g y a n i s  yn =  xn, h a | j r „ |  < n  é s  e g y é b k é n t  y n = 0. A m in t  
e z t  m á r  e l ő z ő l e g  k i m u t a t t u k  (1 . ( 3 4 )  é s  ( 3 5 ) ) ,  a z  xn é s  yn' s o r o 
z a t o k  e k v i v a l e n s e k ,  é s  í g y  e l e g e n d ő ,  h a  k i m u t a t j u k ,  h o g y  a z  y n 
s o r o z a t r a  t e l j e s ü l  a  ( 8 2 )  f e l t é t e l .

H o g y  a  s z á m o l á s t  k i s s é  e g y s z e r ű s í t s ü k ,  t e g y ü k  f e l  ú j b ó l ,  h o g y  
a z  xn v á l t o z ó k  s z i m m e t r i k u s  e l o s z l á s ú a k .  E b b e n  a z  e s e t ib e n  e g y 
s z e r ű  s z á m o l á s s a l  a d ó d i k ,  h o g y
( 8 5 )

V — У (sL =  2 e  dF(t)  5  8 V — —  j  t 2 dF{t) <
n~ i n 2 „=/ /г2 0 i ^ í  n  /1-1

ü 8 $ t d F ( t ) ,
о

t e h á t  m á r  a z  e l s ő  m o m e n t u m  l é t e z é s e  b i z t o s í t j a  a

( * )  2n=l 'I

s o r  k o n v e r g e n c i á j á t ,  é s  í g y  a  Kolmogorov-iéle f e l t é t e l  t e l j e s ü l é s é t .  
( A z  á l t a l á n o s  e s e t ,  a m i k o r  a z  xn v á l t o z ó k  e l o s z l á s a  n e m  s z i m m e t 
r ik u s ,  a  s z i m m e t r i k u s  e s e t r e  v i s s z a v e z e t h e t ő ;  e z t  a  r ö v i d s é g  k e d 
v é é r t  i t t  n e m  r é s z l e t e z z ü k . )  I l y e n  m ó d o n  a  k ö v e t k e z ő  t é t e l t  b i z o 
n y í t o t t u k  b e :  Ha az xlt x2, ..., xn>... valószínűségi változók ugyan
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azon F( y ) eloszlásfüggvénnyel bírnak, teljesen függetlenek, to
vábbá létezik az x n változók középértéke M(xn) =  a, akkor ér
vényes a nagy számok erős törvénye, azaz annak a"valószínűsége,
hogy lim .Xl Xn =  a , I-gyet egyenlő.

f i —> 0 0  t i oo
Megemlítjük még а У  xn konvergenciájára vonatkozó Khin- 

/2=1
csín—Kolmogorov-féle tétel egy érdekes sorelméleti következmé
nyét. Legyen V  bn valós számoknak egy sora, és legyen x =  x (/) 
az /2-edik Rademachcr-féle függvény. Mivel M(xn) =  0 és M(x?,) =  l, 
alkalmazva az említett tételt, arra az eredményre jutunk, hogy a

O O  O O

У  bn xn (t) sor majdnem minden t-re konvergál, ha У  bl kon
zol tl—l

O O

vergens és majdnem minden /-re divergál, ha У  bl divergens.
/2=1

Tekintettel arra, hogy a Rademacher-függvények (a diadikus 
racionális pontok O-mértékü halmazától eltekintve) csak a +  / és

O O

— 1 értékeket veszik fel1, а У  bn xn (/) sor / minden (nem dia-
n=l

dikus racionális) értékére felfogható, mint a ̂  bn sor egy elő fele
zése, megfordítva pedig, ha megadunk egy tetszőleges + / és — / 
jelekből álló végtelen sorozatot, amelyben mindkét jegy végtelen 
sokszor fordul elő, ehhez találhatunk egy és csak egy olyan / ér
téket, hogy az xn (/) sorozat (n — 1 , 2 , . . .) éppen a megadott 
jelsorozattal azonos. Ilyenmódon (egy O-mértékü halmaztól elter

O O

kint ve) egy-egyértelnuí hozzárendelést nyertünk a ^  bn sor elő-
11—  1

jelezései és a ( 0 , 1 )  intervallum pontjai között. A fenti eredmény 
tehát a következőképpen is kimondható: a > ’ö„sor a tagok majd-' 
nem minden előjelezése mellett konvergens, feltéve, hogy УЬг„ 
konvergál s majdnem minden előjelezés mellett divergens, ha УЬгп 
divergál.

Hasonló eredmény bizonyítható be, amint ezt Steinhaus meg
mutatta,50 komplex tagú sorok komplex „előjelezésére”, ahol „elő
jelezés” alatt azt értjük, hogy a komplex szám abszolút értékét 
változatlanul hagyjuk, de argumentumát megváltoztatjuk. Mindkét 
tétel állítását úgy lehet kifejezni, hogy összehasonlítjuk azzal az 
ismert ténnyel, hogy egy У Ь п sor akkor és csak akkor konvergál

50 H. Steinhaus, Sur la protoabilité de la convergence des séries. Studia 
Math. 2 (1930) 21—39.
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tetszőleges elöjelezés mellett, ha abszolút konvergens, ahhoz azon
ban, hogy majdnem minden elöjelezés mellett 'konvergens legyen, 
szükséges és elégséges, hogy 'УЫ konvergáljon.

Az iterált logaritmus-tétel és általánosításai.

E b b e n  a  f e j e z e t b e n  a z  e g y s z e r ű s é g  k e d v é é r t  a  l e g e g y s z e r ű b b  
e s e t r e  s z o r í t k o z u n k ,  é s  a  v i z s g á l a n d ó  t e l j e s e n  f ü g g e t l e n  v a l ó s z í n ű 
s é g i  v á l t o z ó k  s o r o z a t á n a k  a  Rademacher-f é l e  f ü g g v é n y e k e t  v á 
l a s z t j u k .  A z  e r e d m é n y e k  a z o n b a n ,  a m e l y e k e t  e b b e n  a  f e j e z e t b e n  
i s m e r t e t n i  f o g u n k ,  é r v é n y e s e k  a z  á l t a l á n o s  e s e t b e n  i s ,  e r r e  a  f e j e z e t  
v é g é n  f o g u n k  k i t é r n i .  L e g y e n  t e h á t  xn =  xn ( / )  a z  n - e d i k  Radema
cher f ü g g v é n y ,  é s  l e g y e n  Sn (t) =  xx(t) +  x2 (t) +  ... +  xn \t) .

S  (7)A z  e l ő z ő  f e j e z e t b e n  l á t t u k f  h o g y  n v  '  m a j d n e m  m i n d e n ü t t  k o n 
v e r g á l  0-h o z .  E z t  a z  e r e d m é n y t  ú g y  i s  m e g f o g a l m a z h a t j u k ,  h o g y  
h a  n- s z e r  f e l d o b u n k  e g y  p é n z d a r a b o t ,  an j e l e n t i  a  d o b á s o k  k ö z ü l  
a  f e j  e l ő f o r d u l á s á n a k  a  s z á m á t ,  bn a z  í r á s  e l ő f o r d u l á s á n a k  s z á 
m á t  (an +  bn =  n) é s  h a  Sn ~  an — bn , a k k o r  1 v a l ó s z í n ű s é g g e l  

5
l im  — —  =  0. D e  ú g y  i s  é r t e l m e z h e t j ü k  e z t  a z  e r e d m é n y t ,  h a  a z

я
a v a l ó s  s z á m o t  (0 <  a <  / )  e l ő á l l í t j u k  a  2  a l a p ú  s z á m r e n d 
s z e r b e n ,

00 d( 8 7 )  a =  'S— — , a h o l  dn — 0 v a g y  1,
~ i  2n

é s  an j e l e n t i  a z  e l s ő  n j e g y  k ö z ü l  a z  e g y e s e k ,  bn a  n u l l á k  s z á m á t ,
5

t o v á b b á  Sn = an —  bn , a k k o r  l im  — —  =  0 m a j d n e m  m i n d e n  a
n —>oo ^

v a l ó s  s z á m  e s e t é b e n  t e l j e s ü l .  Hausdorff v o l t  a z  e l s ő ,  a k i  é s z r e 
v e t t e , 51 h o g y  Sn n e m c s a k  n - n e l ,  h a n e m  k i s e b b  n a g y s á g r e n d ű  f ( n )  
f ü g g v é n n y e l  o s z t v a  i s ,  m a j d n e m  m i n d e n ü t t  О - h o z  t a r t ,  m é g p e d i g

c
a z t  b i z o n y í t o t t a  b e ,  h o g y  m a j d n e m  m i n d e n ü t t  " ő - - - - - ► 0, h a
ő >  0 t e t s z ő l e g e s  p o z i t í v  s z á m .  Hausdorff e r e d m é n y é t  a  k ö v e t k e 
z ő k é p p e n  l á t h a t j u k  b e :  v i z s g á l j u k  a

(88) Jn,2 p =  J ( Xi (i) +  xz (t) - f . . . +  x„ (0  y p  dt
о

i n t e g r á l t .  A  h a t v á n y o z á s t  e l v é g e z v e ,  é s  t a g o n k é n t  i n t e g r á l v a ,  c s a k  
a z o k  a  t a g o k  m a r a d n a k  m e g ,  a m e l y e k b e n  m i n d e n  x k p á r o s  h a t v á -

61 F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig Veit, (1914) p. 421.
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n y o n  s z e r e p e l ,  e z e k n e k  a z  i n t e g r á l j a  v i s z o n t  é p p e n  1. I l y e n m ó d o n  
e g y s z e r ű  k o m b i n a t o r i k a i  m e g g o n d o l á s o k k a l  b e l á t h a t j u k ,  h o g y

( 8 9 )  Jn,2P <  (- ^ y - V

A l k a l m a z v a  Cscbisev e g y e n l ő t l e n s é g é t ,  n y e r j ü k ,  h o g y

( 9 0 )  v( >  £  \ <  .
I ■j f »  J 2p e2p n2p 6

L e g y e n  ő > 0  t e t s z ő l e g e s ,  é s  v á l a s s z u k  a  p e g é s z  s z á m o t  J— - n á l  
n a g y o b b n a k ,  a k k o r  ( 9 0 ) - b ő l  n y e r j ü k ,  h o g y

( 9 1 )  у  V >  i 1 .(£ > 0)
“  \  n * +ó )

konvergens, amiből már az előzőkben többször használt kritérium
e

a l k a l m a z á s á v a l  a d ó d i k ,  h o g y  - - - - dt- - - - e r ő s e n  k o n v e r g á l  0 - h o z .
4  + án “

Hausdorff e r e d m é n y é t  Hardy é s  Littlewood52 53 m é g  j a v í t o t t á k ,  a m e n y -
S nn y i b e n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  =  m a j d n e m  m i n d i g  k o r l á t o s .

E z t  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  l á t h a t j u k  b e : 5" L e g y e n

( 9 2 )  £ „ , *  =  d t .
о

F e l h a s z n á l v a  a z  xn v á l t o z ó k  f ü g g e t l e n s é g é t ,  k ö n n y e n  k ö v e t k e z i k ,  
h o g y

(9á) e„ , я =  [ j e *  W díj j j  ея ü) d í j  • • • (Уe;- ^  <« =  ( C—+— )"

/  ^F e l h a s z n á l v a  a z  — • (é"1 +  e _ / l )  <  e s  e g y e n l ő t l e n s é g e t  é s  ( 9 3 ) - b a  

Я =  1 2 ( /  - { - e) 10- ^ - ^ —  l h e l y e t t e s í t v e ,  ( 9 3 ) - b ó l  l e o l v a s h a t j u k ,  h o g y

( 9 4 )  k (  j 7 = =  >  Í ^ X H - L ) )  <  - j r - 'V у /г l o g  /г ) п'+е
52 Q. Н. Hardy és J. E. Littlewood, Some problems Of diophantme 

approximation, Acta Math. 37 (1914) p. 185.
53 V. Ö. A. Rényi, Simple proof of a theorem of Borel and of the law 

of the iterated logarithm, Matematisk Tidsskrift B, (1948) 41—48.
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log nHasonlóképpen к =  — j 2 ( /  választással nyerjük, hogy

( 9 5 )  l / í ^ 7 = =  <  -  № + ! ) ]  <  J -  .
I N  log я . ) n'+*

(94)-bői és (95) -bői következik, hogy a

( 9 6 )  У  V {j p = =  >  ! W  +  7) )„rj I N  lo g /г )

sor konvergens és tekintettel arra, hogy e >  0-t tetszőlegesen vá
laszthatjuk, annak a valószínűsége, hogy

( 9 7 )  lim sup <  1
n->°S К2 n \ o g n  -

legyen, /-gyei egyenlő.
Természetesen felmerül a kérdés, nem lehet-e ezt az ered

ményt is tovább javítani? Ezt a problémát véglegesen Khincsin 
oldotta meg,54 aki bebizonyította, hogy annak a valószínűsége, hogy

(98) lim sup ■ ■■_— ^  ——: <  /  
n —► oo \2  n log log n

legyen, /-gyei egyenlő, és kimutatta, hogy ez az eredmény már nem 
javítható tovább, ugyanis annak a valószínűsége, hogy

( 9 9 )  lim sup — <  q  <  1
n -> oo \'2 n log log n

legyen, már 0-val egyenlő, azaz Kliincsin tétele azt mondja ki, 
hogy / valószínűséggel

(100) lim sup — . =  /  .
n-+ oo tf2n log log n

Amint láttuk, a fenti módszerek ennek a tételnek bebizonyítá
sához nem elégségesek. Ahhoz, hogy a Hardy—Littlewood-tétel 
bizonyításában log /г-et loglog /г-nel tudjuk helyettesíteni, lényegé
ben arra a gondolatra van szükség, amely Kolmogorovnak az előző 
fejezetben tárgyalt, a Csebisev egyenlőtlenség javítását képező 
lemmájának az alapját képezi, hogy tudniillik S helyett Max |5| -t

1 í^k<n
vizsgáljuk. A következőkben csak (98)-at fogjuk bizonyítani, még
pedig a tárgyalt speciális esetre szabott egyszerű bizonyítás segít-

54 Ü b e r e in en  S a tz  d e r  W a h rs c h e in lic h k e its re c h n u n g , F u n d a m e n ta  M ath . 
6 (1924) 9—20.
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ségéveí,5* aínelynek alapgondolata azonban azonos koÍmögüro\>~ 
nak a szóbaníorgó tételre adott és az általános esetben is érvényes 
bizonyításának alapgondolatával.56 Legyen

Tn ( t)  =  M a x  I Sk (0  I é s  l e g y e n

( 101) Tn, x -  S e*TnV>dt.о9
Egyszerű kombinatorikus meggondolással belátható, hogy

fрЯ I & Я\п
0 02 ) T n ,,<2 \ - ± 2-------- ) .

Ebből ugyanúgy, mint az előbb, nyerjük Я ==]/ 2(1 +  d) !°S 1°S n_ 
helyettesítéssel, hogy \ n •

( 1 0 3 )  V [ ~ = = Ы й =  >  | Г Г м ]  <  7 - - - - — ~  •
\Y2 n log log n J (log n),+ó

Legyen у >  0 és tekintsük az nk =  [ ( /  +  y )k ] számsorozatot 
(ahol [j a zárójelben álló valós szám egész részét jelenti). 
(103)-bóí

(«и» vL=^==>w+A<- -̂,,
\|r 2 Tik log log П/г I Я

ahol a C konstans csak а у  és <5 számok választásától, függ és így

0 0 5 )  V  >  r 7 T T )*=/ \]/2 tik log log fik j

konvergens, és ezért majdnem mindenütt
J  (A

( 1 0 6 )  l im  s u p r y —  "* - - - - - -  < V l  +  ő.
k  —> oo У  2  T ik  log log T ik

Tekintetbe véve, hogy a Tn (t) számsorozat t minden értékére mo
noton növekvő (ez éppen a bizonyítás alapgondolata, ezért dolgo
zunk Tn ( t ) -vei Sn (t) helyett), továbbá azt, hogy ha nk <  n á nk+
akkor n( l  +у ) >Пь 4_, és ha к végtelenhez tart, akkor-^^0  ̂n-■ ö  l o g l o g n * + /  '
következik (106)-ból, hogy 

L á sd  33
66 A. K o lm og oro v , Ü b e r  d a s  G ese tz  d e s  ite r ie r te n  L o g a r ith m u s , M ath 

Ann. 101, (1 9 2 9 ) 126— 135.
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( 10/ T n  (/)l im  s u p  4 ' - - - -
Л - > о о  у 2 п l o g  l o g  п

< К(/ +  <5) ( /  +  /)•

M i v e l  ú g y  (5 -t, m i n t  у - t  t e t s z ő l e g e s  k i c s i n y n e k  v á l a s z t h a t j u k ,  t o 
v á b b á ,  m i v e l  n y i l v á n  | S „ ( / ) | <  Tn (t),  ( 1 0 6 ) - b ó l  l e o l v a s h a t ó ,  h o g y

( 108) h m  s u p  ' W l  < / ,  
n-foo У 2 n l o g  l o g  n

amivel állításunkat bebizonyítottuk.
Khincsin és Kolmogorov utóbb kimutatták, hogy a most 

bebizonyított tétel, amelyet az iterált logaritmus tételének szok
tak nevezni, nemcsak a tárgyalt egyszerű esetben, hanem igen ál
talános feltételek mellett is érvényes. Annak ellenére, hogy az ite
rált logaritmus-tétel bizonyos értelemben lehetséges legjobb ered
mény, mégis sikerült utóbbi időben többeknek élesíteni, a következő 
értelemben: Legyen xt , x2, . . . ,  x„ , ... valószínűségi változók egy 
sorozata, és legyen f(n)  az n index meghatározott függvénye. Az 
f (n) függvényt az x„ sorozat felső függvényének nevezzük akkor, 
ha az xn >  f(n)  egyenlőtlenség 1 valószínűséggel csak véges sok 
n indexre teljesül, ha viszont xn >  f (n) 1 valószínűséggel végte
len sokszor teljesül, akkor nevezzük /(n )-t az xn sorozat alsó 
függvényének. Kolmogorov már említett 0-vagy-l törvényéből 
következik, hogy ha az xn változók teljesen függetlenek, akkor az 
xn sorozatra vonatkozólag minden f(n) függvény vagy felső vagy 
alsó függvény, azaz annak a valószínűsége, hogy x„ >  f(n) vég
telen sokszor teljesül, vagy /-gyei vagy 0-val egyenlő. Ugyanis a 
0-vagy-l törvény szerint mindn olyan, az x„ független változók 
értékétől függő eseménynek a valószínűsége, amely az xn válto
zók közül véges soknak a megváltozásánál változatlan marad, 
csak 0 vagy 1 lehet. Az iterált logaritmus-tétel általános alakban 
úgy szól, hogy ha az xx, x2, ... , x„ , ... változók függetlenek,

M (xn) =  0, M  (4 )  =  b l , Sn =  Xj +  x2 + . . .  +  xn,
Bn - « + Я + . . .  +  Й ,

akkor (bizonyos további feltevések mellett) az f(n)  =
=  ( / + e ) ] (  2B n loglog fín függvény az Sn sorozatnak felső 
függvénye, ha e >  0 és alsó függvénye, ha e <  0. Ennél még pon
tosabb eredményeket értek el Erdős57 és Feller,53 akik kimutatták, 51

51 P. Erdős, Oh the law of the iterated logarithm, Annals of Math,. 
43 (1942) 419—436.

“ W. Feller, The general form of the so-called law of the iterated 
logarithm. Trans. Aimer. Math. Soc. 54(1943) 373—402.
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hogy ha H(n)  monoton növekvő függvény, akkor az előbbi esetben 
f (n) =  H(Bn) felső függvénye lesz az Sn sorozatnak, ha az

űö, / a - С ™
(109) . \ f { t ) e  dt  ( T > 0 )

integrál konvergens, és alsó függvénye, ha divergens.

621

A centrális középértéktétel problémaköre.

A centrális középértéktétel kifejezés olyan tételeket foglal ma
gában, amelyek arra vonatkoznak, hogy ha x1, x2, ... , xn , ... való
színűségi változók, Sn =  хг + x2 +. . .  +  xn, akkor alkalmasain vá-

5  —Alasztva az An és H„ konstansokat, Fn (y)-nal jelölve a z n=  " "
Hfl

változók eloszlásfüggvényét, Fn(y) у minden értékére konvergál 
az ú. n. normális vagy Gouss-féle eloszláshoz, azaz

i  у  _  ü
( 1 1 0 )  h m  Fn (y) — Ф (y)  =  r ~ =  í  e 2 d t .

л~>°о У 2 л  Joo

A centrális középértéktétel fennállását igen általános feltételek 
mellett а XIX. század nagy orosz matematikusai, Csebisev,50 Mar
kov60 és Ljapunov61 bizonyították be. A klasszikus orosz iskola 
hagyományait folytatva Bernstein62 ért el ebben az irányban jelen
tős új eredményeket, rajta kívül a szovjet matematikusok közül 
Gnedenko,63 Khincsin64 és mások fejlesztették tovább a valószmü- 
ségszámításnak ezt a központi jelentőségű fejezetét. Eredményeik 
részletes ismertetésére — éppen nagy általánosságuk miatt — 
itt nincsen helyünk. Ezért csak arra fogunk szorítkozni, hogy 
ismertessük a centrális középértéktétel bizonyítására vonatkozc 
Kolmogorov-Ш és Petrovszki-tói származó új módszert, aminek 
a további eredmények elérésében nagy jelentősége volt. A centrális

™ P. L. Csebisev, О dvuih teoremah otnoszityelno verojatnesztei, Zap 
Iniper. Akad Nauk 6(1887).

“  L á s d  ”
“ A. M. Ljapunoff, Sur une proposition de la théorie des probability 

IÁN, 13 (1900) 359—386.
62 S. N. Bernstein, Sur l’extension du théoreme limité du ealcul de; 

prob ab i ll tés aux sommes des quantités dépendantes, Math. Ann. 97 (1926 
1—59.

м В. V. Gnedenko, Elementi teorii fun.kcii praszpredelemie szlucsainiil 
vektorov, UMN 10(1944) 230—244.

“4 A. Ja. Khincsin, Predelnüe zakón i dija sZumm nyezaiszimül 
szlucsainüh velicsin, Moszkva—Lennigrád, GONTI, (1938) 1— 116.
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k ö z é p é r t é k t é t e l  e l s ő  b i z o n y í t á s a i  (Csebisev é s  Markov) a  momen
tumok módszerével d o l g o z t a k ,  a z a z  a z t  m u t a t t á k  k i , h o g y  Fn(y) 
ö s s z e s  m o m e n t u m a i  k o n v e r g á l n a k  а  Ф(у)  n o r m á l i s  e l o s z l á s  m e g 
f e l e l ő  m o m e n t u m a i h o z  é s  e b b ő l  k ö v e t k e z t e t t e k  a r r a ,  h o g y  Fn(y) 
k o n v e r g á l  Ф ( j ’) - b o z .  E n n e k  a  m ó d s z e r n e k  a  h á t r á n y a ,  h o g y  c s a k  
a b b a n  a z  e s e t b e n  a l k a l m a z h a t ó  ( é s  m é g  a k k o r  s e m  m i n d i g ) ,  h a  
a  s z ó b a n f o r g ó  xn v á l t o z ó k  ö s s z e s  m o m e n t u m a i  l é t e z n e k .  E n n é l  
s o k k a l  s z é l e s e b b  k ö r b e n  a l k a l m a z h a t ó  a  karakterisztikus függvény 
módszere, a m e l y n e k  j e l e n t ő s é g é t  e l s ő n e k  Ljapunov65 i s m e r t e  f e l ,  
é s  a m e l y  m a  m á r  s z in t e m  k l a s s z i k u s s á  v á l t .  E g y  F(y)  e l o s z l á s f ü g g 
v é n y  k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y é n  F ( y )  Fourier— Stieltjes-ir a n s z -  
f o r m á l t j á t  é r t i k ,  a z a z  F ( y )  k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y é n e k  a z

+ 00

( 1 1 1 )  f ( t ) =  f  el t u d  F(y )
— O O

f ü g g v é n y t  n e v e z i k .  I s m e r e t e s ,  h o g y  a z  f(t)  k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g 
v é n y  t e l j e s e n  m e g h a t á r o z z a  a z  F(t)  e l o s z l á s f ü g g v é n y t ,  t o v á b b á ,  
h a  a z  Fn(y)  e l o s z l á s f ü g g v é n y  k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y e  / „ ( / )  
c s  fn(t) e g y  — a < t  £  - f ű  i n t e r v a l l u m b a n  e g y e n l e t e s e n  k o n v e r g á l  
e g y  F(y)  e l o s z l á s f ü g g v é n y  /(/)  k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y é h e z ,  
a k k o r  Fn (y)  i s  k o n v e r g á l  F ( y ) - h o z ,  m i n d e n  o l y a n  - y - r a ,  a m e l y r e  
F(y)  f o l y t o n o s .  I l y e n m ó d o n  a  c e n t r á l i s  k ö z é p é r t é k t é t e l  b i z o n y í t á 
s á h o z  e l e g e n d ő  k im u t a t n i ,  h o g y  a  f e n t e m l í t e t t  F„ ( y )  e l o s z l á s f ü g g 
v é n y e k  fn (t) k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y e i  v a l a m e l y  ( — a, +  a )  
n t e r v a l l u m b a n  e g y e n l e t e s e n  k o n v e r g á l n a k  a  n o r m á l i s  e l o s z l á s  k a 

r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y é h e z ,  a z a z

:i i2)
f 2

l2
=  Г  e“ y ~ 2 ~ dy  =  e
n '

ll2 - h e z .

H o g y  m e g é r t s ü k ,  m i b e n  á l l  a  k a r a k t e r i s z t i k u s  f ü g g v é n y e k  
m ó d s z e r é n e k  e l ő n y e ,  t u d n u n k  k e l l ,  h o g y  h a  F ,  (y) é s  F., ( у )  j e -  
e n t i k  a z  x ,  é s  x „  v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó k  e l o s z l á s f ü g g v é n y e i t ,  t o 
v á b b á ,  h a  x ,  é s  x 2 f ü g g e t l e n e k ,  a k k o r  x1 +  x 2 e l o s z l á s f ü g g v é n y é t  
^ ( y j - n a l  j e l ö l v e

+ 6 0

113) F3 ( y )  =  f F2 (y  -  u) d F x (u).
— oo

73 ( y ) - t  a z  F i ( y )  é s  F\ (y)  e l o s z l á s f ü g g v é n y e k  kompozíciójának 
l e v e z z ü k .  R ö v i d s é g  k e d v é é r t  a  k o m p o z í c i ó  m ű v e l e t é t  * - g a l  j e l ö l j ü k ,  
ra g y i s  ( 1 1 3 ) - a t  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  ír j u k :  F3 (y)=F1(y)  *  F 2 ( y ) .  
d á r m o s t  i s m e r e t e s ,  h o g y  h a  / ,  ( t )  é s  f2 ( t )  j e l e n t i k  F ,  ( y )  é s

65 Lásd 61
9
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F2 (у) karakterisztikus függvényeit, és F:í (у ) =  F, (,y) * F„ (y) 
karakterisztikus függvénye / :i(/j, akkor =  f,(t) . f2(t) , azaz
két eloszlásfüggvény kompozíciójának karakterisztikus függvénye 
egyenlő a két" eloszlásfüggvény karakterisztikus függvényének 
szorzatával. Ez a tény teszi lehetővé, hogy független változók ősz- 
szegeinek eloszlásának karakterisztikus függvényét könnyen kiszá
míthassuk. így például ha xn =  xn:(t) újból a Rademacher függvé
nyeket jelentik, akkor az xn(t) változók eloszlásfüggvényei és így 
karakterisztikus függvényeik is egyenlők, mégpedig könnyen adó
dik, hogy ez a közös eloszlásfüggvény f ( t ) — cos t. Legyen most
z n =  X' 'l a v  *JrXn, akkor az előbb mondottak értelmében zn 

1'ti / t  \ n
karakterisztikus függvénye fn (t) —\cos __- és tekintetbevéve,
hogy v V n )

t  t2 tl( 1 1 4 )  c o s - ^ - / -  —  +  - 4 — . . .
Y n 2 n 4! n2

sorfejtésben az első két taghoz képest a többi elhanyagolhatóan 
kicsinnyé válik, ha | í |  s  a és n végtelenhez tart, továbbá, mivel 
ismeretes, hogy

Hm í / +  — e«, 
n  —»- ÖÖ V n J

könnyen következik, hogy
fi

( 1 1 5 )  lim ícos -pLl =  e - >
ti —У oo \  1I f i )

azaz a fentebb mondottakra való tekintettel z n eloszlásfüggvénye 
konvergál a normális eloszláshoz; másszóval azt bizonyítottuk be, 
hogy ! ! V ;

( 1 1 6 )  lim v [ a <  ^  X* +  '  ’  '  +  Xn <  < g )  =  - 1 =  f  e ~ ^
n -*  öo l n ) У2 n {

Ez a módszer igen általános feltevések mellett is hasonlóképpen 
alkalmazható.

Mielőtt továbbmennénk, nézzük meg a karakterisztikus függ
vény módszerének alkalmazását a nagy számok gyenge törvényére. 
Ez már azért is érdekes, mert az előzőkben megismert tételeket 
így más oldalról megvilágítva, mélyebb betekintést nyerünk a kér
dés lényegébe. Csak egy példát nézünk meg közelebbről, Khincsin- 
nek azt a tételét, hogy ha az xn változók ugyanazon eloszlással 
bírnak és függetlenek, továbbá a közös eloszlásfüggvényük első 
momentuma létezik, akkor érvényes a nagy számok gyenge törvé-
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X  —I- X  — Xnye, azaz zn = —------- ----- -  gyengén konvergál az xn változók
közös középértékéhez. Khincsin tételének bizonyításához az x n 
változókról csak páronkénti függetlenséget tételeztünk fel. Ha fel
tesszük, hogy teljesen függetlenek, akkor a tétel a karakterisztikus 
függvény módszerével szinte minden fáradság nélkül belátható. 
Ugyanis ha Fn (y) jelenti zn eloszlásfüggvényét, akkor az, hogy 
г„ gyengén konvergál az m konstanshoz, azt jelenti, hogy Fn(y)^>~0, 
ha у <  m és Fn (y) -*■ 7,hay >  rn, másszóval Fn (y) az у=m  kivé
telével konvergál az F(y)  függvényhez, amelyet úgy definiálunk, 
hogy F(y) =  0, ha у <  m és F(y) =  1, ha у >  m. Ez viszont, mint 
láttuk, ekvivalens azzal az állítással, hogy Fn(y) fn(t) karakte
risztikus függvénye konvergál F(y)  karakterisztikus függvényéhez, 
azaz e'^-hez. Utóbbit a következőképpen láthatjuk be: feltevé
seinkből következik, hogy ha f(t) jelenti xn karakterisztikus függ
vényét (mivel az xn változók eloszlásfüggvénye ugyanaz, tehát ka
rakterisztikus függvényük is közös), akkor, ha / -> 0,

f(t )  =  1 +  mit +  o (0 ,

ahol o(t ) olyan kifejezést jelent, hogy Iim ^ — — 0. Ebből kö- 

vetkezik, tekintetbevéve, hogy zn karakterisztikus függvénye (a 
teljes függetlenségre való tekintettel) , vagyis

ha n -> °°  , amivel állításunk be van bizonyítva. Ez a meggondolás 
azért is érdekes, mert azt mutatja, bogy a nagy számok törvényei
vel foglalkozó fejezetekben .bemutatott viszonylag elérni módszerek 
többet adnak, mint a karakterisztikus függvény módszere, — 
utóbbi csak akkor alkalmazható, ha a teljes függetlenséget felté
telezzük, míg az előbbiek a páronkénti függetlenség esetében is 
célhoz vezettek. Ettől eltekintve a nagy számok gyenge törvényé
nél is van a karakterisztikus függvények módszerének jelentősége, 
elsősorban mint heurisztikus módszernek; az erős konvergencia 
kérdésének tárgyalására viszont ez a módszer nem igen alkalmas.

A már említett Kolmogorov—Petrovszki-Ше módszer, ame
lyet Khincsin fejlesztett tovább közismert könyvében,66 egész más 
elven alapszik, mint a karakterisztikus függvények módszere. Ki
induláspontja az a megjegyzés, hogy ha Ф jelenti a normális el-

“ A. Khintehime, Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlich,keitsrech- 
niung, Ergebnisse d. Math. u. Grenzgebiete, II, 4 (1933) Berlin, 1—77.

9*
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oszlásfüggvényí (lásd (110)),  akkor a G ( x , y) =  Ф 
változós függvény eleget tesz a

két-

(117) d G 1 d- G
d у  2 d  л2

ú. n. hövezetési egyenletnek. A módszer lényege a „felső” és „alsó” 
függvények bevezetése, azaz olyan Ge ( x , y) függvények beveze
tése, amelyek a

differenciálegyenletnek tesznek eleget (G B ( x , y ) - t  felső függ
vénynek nevezzük (117)-re vonatkozólag, ha e >  0 és alsó függ
vénynek, ha e <  0) és ilyen függvényekkel való összehasonlítás 
útján vezet el a módszer a centrális középértéktétel bizonyításá
hoz. Előnye ennek a módszernek — egyszerűségén és áttekinthető
ségén kívül —, hogy ilyenmódon lehetővé teszi valószínűségszá
mítási problémáknak differenciálegyenletekre vonatkozó problé
mákra való átfogalmazását, és viszont (ezen összefüggést felhasz
nálják újabban differenciálegyenletek numerikus megoldásánál is), 
ami más problémáknál, különösen diffúzió-jelenségek vizsgálatá
nál előnyös. Ez az előny még nyilvánvalóbbá vált akkor, amikor 
változók diszkrét sorozatainak vizsgálatáról stochasztikus folyama
tok vizsgálatára tértek át, ahol azok a megoldások (pl. a normális 
eloszlás); amelyek a diszkrét esetben mint határértékek léptek fel, 
pontos megoldásokként jelentkeztek.

A centrális középértéktétellel kapcsolatban nem térhetünk ki 
Bernstein alapvető munkáinak részletesebb ismertetésére. Bernstein 
munkásságának jelentősége ezen a téren abban áll, hogy egyrészt 
elsőnek terjesztette ki a centrális középértéktétel érvényességét 
majdnem független változókra, továbbá ő volt az első, aki a több
változós esetben a többváltozós normális eloszlás felé való kon
vergencia feltételeit behatóan megvizsgálta. Itt nem egyszerű álta
lánosításról van szó, mert a változók számának (a dimenziószám
nak) a növekedésével sajátságos új problémák merülnek fel. A 
többdimenziós eset gyakorlati jelentősége nyilvánvaló, hiszen az 
alkalmazásokban a legegyszerűbb esetektől eltekintve mindig több 
(2- vagy 3-) dimenziós esettel van dolgunk. Hogy egy példát em
lítsünk, a tüzérségnél 2-dimenziós problémával állunk szemben, 
ha sík terepen a becsapódást vizsgájuk, azonban, ha levegőben 
robbanó lövedékről van szó, akkor 3-dimenziós problémát kell 
vizsgálnunk.

Végül megemlítjük, hogy igen mély eredményeket ért el Lm-

d G /  ő- G  ,
-г— =  ̂ r - ^ - r  +  £д у  2 d X2
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ni к*7 az Fn ( y ) — F(y)  különbség maximumának meghatározásá
nak kérdésében. Ezt a kérdést, abban a speciális esetben, amikor az 
x„ változók ugyanolyan eloszlásúak, Esscen08 tárgyalta. Linnik 
eredményeinek egyik érdekessége, hogy Vinogradov híres, trigono
metrikus összegek becslésére vonatkozó, módszerét69 (amelyet Vi
nogradov, mint ismeretes, számelméleti problémák megoldására 
alkotott meg), alkalmazta a valószínüségszámításban.

Eloszlásfüggvények algebrája.

Az előzd fejezetben definiáltuk eloszlásfüggvények kompozí
cióját. Ez a művelet, amint ezt könnyű belátni, asszociatív és kom
mutatív; és így az összes eloszlásfüggvények erre a műveletre vo
natkozólag ú. n. kommutatív fél'csdportot alkotnak. A valószínü- 
ségszámítás sok jelentős problémája ennek a félcsoportnak al
gebrai vizsgálatára vezethető vissza. így például Khincsin, Lévyn 
és mások fogalköztak a következő problémával: meghatározan- 
dók azok az eloszlásfüggvények, amelyek felléphetnek, mint a 

5  — Лzn =  — -változók eloszlásfüggvényeinek a határértéke, ahol

Sn =  x, + x2 +  ... x„ és az xn változók mind ugyanazon el
oszlással bírnak és függetlenek. Ezeket az eloszlásfüggvényeket 
stabilisnek szokás nevezni. A stabilis eloszlások osztálya algebrai- 
lag is jellemezhető. Eloszlásfüggvények valamely összességét zárt 
családnak nevezzük, ha a kompozíció művelete nem vezet ki eb
ből az összességből. Mármost könnyen belátható, hogy az F(y)  
eloszlásfüggvény akkor és csak akkor stabilis, ha az összes 
F(ax + b) alakú \ eloszlásfüggvények, ahol a >  0„ b valós, zárt 
családot alkotnak. Kliincsin és Lévy71 meghatározták az összes sta
bilis eloszlásfüggvényeket, mégpedig bebizonyították, hogy ha f(t)  
jelenti a stabilis F(y)  karakterisztikus függvényét, akkor log /(/) 
a következő alakban állítható elő:

Természetesen a Gauss-eloszlás a stabilis eloszlások közé 
tartozik, amint ezt akár a definícióból, akár а (П8)  előállításból

”7 Ju. V. Linnik, О tocsnoezti priblizseniia к Oaussovu raszpredeleniju 
szimm nyezavisziimiiih szLucsaimüh velicsin, IÁN. 11 (1947) 111—138.

68 C. Q. Esseen, Fourier analysis of distribution functions, Acta Math. 
77 (1945) 1— 125.

“ 1. M. Vinogradov, Metód Trigonotrnetricseszikih szumm v teorii csőszei, 
Trudi Mat. Inszt. Szteklov, XXIII. (1947) 1—108.

70 a) A. la. Khincsin, Invariantnüe klasszá zakonov raszpredeleniijia Bull. 
Moszk. Univ. 1937, 4—5; b) A. Khintchine és P. Lévy, Sur les lois stables, 
Comptes Rendus Acad. Sei. Paris, 202 (1936); c) P. Lévy, Théorie de l’addii- 
tion des variables aléntoires, Paris, 1937, 1—328. 

n Lásd 70 b).
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(118) log /  (/) =  i t  у — ц \ t \a ( /  +  i /3— w) -

ahol у valós, 0 < a S 2 ,  ц >  0, \ ß \ ü  /, továbbá ш — tg -Л a -,
2

2
ha а ф  1 és ы =  — t  los  UL ha а =  /. n °  1

beláthatjuk, amely utóbbi képlet а — 2 esetben adja a Gauss- 
eloszlás karakterisztikus függvényét, az /  (/) =  it у  — fi t2 függ
vényt (ez a ~  (eloszlásfüggvény karakterisztikus függvénye).

A stabilis eloszlásokat magában foglaló szintén rendkívül fon
tos osztály a végtelenül osztható eloszlások osztálya. Az F(y) 
eloszlásfüggvényt végtelenül oszthatónak nevezik, ba minden 
n természetes számhoz található olyan G(y)  eloszlásfüggvény, 
hogy G(y)  л-szer önmagával komponálva F(y)- t  adja (azaz 
G(y)  * G(y)  * . . .  * G(y)  =  F(y),  ha a „tényezők” száma л). 
A véges második momen,túrná végtelenül osztható eloszlásfüggvé
nyek általános alakját Kolmogorov72 határozta meg, az általános 
esetben Lévy73 adta meg az általános képletet; Kolmogorov tétele 
úgy szól, hogy ha f(t)  egy végtelenül osztható F( y ) eloszlásfügg
vény karakterisztikus függvénye, akkor f(t) előállítható a követ
kező alakban:

(119) log f ( t )  =  i y t  +  ii -- --------\  У cl G (yl
J u z

, -С О
ahol G(y)  egy tetszőleges eloszlásfüggvény. А (119) képletből 
speciális esetként nyerjük a Gűuss-eloszl'ás karakterisztikus függ
vényének logaritmusát, ha G(x)-nek az E(x)  függvényt választ
juk, amely a következőképpen van definiálva: E(x)  =  0, ha xüO,  
és E(x)  =  1, ha X >  0; E(x)  az eloszlásfüggvények félcsoportjá
nak egységeleme.

Bawly74 és Khincsin75 kimutatták, hogy független válto
zók oly sn összegeinek eloszlásának határértékeként fellépő elosz
lások, amely összegek minden tagja határértékben magához s n- 
hez képest tetszőleg kicsiny lesz, ha n - > o o  , csak végtelenül 72 73 74 75

72 A. N. Kolmogorov, Sulla forma generele dl un processo stocastico 
omogeneo Atti Accad. naz. Llncei 15 (1931) 805—808; Ancora sulla forrna 
generale etc. u. о. 866—869.

73 Lásd 70 c) 190 o.
74 О. M. Bawly, Über einige Verallgemeinerungen der Grenzwertsätze 

der Wahrscheinlichkeitsrechnung, MSZ, 1 (1936) 917—930.
75 A. Khintchin, Contribution á l’arithmétique de lots de distribution, 

Bull. Math. Univ. Moszkva, 1 (1937) 6—17. Zur Theorie der unbeschränkt 
teilbaren Verteilungsgesetze MSZ 2 (1937) 79—117.
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osztható eloszlások lehetnek. Igen érdekesek Gnedenko76 vizsgála
tai is, aki a következő problémával foglalkozott: a független és 
ugyanazon F(y)  eloszlásfüggvénnyel bíró x n változókra képezzük 
az sn — -r x2 + ... •+• xn összegeket; ha léteznek olyan an és

£ _ Q
b„ számsorozatok, hogy — - — — =  zn eloszlásfüggvénye konver-

On
gál egy г)> (у) eloszláshoz, akkor azt mondjuk, hogy F(y)  a rp (y) 
eloszlásfüggvény vonzókörébe esik. Könnyű belátni, hogy az ilyen- 
módon számbajövő eloszlások (amelyek tehát vonzókörrel egyálta
lán rendelkeznek) a stabilis eloszlások. Mármost Gnedenko meg
határozta egy általános stabilis eloszlás vonzókörébe tartozó elosz
lásokat. Ezek az eredmények a centrális középértéktétel probléma
körének természejf s általánosításának tekinthetők. Míg régebben azt 
hitték, és azt is igyekeztek bizonyítani, hogy a fenti vonatkozásban 
csak a Ga«.ss-féle eloszlás szerepelhet határeloszlásként, kiderült, 
hogy ez nem áll fenn, hanem az összes stabilis eloszlások számba- 
jönnek. Ennek ellenére ezek az eredmények nemhogy csökkente
nék, hanem inkább még aláhúzzák a normális eloszlás jelentősé
gét, ugyanis Gnedenko eredményei azt mutatják, hogy ahhoz, 
hogy a normális eloszlástól különböző stabilis eloszlás vonzókö
rébe essék egy megadott F(y)  eloszlásfüggvény, igen speciális 
tulajdonságokkal kell rendelkeznie, míg igen általános feltételek 
meflett F(y)  a normális eloszlás vonzókörébe esik. Ettől teljesen 
független kérdés az, hogy a statisztikusok — más irányban — túl
becsülik általában a normális eloszlás szerepét, hiszen a normális 
eloszlás speciálisan additív jellegű jelenségekre vonatkozik (ahol 
a különböző hatások összeadódnak), míg például multiplikativ je
lenségeknél (ahol tehát a különböző hatások összeszorzódnak) a 
logaritmikus normális eloszlás a természetes: erre szép példa a be
vezetésben említett, a törésre vonatkozó Kolmogorov-féle eredmény.

Az eloszlásfüggvények „algebrájának” igen nehéz és nagyobb
részt még megoldatlan problémája az eloszlások faktorizációjának 
kérdése: vagyis az a kérdés, hogy egy megadott eloszlásfüggvényt 
hogyan lehet más eloszlásfüggvények kompozíciójaként előállítani. 
A probléma nehézségét mutatja az a tény -— amelyet elsőnek 
Khincsin vett észre —, hogy az eloszlások algebrájában nincsen 
„egyszerűsítési szabály”, azaz lehetséges, hogy F, * F, =  F„ * 
de F, i  F... Érdekes eredményt ért el a , faktorizáció problémája 
terén Raikov,77 aki bebizonyította, hogy egy Poisson-eloszlás ténye
zői maguk is Poisson-eloszlások (egy x valószínűségi változóról 
akkor mondjuk, hogy Po/sson-eloszlással bír, ha x lehetséges ér
tékei an — m +  na alakúak ( n = * 0 , 1,  2 és x az an értéket

” В. V. Gnedenko. К teorii predelnüh teorem dija szúrom rayezaviszimüh 
szlucsainüh velicsin, IÁN, (1939), 181—232.

" D. Raikov, On the decomposition of Gauss and Poisson laws, IAN, 
(1938), 91—120.
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nn = —- e~1 valószínűséggel veszi fel; itt m és a valós számok,
a /~0, Л pozitív szám). Ennek megfelelő tételt a normális elosz
lásra vonatkozólag Cramér bizonyított be.78 Cramér tétele úgy szól, 
hogy egy normális eloszlás tényezői is csak normális eloszlások 
lehetnek. Az eloszlások faktorizáció-problémáiban nagy szerepet 
játszanak az úgynevezett irreducibilis eloszlások, azaz olyan elosz
lások, amelyek nem bonthatók fel (nem triviális) tényezőkre. Egy 
tetszőleges eloszlásnak irreducibilis eloszlások és végtelenül oszt
ható eloszlások szorzataként való előállítására vonatkozólag a leg
messzebbmenő eredményeket Khincsin érte el.

Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy a valószínüségszámítás 
összes ismertetett ágaiban a szovjet valószínségszámítási iskola 
világviszonylatban vezető és irányító szerepet visz; a szovjet ma
tematikusok nagyjelentőségű eredményei a matematikának ezt az 
ágát teljesen áformálták és hatalmas mértékben kifejlesztették; 
nagy elvi jelentőségű és rendkívül általános elméleti eredményeiket 
sikerrel alkalmazták a gyakorlatban, a valószínüségszámítás al
kalmazási területét óriási mértékben kibővítették és a tudomány 
eredményeinek alkalmazásával segítették a szocialista társadalom 
felépítését.

МАТЕМАТИКА В СССР ЗА ТРИДЦАТЬ*ЛЕТ.
II. НОВЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Часть 1.

Настоящая статья содержит обзор некоторых из блестящих резултатов 
Советских математиков, открывших новые направления в теорий вероятно
стей, относительно проблемы поведения сумм независимых или слабо за
висимых случайных величин.

Часть 2. будет посвящена результатам Советской школы теорий вероят
ностей по теорий случайных процессов, и Часть 3. резултатам принадлежа
щим к математической статистике.

В начале статьи дается обзор достижений}Советских учёных применя
ющих методы теорий вероятностей в различных областях естествознаний и 
техники. После этого изложены и доказаны некоторые избранные результаты, 
принадлежащие к следующими главами теориневероятностей :]закон больших 
чисел для зумм независимых и слабо зависимых случайных величин и для 
стационарных последовательостей случайных в,еличин; усиленный закон 
больших чисел; закон повторного логарифма; притяжение к закону Гаусса; 
устойчивые и неограниченно делимые законы расспределения.

78 Н. Cramér, Über eine Eigenschaft der normalen Verteilungsfunktion, 
Mpth. Zeitschr. 41 (1936), 405—414.



30 YEARS OF MATHEMATICS IN THE SOVIET UNION.
II. NEW LINES OF RESEARCH IN PROBABILITY THEORY.

Part 1.
by Al'fréd Rényi. <■*

The present paper contains a survey of some brilliant results 
of Soviet mathematicians, opening new lines of research in the 
theory of probability, concerning the problem of the behaviour of 
sums of independent or weakly dependent random variables.

The 2. part will be devoted to results of the Soviet school 
of probability theory concerning stochastic processes, and the
3. part to results belonging to mathematical statistics.

At the beginning of the paper a survey is given of results of 
Soviet scientists applying probability methods in different fields of 
natural sciences and engineering. Following this some selected 
theorems are discussed and proved, belonging to the following 
chapters of probability theory: the law of large numbers for inde
pendent and weakly dependent random variables, as well as for 
stationary sequences of random variables; the strong law of large 
numbers; the law of the iterated logarithm; attraction to the nor
mal distribution; stable and indefinitely divisible distributions.
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