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A SZOVJET MATEMATIKA 30 EVE.

A Bolyai Janos Matemwatikai Tdrsulat egyik
legfontosabb céljakeént tizte maga elé, hogy a szov-
jet mdtematikusok munkdssagdt és eredményeit is-
mertesse. Ebbol a célbol folyédiratdaban cikksorozatot
wmdit a szovjel mdtematika nagy eredményeirél.
Aldbbi tanulmdny ezen cikksorozatot nyitja meg.
A szovjet matematika eredményeinelk ismertetésé-
ben nagy segitséget jelent az 1948-ban a Moszkvai
Matematikai Tdrsulat kezdeményezésére kiadott ,,A
szovjet matematika 30 éve cimd hatalmas, ossze-
joglalo munka.*

I. A valészinliségszamitas megalapozasarol.

frta: RéNYI ALFRED,

Bevezetés.

A valgsziniiségszamitas az elmult 30 évben hatalmas
fejlodésen ment keresztiill. Ezt a fejlédést a valészini-
ségszamitasnak a természettudomanyok fteriiletén és az ipar-
Lan valo alkalmazasai, a valosziniiségszamitasi modszerek al-
kalmazasi teriiletének nagymértéki kiboviilése és elmélyiilése
tették sziikségessé, az elmgélet fejlodése pedig ujabb alkalmaza-
sokat tett lehetévé. A ‘kinetikus gazelmélet, a Brown-féle moz-
gas elmélete, a radioaktiv bomlasjelenségek, a quantummecha-
nika egyre tujabb problémakat vetettek fel, amelyek megolda-
sahoz a klasszikus valészintiségszamitas nem volt elégséges. De
nemesak a fizika, a biolégia, az orvostudomany, s6t nem egy-
szer a termelés kozvetlen problémai is nagy szamban vetettek
{el kérdéseket, amelyekkel az uj valoszintiségszamitasnak meg
kellett birkoznia. A klasszikus valészintiségszamitast ki kellett
bGviteni, egy wj, a régitél nemesak mennyiségileg, de mindsé-
gileg is kiilénboz6 modern valészintiségszamitias kialakitasa
vait  sziikségessé. A modern valgszintiségszamitas fejlodését
nosszu ideig hatraltatta az, hogy a valésziniiségszamitias meg-
alapozasanak kérdése tisztazatlan volt, A fejlédés soran nyil-

* Ezen munka nagy vonalakban val ismertetését 1asd Természet és
Technika, 1949 &prilis, 220—227. old.
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vanvalova valt, hogy a klasszikus valészintiségszamitas logikai
megalapozasa hianyos, elavult és hogy ennélfogva a valdszinii-
ségszamitas exaktsag és az alapfogalmak tisztazotisiga szem-
pontjabél messze elmaradt a matematika tobbi Aga mogott. Az
uj és gyors iramban fejlédé elméletnek biztos alapokra volt
sziiksége, mert az alapok koriili bizonytalansiag az elmélet meg-
bizhatosagat, attekinthetoségét veszélyeztette. A valdszintiség-
szamitas megalapozasara iranyulé kisérletek a matematikaban
szokatlan heves vitakat valtottak ki. Szamtalan uj elmélet szii-
letett és a kiilonboz6 elméletek hivei egyméassal éles hangt
polémiakat folytattak. Kiilonosen nagy harcok alakultak ki
Mises tetszetés, de alapjaban elhibazott elmélete koriil. A valo-
szinliségszamitas megalapozasianak kérdését kielégits modon
eisének KOLMOGOROFF szovjet matematikusnak: sikeriilt tisztaz-
nia 1933-ban megjelent, ,A valésziniiségszamitas alapfogalmai®*
cimii korszakalkoté munkajaban. Habar a vitak ezutan sem
gziintek meg, s6t még élesedtek, azonban az 1937-ben Genfben
tartott nemzetkozi valoszintiségszamitasi kongresszuson nyil-
vanvalova valt, hogy a legkivalébb kutatok tdalnyomé tobbsége
c.fogadta KoLMOGOROFF rendszerét és felismerte, hogy a Kov-
MOGOROFF-féle elmélet egyrészt egyszertisége és vilagos logikai
felépitése folytan, masrészt azaltal, hogy a gyakorlat altal fel-
vetett 1j problémak targyalasara is biztos alapul szolgal, a
valo6szintiségszamitas megalapozasanak teljes mértékben Kkielé-
¢it6 és termékeny utja. A kovetkezékben igyekezni fogunk
KorLM0GOROFF elméletének lényegét és ezen keresztiil a modern
valoszintiségszamitas modszereit bemutatni. A valészintiségsza-
mitas megalapozasanak kérdését esak ugy lathatjuk vilagosan,
ha azt torténeti fejlédésében vizsgaljuk meg, ezért erre is rész-
letesen kitériink. Hogy KOLMOGOROFF rendszerének jelentdsé:
gét tisztan lassuk, osszehasonlitjuk mas kisérletekkel, kiilondsen
Mises és kovetéinek kisérleteivel. Jelen cikkiinkben a szovjet
matematikusoknak esak a val6szin{iségszamitas megalapozasara
vonatkoz6 eredményeit targyaljuk, a va.oszintiségszamitas 1j
againak fejlesztése terén elért fontos eredményeit egy tovabbi
cikkben fogjuk ismertetni,

Torténeti attekintés.

A valosziniiségszamitas a matematikanak viszonylag fiatai
aga, kialakulasa a XVII. szazad kozepére tehets és elsésorban
PascAL, FERMAT és HUYGHENS nevéhez flzédik. A valészinii-
ségszamitas torténetének ezt az elsé fejezetét az jellemzi, hogy

& Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, FErgebnisse d.
Math, u, ihrer Grenzgebiete, II, 3, Berlin, Springer 1933.
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targyat elsésorban a szerenecsejatékokra vonatkozé kombinato-
rikus feladatok k¢pezték. BERNOULLI JAKAB-nak az Ars coniec-
tandi®* cimi 1713-ban megjelent munkaja tartalmazza a valo-
szintiségszamitas elsé rendszeres targyalasat, amely ennek a
korszaknak az eredményeit rendszerbe foglalja. BERNOULLI ne-
véhez fliz6dik a nagy szamok torvényének felfedezése is, amely
a tovabbi fejlédés kiindulépontja volt. A valészinfiségszamitas
torténetének kovetkez6 fejezetét — a XVIII. szazadban és a
XIX. szazad elsé felében — az jellemzi, hogy a valésziniiség-
szamitas ezen korszakianak nagy mesterei — Baygss, MOIVRE,
LEGENDRE, LAPLACE és (GAUSS — a matematikai analizis id6koz-
ben kifejlodott modszereit alkalmazzak a valészint{iségszami-
iasra. Kz fejezddik ki ezen korszak legnagyobb valészin{iség-
- szamitasi miivének, LArPLACE Théorie analytique des probabili-
tés cimii 1812-ben megjelent munkijanak a eimében is. A XIX.
szazad masodik felében a valdszintiségszamitas fejlédésében
Nyugat-Eurépaban torés allott be. Erre az idére esik a mate.
matika szabatos megalapozasara iranyulé torekvés, amely telje-
seh atformalta a matematikat, azonban ebbél az Atalakulashol
a valészintiségszamitas kimaradt, annyira hogy egyesek a valo-
szintiségszamitast nem is szamitottak a matematikahoz, hanem
valami kiilonleges helyet tulajdonitottak neki a tudomanyok
kozott. Ez mutatkozik meg példaul abban is, hogy F. KLEIN a
matematika fejlédésérsl a XIX. szazadban sz6l6 nagy munka-
jaban® egy szoval sem emlékszik meg a valosziniiségszamitas-
v6l. A valdszinfiségszamitas fejlédésének megakadasara jel-
lemz6 az is, hogy ebben az idében a fizika kiilonosen a
statisztikus mechanika — 4ltal felvetett j problémak matema-
tikai feldolgozasa is esak kis mértékben tortént meg. Ebben az
idében lényeges elérehaladast kizarélag az orosz valdszinfiség-
szamitasi iskola nagy mesterei: CSEBISEV, MARKOFF és LJAPU-
NOFF értek el, akiknek a munkassaga a XX. szazadban meg-
indult nagy fejlédés alapjaul szolgalt. A XX. szazadban meg-
Gjulé valészintiségszamitast elsGsorban az alkalmazasi teriiletek
kib6viilése jellemzi. Ennek kovetkeztében nétt meg nagymér-
tékben az érdeklédés vilagszerte a valészintiségszamitas problé-
mai irant. A modern valésziniiségszamitas megalkot6i kil
€ls helyen E. BOReL-t kell megemliteniink, BOREL* ismerte tel

2 Ostwalds Klassiker der Exacten Wissenschaiten, Nr. 107, 108,
Leipzig, Engelmann, 1899.

8 Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik im 19, Jahr- .

hundert, Berlin, Springer 1926,
4 Sur les probabilités dénombrables, Rendiconti di Palermo, 27,
1909. 247—271. ‘
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elsének a valésziniiség és mérték fogalmainak mély kapesolatat
és inditotta el ezzel azt a fejlédést, amely éppen KOLMOGOROFF .
nal érte el tetépontjat. A modern valdszintiségszamitas fejlo-
dése elvialaszthatatlanul Osszekapesolodik a mérték és integral
fogalmainak fejlédésével, amelynck modern elméletét elsémek
LEBESGUE alkotta meg. A valészintségszamitas fejlodése szem-
pontjabol donté jelentéségii volt FRECHET munkéssaga is, aki
a LEBESGUE-féle mérték és integral fogalmat kiterjesztette '
ubsztrakt terekre. Nagy szerepe volt a modern valdsziniiségsza-
mitas kialakitasaban POLYA GYORGY-nek, akinek az 1912-ben
megjelent ,,A valoszintiségszamitas néhany kérdésérsl és bizo-
nyos velok osszefiiggé hatarozott integralokrol” cimii disszer-
tacioja egy sereg fontos gendolatot tartalmaz, amelyek azota
alapvetéveé valtak és kés6bbi dolgozatai is nagy hatassal voltak
a valészintiségszamitas fejlodésére. A' XX. szazad els6 évtize-
deiben S. BERNSTEIN ¢s R. v. MisEs munkassaga volt a legje-
lentésebb. S. BERNSTEIN-nek, a szovjet valoszintiségszamitasi is-
kola alapitojanak értékes munkassiaga kiterjed a valoszintiségsza-
mitas szinte minden lényeges Lkérdésére. Mises jelentésége,
a mellett hogy sok értékes eredménnyel gyarapitotta a valoszi-
niiségszamitast, féképpen abban all, hogy munkaival® széles
korokben felkeltette az érdeklédést a valoszintiségszamitas sza-
batos megalapozasanak kérdése irant és ozt az érdemét az sem
csokkenti, hogy az altala javasolt ut zsakutcaba vezetett.
Miéta Kor.moGcoRroFF-nak sikerijlt a valészintiségszamitas megala-
pozasanak kérdését tisztazni, a valészintiségszamitas fejlédése ut-
iabol minden akadily elharult és az elmélet az elmult években
egyre gyorsabb iitemben fejlodott tovabb. Fejlesztésében vezetd
szerepet visznek a szovjet matematikusok, akik koziil a mar
emlitett - KoLMOGOROFF-on és BEeERNSTEIN-en kiviil — a nélkiil,
hogy teljességre torekednénk — megemlitjilk KHINCSIN
SzLuckl, PETROVSZKI, GNEDENKO; GLIVENKO, ROMANOVSzZKI, RAI-
KOV és LLINNIK neveit, akiknek munkassagat egy kovetkezé cikk-
ben fogjuk' ismertetni. A felsoroltakon kiviil megemlitjiitk még
P. Livy, H. CraAMER, W. FELLER,. M. KAc, H. STEINHAUS, E.
MarczEwsKkIl és ERDOs PAL neveit, azok koziil, akik az utébbi
években jelentds eredményeket értek el a valdszinfiségszamitas
terén.t

5 pl. Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig u. Wien, Deuticke, 1931.

® A legutobbi évek irodalmara vonatkozolag jo osszefoglalist adott
H. Cramér az 1946-ban a princetoni konferencian tartott beszamoldjaban,
1. Annals of Math, Statistics, XVIIL,, 2. 1947, 165—193, ahol részlefes iro-
dalmi utaldsokat is ad.



A valdsziniiség klasszikus fogalma.

A valészintiség klasszikus, naiv definicidja a kovetkezokép-
pen hangzik: valamely esemény valoszinliségén értjik az ese-
mény bekovetkezése szempontjabol kedvezd esetek szaméanak
6s a lehetséges Osszes esetek szamanak hanyadosat. Ezen defini-
¢i6 értelmében valamely esemény valdszintisége 0 és 1 kozé
es6. racionalis szam. Ez a definicio feltételezi, hogy az o0sszes
szambajovo esetek egyforman lehetségesek; sok félreértésre
adott okot, hogy ezt nem mindig hangstalyoztak ki kell6képpen.
Ennek a naiv definiciénak a modern kritikusai szinte kivétel
nélkiil megjegyzik, hogy ez a definicié logikai circulus vitio-
sust tartalmaz. Hiszen az, hody ,egyenléen lehetséges”, lényegé-
ben ugyanazt jelenti, mint ,egyenléen valdészinii“, ugyhogy a
valésziniiség fenti definici6ja feltételezi, hogy el tudjuk don-
teni, hogy kiilonbizé események egyforman valdszintiek még
mielétt a valésziniiség fogalmat definidltuk volna. Nem kétsé-
gses, hogy itt bizonyos logikai nehézséggel allunk szemben, bar
azokban a specialis esetekben, amelyekkel a klasszikus elmélef
foglalkozott, altaliban bizonyos szimmetria tulajdonsigok fel-
hasznalasaval ez a nehézség athidalhato. Példaul egy jaték-
kockanal — amennyiben valéban szabalyos kocka alakja van
¢ anyaga homogén — szimmetria okokbél feltehetjiik, hogy
egyforman lehetséges az, hogy barmelyik lapjara essék a 6
koziil. Meg kell, jegyvezni azonban, hogy a valészin{iségszamitas

XVIII. és XIX. ‘szazadbeli miivel6i, akik szintén lattak mar

az emlitett logikai nehézséget, ezt a ,hianyz6 ok elvére” valo
hivatkozassal probaltik -athidaini, példdul azt mondtak, hogy
azért egyenléen lehetséges a kockanal mind a hat lap, mert
,semmi ok nines arra, hogy inkabb essék az egyik lapjara,
mint a masikra®“. Mondani sem kell, hogy ez az allitélagos ,.elv®
a nehézséget semmiképpen nem oldja meg. Azonban nem ez az
egyetlen hianyossiga a valosziniiség klasszikus definieiojanak,
hanem sokkal sulyosabb nehézségek is fellépnek. Ez a definicio
néldaul egyaltalan nem alkalmazhaté abban az esetben, ha a
szobanforgéd lehetéségek nem egyforman lehetségesek. Hogy az

el6bbi példanal maradjunk, tegyiik fel, hogy kocka helyett egy.

hatoldali ferde hasabot vesziink, vagy szabalyos alakt, de
inhomogén tomegeloszlasu koekaval dobunk — mondjuk olyan
kockaval jatszunk, amely két részhsl van osszeragasziva, az
egyik rész 6lombol, a masik fabol van. Ezekben az esetekben
a valosziniiség fenti naiv definicioja nem alkalmazhatd.” Ha-

7 Hasonléképpen nem alkalmazhaty a klasszikus definicié példaul az
¢lethenmaraddsi, haldlozdsi velosziniiségekre, amelynek folytan a klasszi-
kus valdsziniiségszamitds és a mar régéta kifejldstt biztositdsi matema-
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sonlé nehézségek léptek fel @z wu.n. ,geometriai valészintiség”
fogalmaval kapesolatban. Tegyiik fel példaul, hogy egy zart
udvarra egy emeleti ablakbél vaktaban pénzdarabokat dobunk.
Krétaval koriilkeritjiik az udvar egy részét és azt kérdezziik,
mi a valésziniisége annak, hogy egy pénzdarab a koriilkeritett
részbe essék? Vagy vegyiik BUFFON klasszikus problémajat:
egy papirlapon egyenldé tavolsagban parhuzamos egyeneseket
htzunk és vaktaban egy tiit dobunk a papirlapra; mi a wval6-
szintisége, hogy a tii tigy helyezkedik el, hogy egy, két, harom,
sth. vonalat metsz? Ilyen tipusu feladatok megoldasa bizonyos
esetekben sikeriilt a klasszikus definicié alapjan is, hatarat-
menet segitségével. Ebbol a célbol azonban be kellett vezetni az
aritmetikai és geometriai valoszintiségek teljesen természetelle-
nes kiilonvalasztasat. A geometriai valoszintiségek elméletének
ugyan értékes mellékhajtasaként kialakult CroFTON 6ta az 4.n.
integralgeometria, de maganak a valdszintiségszamitasnak a
tejlédése szempontjabél a diszkrét és folytonos eset kiilonva-
lasztasa karos volt és a modern valészintiségszamitas egyik

eredménye, hogy ezt a megkiilonboztetést — az integralfoga-
lem SrieLties-féle altalanositasanak felhasznalasaval — si-

keriilt kikiiszobolni.® A valészinfiségszamitasnak szorosan a
klasszikus definiciohoz ragaszkodo felépitései koziil a legsike-
riiltebb S. BERNSTEIN axiomatikus rendszere. BERNSTEIN rend-
szere a valoszintiségek Osszehasonlitasanak axiomajan épiil,
tehat azon a feltevésen, hogy barmely két esemény valészinii-
sége oOsszehasenlithatéo (azaz eldonthets, hogy melyik valoszi-
ni{ibb). BERNSTEIN elméletének egyik érdekessége, hogy rend-
szerében a valésziniiség szamszerii mértéke mint onkényes fel-
tevés jelenik meg és ezzel kapesolatban ramutat arra, hogy
logikailag kifogastalan rendszert kaphatunk tgy is, hogy pél-
daul — a klasszikus definicié terminolégiajat hasznalva —
egy esemény valoszintiségét mint a kedvez6 és kedvezétlen ese-
tek szamanak hanyadosat definialjuk; ebben az esetben persze

tika kozott nem volt meg az Osszhang, Itt jegyezziik meg, hogy a biztosi-
tasi matematikdban felléps valésziniiségek nem illenek bele a késébb tar-
gyalandd, a valészinfiséget mint a gyakorisag hatarértékét definidly rend-
szerekbe sem, mig Kolmogoroff rendszere ezen a teriileten ugyanolyan
sikerrel alkalmazhatd, mint példaul a fizika problémaiban,

8 A gyakorlatban fellépnek olyan csetek is, amelyek az aritmetikai
és geometriai valdsziniiségek eseteit vegyesen tartalmazzik. A modern
elméletben ez semmi nehézséget nem okoz, és csak annyit jelent, hogy &
szobanforgd eloszlasfiiggvény olyan monoton fiiggvény, amelynek Le-
besgue-iéle felbontasa tartalmaz egy abszolut folytonos fiiggvényt és cgy
ugrasfiiggvényt is.

¢
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egy esemény valosziniiségét nem egy 0 és 1 kizé esé szam, ha-
vem tetszéleges nemnegativ szam fejezi ki és a bizonyossagnak
végtelen nagy valésziniiség felel meg.? BERNSTEIN vizsgalatai
sokban hozzajarultak a fogalmak tisztazasahoz, azonban a valg-
szinfisbgszamitas fejlodése sziikségessé tette olyan elmélet ki-
épitését, amely a klasszikus definiciotél lényegesen eltér. A ki-
vetkezékben az erre iranyulé kisérleteket fogjuk ismertetni.

A valdsziniiség mint a gyakorisag hatarértéke.

Induljunk ki a Jegegyszeriibb példabél, a fej-vagy-iras
jatékbol. Amikor azt mondjuk, hogy egy szabilyos pénzdarab-
bal valo dobasnal a ,fej” valésziniisége 146, ez. természetesen
nem jelenti azt, hogy ha ugyanazzal 2 pénzdarabbal nagy szamu
dobast hajtunk végre, akkor feivaltva kapunk .fejet“ és ,irast®,
de még azt sem, hogy paros szamta dobasnal a dobasok szamé-
vak a felében kapunk irast és a felében fejet. Azt azonban var-
hatjuk, hogy a dobasok szaméanak koriilbeliil a felében jon ki
iras. Mi ennek az allitisnak a preciz tartalma? FErre elGszor
BrRNOULLI adott valaszt hires tételével, a nagy szamok réla
elnevezett torvényével. ¥z azt mondja ki, hogy annak a valé-
szintisége, hogy az ,iras“ gyakorisiga (azaz azon dobasok
szama, amelyekben ,iras” jon ki, osztva az osszes dobasok sza-
maval) egy tetszélegesen kiesiny megadott pozitiv szamnal
kevesebbel térjen el 14-t6], tefszélegesen kozel lesz 1-hez
(a ' bizonyossaghoz), feltéve, hogy a dobasok szama elég
nagy. Mas szoval, ha = jelenti a dobasok szamat és
ke azon dobasok szamat, amelyekben ,iras® jott ki, an-
nak a val6észintisége, hogy az iras gyakorisaganak és val6-

o 1. Bernstein, Teoria verojatnostei, Ogiz, Gosztechizdat, Moszkva—
Leningrad 1946, 4. kiadis, 7—21, Ha n ielenti az Gsszes esetek szamat
és k a kedvezé esetek szamat, Bernstein szerint a szébanforgé esc-

mény valésziniliségén az F (%) szamot értjiik, ahol F(x) valamely meg-

X
Il —x
fiiggvényt valasztjuk, akkor juturk a szovegben emlite't alternativ defini-
ciohoz. Az F (x) fiiggvény megvalasziasit Bernstein célszeriiségi meggon-
doldsokkal donti el. Ugyanis, ha x — G (y) jelenti az y = F (x) fiiggvény

adott monoton novekvé nemnegativ fiiggvény. Ha F(x)-nek az

inverz fiiggvényét, tovabba ha az Ai, As,... A, egymist kolcsondsen ki-
zar6 események valdsziniiségei pi, Pz, ... P,, akkor annak a valdszinii-
ségét, hogy az Ai,... A, események valamelyike bekovetkezzék, az

F(G(pd) + G(p2) +...4G(p,)) kifejezés adja meg, amibél l4thats, hogy
az addiciotétel akkor nyeri el legegyszeriibb alakjat, ha F(x)= x.



34

szinfiségének kiilonbsége, tehat %——12— abszolut értékben kisebb
legyen egy tetszéleges kis pozitiv szamnal, 1-hez konvergal, ha
n végtelenhez tart. Fontes megjegyezni, hogy ez a tétel nem
allitja, hogy k/n konvergal 14-hez, ha n végtelenhez tart, hanem
annal kevesebbet mond ki. Itt a konvergencia egy gyengébb
valfajarél wvan sz6, amely kozel all a valés fiiggvénytan-
ban hasznalatos ,aszimptotikus konvergenecia® fogalmahoz*®
ugyanis a tétel nem zarja ki, hogy Fk/n lényegesen eltérjen
1/2-t6] tetszélegesen nagy m-re, hanem’ esak annyit allit, hogy
cz igen valodszintitlen. Borun és CANTFLLI kimutattak, hogy a
szobanforgd esetben — az tgynevezett  BERNOULLI-féle eset-
ben — tobb is igaz, mégpedig fennall a nagy szamok 1.n.
erés torvénye, (amellyel Osszehasonlitva a BERNoULLI-tételf
szokas a nagy szamok gyenge torvényének is nevezni). BOREL
tétele szerint annak a valosziniisége, hogy ¥X/n Kkonvergaljon
1/2-hez, ha n végtelenhez tart, 1-gyel egyenlé, masszoval annak
a valésziniisége, hogy k/nm ne konvergaljon 1/2-hez, 0 val
egyenl. Azonban eléfordulnak olyan esetek is, amikor a nagy
szamok gyenge torvénye fennall, de az erds torvény nem. Mind-
ebb6l azonban lathato, hogy egy esemény valosziniisége és gya-
korisaga kozott szoros kapesolat all fenn: a gyakorisag bizo-
nyos sziikébb vagy tagabb — értelembon kozeledik a valo-
szinfiséghez, ha a kisérletek szamat noveljiik.

A valoszinfiségszamitasnak azon rendszerei, amelyekrsl
most beszélni fogunk, azzal jellemezheték, hogy a valoszintiség
és gyakorisag fogalmainak szerepét feleserélik, és egy esemény .
valésziniiségét mint a gyakorisig hatarértékét definialjak
Az elsé ilyen elmélet Mises-t6l szarmazik. a kés6bbi elméle-
tek, bar bizonyos pontokon javitottak és moédositottak Mises
rendszerét, ngyanazon a felfogason alapulnak. Mises elmélete
a kovetkezoképpen jellemezheté: ahhoz, hogy egy esemény
valészintiségérél beszélhessiink, el6bb meg kell adni egy kol-
lektivamot. Kollektivum alatt Mises a kisérletek egy végtelen
sorozatat érti, amely kisérletek mindegyikéhez egy ismertetd
jegy van hozzarendelve. Hogy a fent targyalt példanal ma-
radjunk, egy pénzdarabbal valé dobiasok végtelen sorozataban
minden dobashoz rendeljiik hozza az F' vagy I betiit, a szerint,
hogy a dobas eredménye ,.fej” vagy ,,iras”“; igy egy kollektivumot
kapunk. Egy ismertets jegy wvalosziniiségén Mises azillets jegy
gyakorisdganak hatarértékét érti, Mielstt tovabb mennénk, mar
itt meg kell jegyezniink, hogy Mises ilyen modon csak oly
sorozatokkal foglalkozik, ahol létezik a gyakorisag hatarér-

10 A Kolmogorofi-f¢le elméletben a két fogalom teljesen azonos.
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teke és ezaltal a valdoszintiségszamitas alkalmazasi teriiletét

sziikségteleniil megesonkitja. Amint PoLyA GyOrey igen tala- -

l6an megjegyzi:** ,Mindazok a szerzék, akik a valésziniiséget
mint a gyakorisag hatarértékét akarjak definialni, tébb-keve-
sebb vilagossaggal feltételezik, hogy mnemesak BERNOULLI
tétele, hanem egy annal erésebb tétel is fennall®. Ennél sokkal
sulyosabb nehézségeket okoz Mises masodik axiomaja, amelyre
ciméletének felépitéséhez sziiksége van. Mises felteszi, hogy ha
a szobanforgé kollektivumbol kivalasztjuk a kisérleteknek egy
tetszéleges részsorozatat, és ebben a részsorozatban vizsgaljuk
« valamely ismerteté jegy 'gyakorisagat, ez a gyakorisag kon-
vergal, mégpedig ugyanahhoz a hatarértékhez, mint a teljes
kollektivum esetében. Mises ezl a feltevést a rendszertelenség
civének, vagy a jatékrendszer Ilehetetlensége elvének nevez.
Erre a feltevésre Misesnek azért van sziiksége, mert ezaltal
akarja kizaini az olyan sorozatokat, amelyekben a szébanforgéd
ismertets jegy el6fordulasa valamilyen szabalyossagot mutat,
ugyanis a gyakorlati {apasztalatok azt mutatjak, hogy a valé-
saghan ilyen szabalyossaig nem fordul elo. Hivatkozik arra.
hogy példaul a Monte Cario-i kaszinéban sok jatékos éppen
azon ment tonkre, hogy ilyen szabalyossag létezését feltéte-
iezte; ez indokolja a .jatékrendszer lehetetlensége* elnevezést.®
Mises arra torekszik, hogy ezzel az axiomaval elméletét az

olyan sorozatok vizsgalatara korlatozza, amelyeket -a véletlen

valéban létrehoz. Ezzel kapesolatban BoreL® kritizalja Mises
eljarasat, és azt igyekszik bizonyitani, hogy az emberi agy
nem képes a véletlent utinozni. BoreL-nek kétségteleniil igaza
van abban, hogy Mises tulsagosan merev és szkematikus modon
igyekszik a véletlent matematikai modellel abrazolni, azonban
megjegyzése félreériésekre adhat okot és a wvéletlen fogalma-
nak misztikus, irracicnalista felfogasat eredményezheti. Jelen
ismertetés kereteiben nem térhetiink ki részletesen a termé.-
szetben tapasztalt valosziniiségi torvények és a kauzalitas vi-
szonyara, csak félreértések elkeriilése végett kivanjuk leszo-
gezni, hogy a természetben tapasztalt valosziniiségi torvény.
" szeriiségek egyaltalan ninesenek ellentéthen a természet deter-

1 EBine Erginzung zu dem Bernoullischen Satz der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Nachrichten d. Ges. Wiss, Gottingen, 1921.

12 Mises a jatékrendszer lehetetlenségénck elvét (nem tudni miért)
parhuzamba alliija a perpetuum mobile lehetetlenségéve! a mechanika-
ban, 1. 5, 1. c. 4, oldal,

13 E, Borel, Traité du Calcul des Probabilités et de ses Applications,
Tome IV, Fasc. IIl. Valeur practique et philosophie des probabilités,
82—84. o, _ By
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minista, materialista felfogasaval, s6t azt nagymértékben al4-
tamasztjak. A valosziniiségszamitasnak nemecsak hogy nin-
csen sziiksége a véletlen fogalmanak irracionalis értelmezé-
gére, hanem azt egyenesen ki is zarja; éppen abban all a valé-
szinfiségszamitas feladata, hogy a véletlen jelenségek teriiletén
is kimutassa a természet szigortian determinisztikus térvény-
szeriiségeit. Nagyon tanulsagos ebbél ‘a szempontb6l H. STEIN-
HAUS egyik legtjabb dolgozata,”* amelyben .azt a problémat
vizsgalja, hogy ha egy kockaalaka zart edényben nagyszamu
elagztikus golyé van, amelyeknek kezds helyzetét és kezdeti
sebességét ismerjiik, milyen lesz a goly6k eloszlasa az edény-
hen egy bizonyos id6é elteltével (amely idé alatt a golyok sok-
szor keresztiilrepiilték a kockat és rugalmas iitkozést szenved-
tek a falakon). STEINHAUS kimutatja, hogy ebben az esetben
— amelynek fontos fizikai alkalmazasai vannak —, -a golyok
eloszlisa elegendé id6 elteltével jolismert statisztikus elosz
lashoz fog kozeledni. STEINHAUS ramutat annak a jelentosé-
gére, hogy minden egyes goly6 pontos helyét egy tetszbleges
id6pillanatban kezdeti helyzetéb6l és sebességébol egyszerii
képlettel pontosan ki tudjuk szamitani: Ezzel kapesolatban
megallapitja, hogy ,ez a modell tehat két tulajdonsagot egye-
sit magaban, amelyeket sokan osszeférhetetlennek tartottak: a
- mozgds szigoruan determinalt jellegét és a statisztikuvs elosz-
14st”. Tlyen médon — folytatja STEINHAUS — ,példank alkal-
mas arra, hogy megcafolja azt az eléitéletet, hogy a determi-
nisztikus és statisztikus felfogas nem egyeztetheté ossze®, to-
vabba megallapitja, hogy .,ez az egyszerti példa cafolataul
szolgalhat annak az eléggé-elterjedt elgitéletnek, hogy a kezdeti
allapot ismeretlensége az a magikus erd, amely sziikséges
ahhoz, hogy a statisztika torvényszeriiségeil érvényesiiljenek®.
STEINHAUS példaja valoban igen alkalmas arra, hogy a széban- .
forgé kérdést tisztazzuk. Valojaban az a helyzet, hogy a valo-
szintiségezamitas statisztikus torvényszertiségei fellépnek ott,
zhol nagyszamu, egymastél fiiggetlen, vagy egymassal csak
laza kapesolatban 4all6, egyenkint kishatast jelenség egyiittes
_hatasat vizsgaljuk; - teljes mértékben masodrendi jelents-
ségli kérdés, hogy az egyes jelenségek pontos lefolyasat ismer-
jiikk-e vagy nem, az eredményként fellép6 statisztikus eloszlast
ez semmiképpen sem befolyasolja. Akar ismerjiikk az egyes je-
lenségek lefolyasat, akar nem, ezek a természetben mindenkép-
pen szigortian meghatarozott torvényszeriiségek szerint foly-

18 Syr les fonctions indepéndanfes VII, Studia Mathematica, 12,
1949, 1--20. o, A problémat elészér Konig Dénes és Sziics Adolf vete’tték
fel, Rendiconti di Palermo 36, 1913, 79—83. 0.
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nak le. Bizonyos esetekben mérési modszereink korlatozott le-
hetgségei folytan mi csak az eredményként adédé osszlefolyd -
sat tudjuk a jelenségnek regisztralni, mas esetekben viszont
— mint példaul a STEINHAUS Aaltal felhozott példaban — az
osszeteviket is pontosan ismerjiik.

Visszatérve ezek utan a Mises-féle masodik alpfeltevésre,
a rend&zertelenség elvére, megallapithatjuk, hogy ez a feltevés
nemesak erds megszoritast jelent, hanem stlyos logikai ellent-
mondésokra vezet. Ha ugyanis az emlitett részsorozat kiva-
lasztasat illetéleg semilyen megszoritist nem tesziink, akkor
meg kell engedniink olyan részsorozat kivalasztasat is, amely
éppen azokbol a kisérletekbsl all, — hogy példanknal marad-
junk — amelyekhez F' van rendelve. Ebben a részsorozatban
J' gyakorisiga természetesen 1; ha viszont a kisérletek azoa
részeorozatat valasztjuk, amelyekhez I van rendelve, ebben a
részsorozatban F gyakorisaga 0, feltéve, hogy mindkét rész-
sorozat végtelen sok kisérlethgl all. Ha tehat semmiféle meg-
szoritast nem tesziink a részsorozatokra vonatkozélag, akkor
~ a trivialis esetektél eltekintve (amikor véges kivétellel minden
kisérlethez ugyanaz a jegy van rendelve) egyaltalan nem 1é-
tezhet olyan kollektivum, amely Mists feltételeinek eleget tesz.
Fzen a ponton tamadtak leginkabb Mises elméletét és a men.
tési kisérletek is ekoriill a kérdés koriil forogtak. MISES maga
el6szor azt a megszoritast tette, hogy esak olyan részsoroza-
tokban koti ki a hatarérték létezését, amelyeknél annak eldon-
tésénél, hogy az n-ik kisérlet a kivalasztottak kizé tartozzék-e,
ezen kisérlet eredményére nem vagyunk tekintettel; azonban
nem sikeriilt neki bebizonyitani, hogy ezen feltetelnek cleget

tevé mem’ frivialis kollektivimok valéban léteznek.* Ugyan-

csak nem sikeriilt eddig senkinek kimutatni, hogy létezik olyan
kollektivum, amely eleget tesz a . Mises-féle feltételcknek, ha
a megengedett részsorozatok oOsszessége kontinuum szamos-
saga. Mises egyik kovet6je, WALD, azonban bebizonyitotta,®
hogy ha az egész szdmok részsorozatainak csak egy megszam-
laThato W halmazara kivanjuk meg a gyakorisag hatarértéké-
nek létezését, akkor léteznek kollektivumok, amelyek ezen fel-
tételt kielégitik. WALD ebbsl kiindulva a Mises-féle elmélet
egy javitott formajat ad?a meg, amely ugyan mar logikailag

13 A, Church (On the concept of a random sequence, Bulletin of
the Amer, Math. Soc. 46 No. 1, 1940, 130—135. 0.) igyekezett bebizonyi-
ffani, hogy a Mises-féle ér'celemben nem létezhet (nemtrivialis) kollekti-
wvum, azonban bizonyitisa nem meggy6z8.

16 A, Wald, Die Widerspruchsireiheit des Kollektivbegriffs, Actua-
lités Scientifiques et Industrielles 735, Paris, Hermann, 1938, 79—99. o.
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pem vezet ellentmondasra, azonban meglehetésen bonyolult.
WALD elméletéhen a részsorozatok W halmazanak véalasztasa
teljesen onkényes, és ilyen moédon nem egy, hanem kontinuum-
pyi szamossagn kiilonbozé valészintiségszamitasi rendszert ka-
punk, ami legkevésbbé sem mondhaté természetesnek. Amint
FRECHET a genfi kongresszuson megallapitotta:' ,,..;WALD
munkéassaga hozzajarult ahhoz, hogy Mises elméletét logikai-
lag Osszefiiggé épitménnyé tegye, azonban ezt csak ugy tudta
elérni, hogy megfosztotta ezt az elméletet egyszerti és szemlé-
letes jellegétsl, amellyel rendelkezett és amely sokakat meg-
tévesztett®. Ugyanezt a véleményt vallja H. CRAMER is,'® ami-
kor megallapitja, hogy ,.bar kétségteleniil az ilyen tipusa® (t.i-
a valészintiséget mint a gyakorisag hatarértékét értelmezd)
definicié els6 latasra igen megkapd, azonban bizonyos mate-
matikai nehézségeket hord magaban, amelyek jorészt meg-
fosztjak latszolages egyszertigégétol. E mellett a valoszintiség
ilyen definicioja tapasztalati és elméleti elemek Osszekeverését
jelenti, amit a modern axiomatikus elméletek altalaban ke-
riillni szoktak. Hasonlit példaul ahhoz, amikor egy geometriai
pontot mint egy minden hataron tal csokkend Kkiterjedési
krétafolt hatarértékét akarnank definialni®.’® CrAMER itt igea
j6l ramutat a Mises-féle elméletnek remesak alapveté hibaira,
hanem meglatja ezek okat is. Valéban ez a helyzet, hogy
Mises elmélete azért kellett "hogy bonyodalmakra vezessen,
mert kiindulépontja alapjaban helytelen. Hogy ezt belathas-
suk, ki kell térniink a matematika és alkalmazasainak viszo-
nyara altalaban.

17, M. Fréchet, Exposé et discussion de quelques recherches récentes
“sur les fondements du calcul des probabilités, Actualités Scientifiques ct
Industrielles, 735, Paris, Hermann, 1938. 29. o.
18 H, Cramér, Mathematical methods of statistics, Princeton, 1946,
50, ‘0. SR

19 Az ilyen tipust 1. n. empirikus geometria Pasch-t61 és Hjelms=
levtsl szarmazik, Az empirizmus igen divatos volt a fasiszta Németor-
szdgban ¢s Olaszorszagban, kiilgnosen B. Mania és H. Dingler képvi-
selték ezt az iranyzatet. Dingler maga hatarozta meg ennck az irany-
zatnak a helyét, amikor azt irta: ,,A geometria megsziint megismerés
Jenni, hanem fetté valt. Ezen dj geometria irdnyaban valo torekvés része
annak az alialinos irdnyzatnak, amely a mai Németorszagban a kiilsg for_
malizmustél a belsé tartalom (?) iranydba halad, ... és része a bolsevizmus
elleni ...nemzeti forradalomnak®. (H. Dingler, Die Grundlagen der Geo-
metrie 1933.) E, Kolman, Predmet i metod szovremennoi matematiki (A
modern matematika tirgya és modszere) cimii 1936-ban Moszkvaban meg-
jelent munkajaban ramutat ennek az iranyzatnak gyt¢kerében reakcids,
tudoményellenes jellegére, i .



A probléma elvi hattere.

A matematikanak a természettudemanyokban és a tech-
rikaban valé alkalmazésait objektiv, materialista szempontbél
vizsgalva, a kovetkezdé alapveté mozzanatokat allapithatjuk
meg: A gyakorlatban felmeriilnek clyan problémak, amelyek
megoldisa matematikai modszereket igényel. A matematiku-
sok a kiilonbozé gyakorlati kérdések kapesan felmeriils, hasonld
logikai strukturaja feladatokbél kih&mozzak azt, ami benniik
kozos, a gyakorlati feladatok matematikai magvat, és ebbo:
kiindulva absztrakt matematikai elméletet' épitenek fel. Az el-
vont matematikai elmélet a valésagnak mindig egy leegysze-
riicitett modelljével foglalkozik. Ezt a modellt a matematikusok
ugy igyekeznek megvalasztani, hogy minél jobban hozzasi-
- muljon a valésaghoz, arrél minél hiibb képet adjon.*® Végiil is
a matematikai elmélet eredményeit alkalmazzik gyakorlati
problémakra, gyakran olyan teriileteken is, melyekre az elmé.
let megalkotéi nem is gondoltak. A kiindulasul szolgalo fel-
tevéseket allandéan javitjak, moédositjak, hogy a matematikai
modellt minél pontesabban hozzaidomitsak a valésaghoz. A ki-
indulasi pont helyességét végsé fokon az elmélet alkalmazha-
tésaga donti el. Ilyen moddon az absztrakei6 a matematika 1é-
nyegéhez tartozik, célja, hogy a matematika eredményeit mi-
nél altalanosabba, minél szélesebb korben alkalmazhatéva te-
, gve. Az absztrakeio a matematikaban tehat nem jelent elta-
volodast a valésagtol, hanem éppen ellenkezéleg, a matemati-
kinak a valosagra valo alkalmazasat, tehat a természet meg-
ismerését és az ember szolgalataha allitasat szolgalja. Az ab-
sztrakeié és a gyakorlat viszonya a matematikaban az ellen-
tétek dialektikus egységének egyik legszebb példaja. Az el-
mondottakat KNGELS ismerte fel elsének. ENGELS az Anti-
Diihringben a kovetkezéket mondja:** ,Mint minden mas tu-
domany. a matematika is az emberek sziikségleteibél szarma-
zott... A fejlédés egy bizonyos fokan azonban, mint a gon-
dolkodas valamennyi teriiletén, a wvalosagos vilagbol absztra-

20 Mds kérdés, amelyre itt ‘nem térhetiink ki hosszabban, hogy .a
kutatok maguk néha lafszdlag onmagiért, az alkalmazisokra valé tekintef
nélkiil foglalkoznak a matematika egyes problémdival, és ennek folytdn
magit a matematikat is oncéla spekuldciénak tartjdk, Az ilyen nézefek
tarsadalmi hatterére taldléan rdvilagit Alexits Gyorgy és Fenyt Istvan
munkija (Matematika és dialektikus materializmus, Szikra, Budapest,
1948.). .
21 F. Engels, Hogyan forradalmasitja Eugen Diihring #r a tudo-
ményt, {,,Anti-Dﬁhring“). Idegennyelvii- Irodalmi Kiadé, Moszkva, 1947,
57—58. oldal.

e



40 : Gk

halt torvények elvalasztodnak a valésagos vilagtol, vele, mint
6nallé valamik, mint kiviilrsl jott torvények &llittatnak szembe,
amelyek szerint a vilagnak igazodni kell... igy és nem mas-
kép alkalmazzak utélag a vilagra a tiszta matematikat, barha
éppen ebbél a vilaghél kolesonozték ki s a vilag osszetételi for-
méainak csak egy részét képezi — és éppen csakis e miatt alkal-
mazhato egyaltalan. ENGELS és vele egyiitt mindenki, aki
a dialektikus materializmus maddszerével vizsgalja a kérdést,
vilagosan latja, hogy az absztrakei6 a matematika sajatos és
nélkiilozhetetlen médszere. Amint ALEXITS GYORGY és FENYO
IsTvAN megéallapitjak:?® ,,Ha az alapveté6 matematikai fogal-
mak ... eredetét vizsgaljuk, arra az eredményre jutunk, hogy
ezek mind a tapasztalati vilagb6l szarmaznak, annak bizonyos
jegyeinek ¢és tulajdonsagainak elvonatkoztatasa (absztrak-
¢igja) rvévén“. Ugyanezt irja KoLMAN is:*® A matematika
egyediil lehetséges modszere abhan all, hogy a valésiagos vi-
l4gb6]l kiemeli annak mennyiségi viszony.atait és térbeli for-
mait, egyre fokozottabb absztrakeié utjan®“. Ezt a felfogast
csak az vonhatja kétségbe, aki idealista szemlélettel kozeledik
a kérdéshez. Amint KormAN Kkifejezi:** ,,Az, aki minden léte-
z6t, minden tapasztalatot, minden elméletet sajat akarata szii-
leményének tekint, az természetesen nem tud mit kezdeni az
shsztrakeié fogalmaval®. Valoban, aki az anyagi vilag tuda-
tunktol fiiggetlen létezésébsl indul ki, nem riad vissza attél,
hogy ennek a vilagnak bizonyos jegyeit absztrahalja, mig aki
idealista, pozitivista, empirista szemléletet vall, az ettél ide-
genkedik, és nem a vilagot, hanem ,tapasztalatainkat” igyek-
szik leirni és Abrazolni. Utobbi kategéridba tartozik Mises
eimélete is. Nagyon helyesen allapitja meg W. FrLLER:®» ,Va-
16ban a modern elméletek (itt FELLER els6sorban KOLMOGOROFF
elméletére céloz) konkrét problémakbsl alakultak ki, és a ne-
hezebb problémak targyalasahoz egy altalanos axiomatikus
felépités, amely az additiv halmazfiiggvény fogalman alap-
szik, teljesen nélkiilozhetetlen... Ugy tiinik, hogy a modern
fejlédés kritikaja jorészt félreértésen alapszik (itt FELLER cé-
loz Mises kovet6inek KorLMOGOROFF elméletével szemben fel-
hozott kifogasaira) és sokat nyeriink azaltal, ha a tisztan mar
tematikai és gyakorlati problémakat vilagosan megkiilonboz-

22 Alexits Gyorgy és Fenyé Istvdn, Matematika és dialektikus ma-
terializmus, 34. o.

23 Kolman, Predmet i metod szovremennsi matematiki, 11, o,

# u 0. 286—287. o, &

25 W, Feller, Sur les axiomatiques du calcul des probabilités et leurs
relations avec les experiences, Actualités Sc, et Ind. 735, 8. o,
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tetjiik, olyan metodolégiai elvek alapjian, amelyek az alkal-
mazott matematika minden mas agaban altalanosan elfogadot-
tak, és amelyek ma/mar csak a valdszintiségszamitis teriiletén
képezik vita targyat®. FerLeEr fenti kijelentése. a genfi kon-
gresszuson tarfott el6adésabél szarmazik, amelyben rendkiviil
vilagos logikaval mutatott v4 a Misks-féle elmélet alapvetd
hibaira. Felhivja a figyelmet arra a koriilményre, hogy MIsES
¢s kovetdinek latszolagos ,gyakorlati® kiindulasanak mennyire
semmi koze sinesen a gyakorlathoz, hiszen kiindulaspontjat
végtelen sok kisérletbsl all6 kollektivumok alkotjak, mig ter-
mészetesen a gyakorlatban mindig csak véges kisérletsoroza-
tokkal van dolgunk. Ramutat arra is, hogy semmi sziikség
ninesen arra, hogy a- valészini{iségszamitis teriilelén eltérjiink
azoktol az elvekt6l, amelyek a matematika méas teriiletein hasz-
réalatosak, és példaul elére megkossiik az elmélet alkalmazasi
teriiletét. ,Csak a valészinfiségszamitiasban igyekeznek egyesek
az elmélet alkalmazasi teriiletét elére koriilhatarolni azaltal,
hogy a val6sziniiség nominalis definiciéit adjak meg. Ilyen
médon nem érhetiink el mast, minthogy tébb-kevesebb pontos-
saggal leirjuk a jelenségeknek egy olyan csoportjat, amelyre
az elmélet mar beigazolast nyert. Lényegében az Gsszes nomi-
nilis definicok erre vezelnek; példaul a Mises altal javasolt

elmélet nem mas, mint a valészintiségszamitas klasszikus al-

kalmazasi teriileteinek eléggé szemléletes leirasa... Azonban
mas teriileteken Mises felfogisa elveszti természetességét és
ha ragaszkodunk hozza, ezzel feleslegesen megszoritjuk az al-
kalmazasi lehetéségeket”?® FELLER utal arra, hogy a radio-
aktiv folyamatoknal, a diffuzio-problémakban, a telefonhalozat

terhelésének problémaiban a valdszintiségnek Mises-féle defini- «

cioja semmiképpen sem alkalmazhato. Ugyanebben az elGadasa-
ban FELLER igen talalé kritikdt mond MISES egyik kovetsjé-
nek, TorNIFR-nek az elméletérsl, amelyre még visszatériink.
Ami Mises elmélete kiindulaspontjanak elvi kritikéajat
illeti, megallapithatjuk, hogy Mises elmélete Gsszekeveri a ta-
pasztalati és elméleti elemeket, a valészintiség Mises-féle defi-
niciéja a valésdg machista, pozitivista szemléletét , tiikrozi.
Mises maga gyakran hangoztatta a valdszintiségszamitias és
« mechanika hasonloségatl. Bz az allaspont elvben helyes is,

de akkor le kell vonnunk ennek minden konzekvenciajat. Tdéz-

zilk tjbol Frrier-t77 ,Két problémat kell itt vilagosan meg-
kiilonboztetniink. Kgyik oldalon egy tiszta matematikai elmé-
letet latunk® (t.i. a mechanikédban) ,,amely természeténél fogva

©
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tisztan formalis meggondolasokkal dolgozik, formalis axio-
makbo6l kiindulva. Ennek az elméléetnek nines méas ceélja, mint
hogy a lehet6ségekhez képest hii képet adjon a. kiilvilag jelen-
gségeinek bizonyos osztalyarol, amelyben a tapasztalatok lefor-
dithatok az elmélet nyelvére és viszont. Egy ettdl kiilonbozo
probléma az, hogy valami szétarfélét adjunk meg, hogy ezt
az elméletet atvihessiik a gyakorlatba.., Az axiomainkat
viszont lehetleg szemléletes uton kell egyszerii tapasztalatok-
b6l levezetniink... A geometria és a mechanika torténete elég
vilagosan megmutatjak, hogy a gyakorlat gyakran kényszerit
arra, hogy a természetesnek latszo fogalmaktol eltavolodjunk,
de azt is, hogy a szemlélet szamara eleinte legidegenebb for
‘galmak hogyan valnak id6ével természetessé szamunkra...,
tovabba azt, hogy milyen veszélyeket rejt magaba, ha nem
a gyakorlati ellenérzést tekintjiik az elmélet helyessége egye-
ditli kritériumanak®. Mises elméletének pozitivista jellegét
legjobban tugy lathatjuk meg, ha a mechanikaval valé hason-
iatot konzekvensen tovabb visszitk. Ha a mechanikat Misgs
valoszintiségszamitasanak mintajara épitenénk fel, akkor egy
test tomegét ugy kellene értelmezniink, mint a témeg meghata-
vozasara iranyulé mérések végtelen sorozatanak hatarértékét.
Vilagos, hogy erre semmi sziikség nincsen, hiszen ha kcuvzek-
vens materialista alapon allunk, akkor — a klasszikus mechanik:-
ban — minden testnek meghatarozott tomeget kell hogy tulajdo-
nitsunk, amely mérési eredményeinktsl fiiggetlen. Mas kérdés az.
hogy egy adott test tomegét esetleg valéban ismételt mérések (nem
végtelen, hanem véges) sorozatiaval hatarozzuk meg a gyakor-
latban, de ez mar nem az elméleti mechanika feladata. A me
" chanikdban nugy jarunk el, hogy minden testnek meghataro-
zott tomeget tulajdonitunk, és ezen tomegek ismeretének fel-
tételezése mellett meghatarozzuk a testek egymasra gyakorolt
vonzéerejét, adott tomegli testek mozgasat megadott erdk
hatasara, sth. -KoLMOGOROFF elmélete lényegében nem mas,
mint ha ugyanezt leforditjuk a valészintiségszamitas nyelvére:
o szobanforg6 eseményeknek meghatarozott valoészintiséget tu-
lajdonitunk, a nélkiil, hogy elére korlatoznank azt, hogy a kii-
lonb6z6 gyakorlati alkalmazasokban az egyes események valéd-
szintiségél hogyan hatarozzuk meg, amire val6éjaban nines is
sziikség, ezt minden egyes alkalmazas esetén kiilonbozé modon
lehet végrehajtani, de ennek vizsgalata egy tovabbi kérdés
és a valoszintiségszamitas megalapozasanak kérdéséhez ugyan-
gy semmi koze, mint ahogy az eclméleti mechanikanak sem
az az alapfeladata, hogy egy adott test tomegének gyakorlat:
meghatarozasara egyszer és mindenkorra érvényes szabalyt
adjon. Tsemények valoszintiségének gyakorlati meghataroza-
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sara a statisztikdban ugyanigy megvannak a kidolgozott mod-
szerek, ahogyan a fizikusoknak vannak modszereik a tomeg-
mérésre.

Osszefoglalva, MIsES elméletének kritikajan keresztiil igye-
keztiink megmutatni azt, hogy a valésziniiségszamitas megala-
pozasdhoz ninesen sziikség arra, hogy a valoszintiséget forma-
lisan (ahogy FELLER mondja ,nominalisan®) definialjuk, mint
a gyakorisag hatarértékét (vagy mas modon) és ezaital a valé-
szintiségszamitas teriiletét sziikségtelen médon megszoritsuk, el-
tekintve attol, hogy ez az eljaras nemesak sziikségtelen, hanem
stilyos logikai nehézségekhez is vezet. Nem kell visszariadnunk
attol, hogy a valészintiségszamitast — ngyanigy mint a mate-
matika mas agait — absztrakt, axiomatikus moédon épitsiik fel.
Ha az elmélet alapjait a gyakorlat sziikségleteinek megfelelGen
valasztjuk meg, matematikailag exakt médon épitjiik fel és ha
az. elmélet kovetkezményei a valdsagban lejatszodo jelensége
ket jo! leirjak, akkor az igy kapott clmélet a természet meg-
ismerésének értékes eszkoze lesz. Ilyen elmélet KOLMOGOROFF
eimélete, amelynek ismertetésére ezek utan ratériink.

A v'alészinﬁségszémiltés Kolmogoroff féle axiomatikus
megalapozasa.

Amint KoLM0GOROFF ,A valészinfiségszamitas alapfogal-
mai” eimii munkajanak elészavaban megjegyzi, az a torekvés
vezette 6t, hogy .a valészinfiségszamitas alapfogalmait, ame-
lyeket a legutoébbi idékig sajatos jellegtieknek tekintettek, a
modern matematika altalanos fogalomalkotdsai kozé sorolja
be“.* Mashelyiitt azt mondja, hogy .a val6szintiségszamitast.
mint a matematika egyik agat, ugyanabban az értelemben le-
bhet és ugyanugy fogjuk is axiomatikusan felépiteni, mint pél-
daul a geometriat vagy az algebrat“?* A matematika valamely
agat axiomatikusan felépiteni annyit jelent, hogy bevezetiink
bizonyos alapfogalmakat és ezckre vonatkozolag bizonyos axi-
omak, alapfeltevések teljesiilését tételezziik fel, a tovabbiakban
pedig kizarélag ezekre az axioméikra .alapitjuk a targyalast,
masszéoval a bevezetett alapfogalmak esetleges szemléleti® tar-
talmat a targyalas folyaman mellzziik és az alapfogalmakrol

csak annyit® tételeziink fel ismertnek, amennyit az axiomak’

ezekre vonatkozolag tartalmaznak. KormoGororr-nak a valo-
szintiségszamitas alapfogalmait ugy sikeriilt a modern mate-
matika altalanos fogalomalkotisai kozé besorolni, hogy vissza-

28 1, alatt idézett mi, III. o.
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vezette a halmazelmélet és meértékelmélet fogalmaira. Ezért,
mielétt KOLMOGOROFF axiomarendszerét ismertetnénk, néhany
szoval osszefoglaljuk az eimélet megértéséhez sziikséges halmaz.
elméleti ismereteket. Halmaznak nevezziik bizonyos elemek meg-

hatarozott osszességét. Amennyiben a halmaz elemeinek szama:

véges, definialhatjuk a halmazt gy, hogy elemeit felsoroljuk,
ha azonban a halmaz elemeinek szama végtelen, mas maédon
kell pontosan meghatarozni, hogy milyen elemekbsl all. a hal-
maz. Bgy A halmazt a B halmaz részhalmazanak neveziink, ha
A bsszes elemei B-nek is elemei, masszéval ha az 4 halmaz a
b halmaz elemeinek egy részébol all. Azt, hogy az A halmaz
részhalmaza B-nek, a kovetkezéképpen szokas jelolni: 4 C B.
Minden haimaz része onmaganak: 4 € A4, tovabba az dires
halmaz (tehat az a halmaz, amely nem tartalmaz egy elemet
sem), amelyet 0-val jelsliink, minden mas halmaznak része.
A matematikaban leggyakrabban hasznalt halmazok elemei
pontok, egyenesek, szamok, fiiggvények, stb., a késébbiekben
eolyan halmazokrdél lesz sz, amelyeknek elemei események,
egyelére azonban a halmaz elemeinek természetét illetsleg sem-
milyen feltevést nem tesziink. Két halmaz osszegén értjiik
mindazon elemek, §sszességét, amelyek a két halmaz koziil leg-
alabb az egyiknek elemei. Az 4 és B halmazok osszegét 4 -+ B-
vel jeloljiik. Két halmaz szorzatdn azon elemek Osszességét ért-
jiik, amelyek mindkét halmazhoz hozzalartoznak. Az A4 és B
halmazok szorzatat 4.B-vel jelsljik. Ha az 4 halmaz rész
halmaza a B halmaznak a B—A kiilonbségen értjiik azt a hal-
mazt, amely mindazon elemekbél 4all, amelyek B-nek elemei,
de A-nak nem. Szoktdk a B — A4 halmazt A-nak B-re vonat-
kozé6 Kkiegészité halmazanak is nevezni. Ha' vilagos az, hogy
mely B halmazra vonatkozoiag képezziik valamely 4 halmaz
kiegészité halmazat, akkor szoktik A4 kiegészité halmazat A-sal
is jelolni. Ha az A4 és B halmazok részhalmazai a C halmaznak
és a kiegészité halmaz képezését mindig C-re von,a.fkozéan ért-
jiik, konnyel belathaté a kovetkezd oOsszefiiggés:

(1) AB=A+B

masszoval 4 és B kiegészitd halmazainak Gsszegének Kiegészitd
halmaza azonos az 4 ¢és B halmazok kizds részével.

Mar a valészintiségszamitas legelemibb fejezeteinek vizs-
galatanal is szembetiinik bizonyos formaélis hasonlésag a hal-

mazelmélet fogalmaival. Jeloljiik egy kisérlet lehetséges kime- -

neteleit . a,, @, ..., @, nel, ¢és nevezziik ezeket elemi esemé-
nyeknek, Képezzik az a,, a,, ..., @, elemi eseményekbdl az

Osszes lehetséges kombinaciokat, és jelsljiik 6ket mnagy -

latin betiikkel, példaul A4 = (a, a, @), B = (a, a,), stb.
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Legyen 4 az a, a, ..., a, valamely kombinacioja, mond-
juk 4= (ai,ai...a;). Nevezzilk 4 eseménynek azt, hogy a
kisérlet vedrehmtasakor az A definiciojaban szereplé lehetdsé-
gek valamelyike valésul meg. Méasszoval az 4 esemény beko-
vetkezik akkor, ha a kisérlet eredményeképpen az a.,ai,...,a;
lehet6ségek valamelyike valosul meg. Hogy ezt a fogalmat vi-
lagosabba tegyiik, vegyiik a kovetkez6é példat: nézzik azt a
kisérletet, hogy egy 32 lapos magyar kartyabél taldlomra ki-
huzunk egy lapot. A kisérletnek nyilvan 82 kiilonbozé kimene-
tele lehetséges, mégpedig a 32 egymastol kiilonboz6 lap vala-
melyikének huzéasa. Ebben az esetben osszetett esemény példaul
2z, hogy alsét htizunk, ez az esemény négy elemi ‘esemény kom-
binaciojabol all, ezek: a piros, zoid, makk és tok alsd htizasai
Halmazelméleti nyelvre leforditva Osszetett eseményen, vagy
rividen eseményen értjiik a szobanforgé halmaz tetszéleges
részhalmazat. Ehhez hasonléan a valoszintiségszamitas Osszes
fogalmainak megadhatjuk halmazelméleti megfelel6jét, mas-
szoval egy szétart szerkeszthetiink, amelynek segitségével a
valészintiségszamitds fogalmait atfogalmazhatjuk a halmaz-
elmélet nyelvére és viszont. Tgy példaul: annak, hogy két ese-
mény egymast kizarja, az felel meg, hogy a megfelelg részhal-
mazoknak ninesen kozos elemiik. Két esemény egyidejii beko-
vetkezésének megfelel a két halmaz szorzata. Két esemény va-
lamelyikének bekovetkezésének megfelel a két halmaz Gsszege.
Annak, hogy egy esemény nem kiovetkezik be; megfelel a hal-
maz kiegészité halmaza (az osszes lehetéségek halmaziara vo-
natkozélag). Annak, hogy egy esemény lehetetlen, megfelel az
iires halmaz, az hogy egy esemény bizonyosan bekovetkezik, azt
jelenti, hogy a megfelel6 halmaz az 6sszes lehet§ségek halmaza;
tovabba az, hogy a B esemény bekovetkezése maga utan vonja
az A esemény bekovetkezését, annyit jelent, hogy az 4 halmaz
részhalmaza a B halmaznak. Hzen szétar segitségével az elemi
(azaz végesszamu lehetéségre vonatkozd) valészintiségszamitast
lefordithatjuk a halmazelmélet nyelvére. Ez a gondolat méar
KoLMOGOROFF elétt is megvolt, tébbek kozdtt példaul JorRDAN
KAROLY egy 1927-ben irt dolgozataban is megtalaljuk.’* JORDAN
azonban, miutin a halmazelméleti fogalmazast bevezette, egy
esemény valosziniiségét tgy értelmezi, hogy minden elemi ese-
ménynek (azaz a kisérlet minden lehetséges kimenetelének)
egyenld valoszintiséget (azaz a kisérlet lehetséges kimenetelei
szamanak reciprok értékét) tulajdonit, és ilyen médon egy
osszetett esemény valdszintisége a definiciéjaban szerepld elemi

30 Jordan Kéroly, A valésziniiségszamitas alapfogalmal Mathemati-
kai és Fizikai Lapok, 34. kotet, 1927, 109—136. o,
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események szamanak és az osszes elemi események szamanak
hanyadosa lesz. Ilyenmodon JORDAN a klasszikus valoszintiség-
szamitasnak a szokasosnal vilagosabb és attekinthetébb Kkifo-
gastalan felépitését adja ugyan, azonban ezen nem jut tul.*
Ahhoz, hogy ebbél a valdszintiségszamitas KoLMOGOROFF-féle
1endszeréhez eljussunk, még két tovabbi lényeges gondolatra
van sziikség. Az els6é az, hogy az elemi események valésziniisé-
geit nem kell feltétleniil egyenl6knek véalasztanunk, Az
a,a,,...,a elemi események waldszinfiségeinek valasszunk tet-
sz6leges nemnegativ p,, p.,...,p, szamokat, ame!yeknek osz-
szege 1-gyel egyenld, és az A (Osszetett) esemény valdszinii-
sége alatt értsiikk a pi,+ pi,+..., by Osszeget, ahol i,4.... 0
azon elemi események indexei, amelyek az 4 osszetett eseményt
alkotjak. Masszoval az a;, elemek egy tetszé'eges részhalmazé-
hoz hozzarendeljiik a részhalmaz clemeihez tartozo p szamok
dsszegét, Tlyen moédon a szébanforgd véges halmazunkon egy
tigynevezett additiv halmazfiiggvényt értelmeztiink, amin azt
ortjiik, hogy a halmaz minden A részhalmazahoz hozzarendel-
tiink egy nemnegativ p(4) szdmot olymodon, hogy ha az 4 és
B halmazoknak nincsen kozos elemiik, akkor az 4 -+ B halmaz-
hoz rendelt szam az A-hoz és B-hez rendelt sziamok osszegével
egyenlé: p(d-+ B) =p(d) + p(B). Ugyanez igaz természetesen
tébb, paronkint kozos elem nélkiili, halmaz Gsszegére is. Lefor-
ditva ezt a wvalésziniiségszamitas nyelvére, a valdszintiségek
1. n. addicié tételére jutunk, amely szerint tobb paronként egy-
mast kizaré esemény valamelyikének bekovetkezésének valdszi-
niisége egyenld az egyes események valdsziniiségeinek ossze-
gével. Bz az allitds, amely a klasszikus valoszintiségszamitas-
ban tételként szerepel, KOLMOGOROFF elméletének alapfel-
tevést. Ahogy FELLER irja: ,, KOLMOGOROFF éppen azt bizonyi-
totta be, — amiben néhany éve még kételkedtek, — hogy az
egyetlen relacié, amely az elmélet felépitéséhez sziikséges, az
additivitas, és hogy matematikai szempontbol, ha valosziniiség-
16l beszéliink, tulajdonképpen additiv halmazfiiggvényekre
gondolunk.“*? A masik lényeges gondolat a valoszintiségszami-

3t Meg kell azonban jegyézni, hogy Jordan igen taldléan mutat ra
a Mises-tipusti elméletek helytelenségére, amikor azt irja: ,Téves az a
nézet, hogy ha az észlelések szamat noveljiik, a tapasztalati valosziniiség”
(tapasztalati valoszinfiségnek nevtzi Jordidn a gyakorisdgot) ,hatarér-
ték felé kozeledik; tapasztalatilag ez mnem igazolhats, mert ahhoz vég-
telen sok észlelést kellene végezni, elméleti okoskoddsokkal pedig tapasz-
telati tényt igazolni nem lehet. Kiilonben is a tapasztalat azt mutatia, hogy
hosszabb észlelési sorozatokban a tapasztalati valosziniiségek ingadozdsa
nem cstkken. (idézett mii 112. 0.)

32 id, mii 13. o,
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tas KoLmoGororr-féle felépitésében, hogy a valoszintiség fo-
salmat a lehetéségek véges halmaza helyett tetszileges szamos-

saga végtelen halmazra is kiterjeszti. Az elsé lépést ebbe az

iranyba Borurn tette meg, de az altala felvetett termékeny
gondolatot nem vitte kovetkezetesen végig. BOREL érdeme min-
denesetre, hogy a valészintiségszamitas addiciotételének meg-
szamlalhaté sok eseményre valé kiterjesztését elsének bevezette.
Amikor az elemi események véges halmaza helyett egy tetszé-
leges végtelen halmazbol indulunk ki, bizonyos nehézségek 1ép-

nek fel az additiv halmazfiiggvény értelmezésénél. A nélkiil,*

hogy itt a részletekbe belemennénk, csak két példat emlitiink
meg, hogy a kérdést megvilagitsuk. Amint lattuk, az absaztrakt
valésziniiségszamitas kiindulépontja az, hogy egy tetszbleges
halmaz vészhalmazain egy additiv halmazfiiggvényt értelmez.
Ha a szébanforgé halmaz megszamlalhato, ez semmilyen nehéz-
ségbe sem iitkozik. Legyenek a halmaz elemei a,,a,...,a,... és
minden « -hez rendeljiink hozza egy nemnegativ p; szamot, agy
hogy a p szamokbol alkotott sor konvergaljon és dsszege éppen
1 legyen. Ebben az esetben akarmilyen a; ,a.,... elemekbdl
allo véges vagy végtelen részhalmazat tekintjiik a szobanforgo
kalmaznak, ezen halmazhoz a p, -+ pi,-+ ... szamot rendelhet-
jiik hozza, tekinteftel arra, hogy egy nemnegativ tagokbol allé
Lkonvergens végtelen sor tagjainak tetszéleges részsorozatabol
alkotott sor szintén konvergens. Ilyenmodon a szébanforgd
megszamlalhaté halmaz osszes részhalmazain egy additiv hal-
mazfiiggvényt értelmeztiink, amely abszolut additiv is lesz,
azaz, ha 4, A4,,...,4,,... ezen halmaz paronként kozos elem
nélkiili részhalmazainak egy véges vagy végtelen sorozata, ezen
halmazok Osszegéhez rendelt szam az egyes halmazokhoz ren-
delt szamok (véges vagy végtelen) soranak osszegével lesz
egyenlé. Azonban, ha megszamlalhatonal magasabb szimos-
sagiu halmazbo6l indulunk ki, a helyzet sokkal bonyolultabb.
Ebben az esetben le kell mondanunk arrél, hogy a halmaz 6sz-
szes részhalmazain értelmezziink egy abszolut additiv halmaz-
fiiggvényt®® és meg kell elégedniink azzal, hogy a halmazfiigg-
vényt a szobanforgé halmaz részhalmazainak valamely halmaz-

38 Ennck a problémdnak legegyszeriibb esete a mérték problémdja.
Legyen H a (0,1) intervallum pontjainak halmaza_ Ha A4 a (0,1) intervallum
egy részintervalluma, akkor A mértékén czen részintervallum hosszat ért-
jiik. Ha A véges vagy megszamlilhato sok kozds pont nélkiili interval-
lum Gsszege, A mértékén ezen \intervallumok Jhosszosszegét értjiik, Kér-
dés, hogyan Iehet ezt a mérték-definiciot a (0,1) intervallum Osszes rész-
halmazaira kiterjeszteni. A fent értelmezett mérték a kovetkezg tulajdon-
sdgokkal rendelkezik: 1. abszolut additiv, 2. eltoldsra invarians, Utobbi
4llitas azt jelenti, hogy ha az A halmazt mod 1 valamely d tavolsiggal
eltoljuk, az igy nyert B halmaz mértéke megegyezik A mértékével. Mar-
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testére értelmezziik®, Halmaztesten — HAUSDORFF nyoman® —
halmazok olyan osszességét értjiik, hegy két, az osszességhez tar-
tozo halmaz oOsszege s kiilonbsége szintén hozzatartozik a széban-
iorgo osszességhez. Amennyiben egy adott halmaz részhalmazai-
nak Osszességérél van szo, ezek halmaztestet alkotnak, ha feltesz-
sziik, hogy maga az eredeti halmaz hozzatartozik az 6sszességhez.
tovabba két halmazzal egyiitt azok Osszege és egy halmazzal
eg,yutt annak a teljes halmazra vonatkozé kiegészit6 halmaza
is hozzatartozik a szébanforgd osszességhez. Ebbsl — két hal-
maz. szorzatanak az osszeg- és kiegészitéhalmaz segitségével
valo, (1) alatt megadoit kifejezése alapjan — kovetkezik, hogy
két, a vizsgalt halmaztesthez tartozé halmaz szorzata is bele-
tartozik a halmaztestbe., KOoLMOGOROFF rendszere éppen abbél
indul ki, hogy feltételezi, hogy egy megadott alaphalmaz rész-
halmazainak halmaztestén értelmezve van egy additiv halmaz-
- fiiggvény. Pontosabban, axiomarendszere a kovetkezé: 1. Le-
gyen megadva tetszéleges elemeknek — amelyeket elemi ese-
ményeknek neveziink — eégy H halmaza, tovabba ezen H hal-
maz részhalmazainak egy 7 halmazteste, amely magat H-t is

’

most Hausdorff (Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, Veit, 1914, 402—403
o0.) kimutatta, hogy a mérték fenti fogalmat nem lehet tigy kiterjeszteni a
(0,1) intervallum €sszesirészhalmazaira, hogy a felsorolt két tulajdonsidg
érvényben maradjon. Banach bebizonyitotta, hogy ha abszolut additivitds
helyett csak véges szamt halmazra kivianjuk meg az additivitast, akkor a
probléma megoldhats (1. S. Ranach, Théorie des opérations lineaires, Mo-
nografje Matematyczne I, Warszawa 1932, 32—33. o0.). Banach és Kura-
towski bebizonyitottak (Fundamenta Math, 14 (1929) 127—131), hogy ha
az 1, n. kontinuum-hipotézis igaz, akkor nem létezik a (0,1) intervallum
Osszes részhalmazain értelmezett nem trivialis abszolut additiv mérték,
amely azzal a tulajdonsiggal bir, hogy minden pont mértéke zérus, A mér-
tékelmélet megoldatlan problémaira vonatkozélag 1. E. Szpilrajn K proble-
matike teorii meri, Uspekhi Matematicseszkih Nauk I, 2(12) 1946, 179—
188 o. B

3 A legegyszeriibb példa az 1. n. Lebesgue-iéle mérték, amely a
(0,1) ‘intervallum Iebesgue szerirt mérhets részhalmazain értelmezett ab-
szolut additiv halmazfiiggvény, Lebesgue 1902-ben tette kozzé hires di-
szerticiojat (Intégrale, longueur, aire. Annali di Mat, (3) 7 (1902)), amely—
ben a rola elndvezett mértékfogalmat és integralfogalmat bevezette, és
ezzel a modern valbs fiiggvénytant megalapitotta. A Lebesgue-féle integral
elméletének tovabbiejlesztése terén alapvetéek Riesz Frigyes muukai, 1.
pl. A Lebesgne-féle integrilrél, mint a differenciilis miiveletének megfor-
ditasarél, Mat. és Fiz. Lapok XLII. 1 (1935), tovabba: Sur lexistence de
la dérivée des fonctions d’une variable réelle et des fonctions d’intervalle,
Verh. Internat, Mathematiker-Kongresses, Zurlch 1932, Orell Fiissli.

35 id. mfi, 15. o.
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tartalmazza. 2. A T halmaztesten legyen értelmezve egy additiv
halmazfiiggvény, azaz a H halmaz minden a 7 halmaztesthez
tartoz6 A4 részhalmazdhoz legyen hozzarendelve egy nemnega-
tiv p(4) szam oiymodon, hogy ha 4, és B a T halmaztesthez
tartozo, kozos elem nélkiili halmazok, akkor fennalljon a
p(Ad-+ B) — p(A) + p(B) osszefiiggés, tovabba legyen p(H) —1,
azaz a teljes balmazhoz az 1 szam legyen hozzarendelve. Ha
ezek a fellételek teljesiilnek, akkor KOLMOGOROFF a H halmaz
1észhalmazainak 7' halmaztestét az azon értelmezett p(A4) addi-
ttv halmazfiiggvénnyel egyiitt tagabb értelemben vett valészi-
niiségi mezének nevezi, a 7 halmaztesthez tartozé 4 részhal-
mazt eseménynek, a hozzarendelt p(A4) sziamot pedig az A ese-
mény valésziniiségének nevezi, Konnyen belathatjuk, hogy ezen
axiomarendszer ellentmondasmentes. Egy axiomarendszer el-
lentmondasmentességét olyanmédon lehet kimutaini, hogy meg-
adunk egy konkrét modellt, amelyre a rendszer Gsszes axioméai
teljesiilnek. Tlyen modellt konnyen megadhatunk: alljon-a H
balmaz egyetlen a elembdl, a T halmaztest tartalmazzon két
részhalmazt: magat H-t és az iires halmazt, 0-f, legyen tovabba
p(H) —1 és p(0) = 0. Ebben az esetben, amint azonnal belat-
hato, azecsszes feltevések teljesiilnek, amivel a rendszer ellent-
mondasmentessége be van bizonyitva. A fenti két feltételnek
. cleget tevé rendszert, amint mondotfuk, KorLM0oGOROFF tagabb
értelemben vett valészintiségi mezének nevezi. Sziikebb érte-
lemben, val6szinfiségi mezének nevezi KOLMOGOROFF az o.yan _
rendszert, amely a felsorolt feltételeken kiviil még egy axioma-

rak, az agynevezett folytonossigi axiomanak is eleget tesz. Al
valészinfiségszamitas modern fejezeteinek felépitéséhez erre az
axiomara is sziikség van. A folytonossagi axioma a kovetke-
zoképpen hangzik: legyen A, A4, ...,A4,,... a T-hez tartozé
1észhalmazoknak (eseményeknek) egy ,,egymasba skatulyazott®
1észsorozata, azaz tegyiik fel, hogy A, részhalmaza A, -nek,
A, részhalmaza A,-nek, s.i.t.; altalaban 4,., részhalmaza 4
nek, és tegyiik fel, hogy ninesen H-nak olyan eleme, amely
az A, halmazok mindegyikéhez hozzatartozik (azaz, hogy az 4,
halmazok végtelen sorozatanak szorzata iires), ebben az esetben
legyen p(4,) hatarértéke 0, ha n végtelenhez tart. A folytonos-
sagi axioma bevezetésére KoLMOGOROFF-nak azért van sziik-
sége, hogy a p(4) halmazfiiggvény additivitasat végtelen sok
halmaz esetére is kiterjeszthesse. A folytonossagi axioma segit-
ségével nugyanis bebizonyithato, hogy ha A4,, 4.,..., Au,... Pa-
ronkint kozos elem nélkiili részhalmazok megszamlalhaté soro-
zata, akkor, ha A-val jeloljiik ezen részhalmazok osszegét és
feltessziik, hogy a sorozat minden tagja és maga A ig a T hal~
maztesthez tartozik (e nélkiil ugyanis nem beszélhetiink az illets
események valészintiségérsl), akkor fennall p(A4) — p(4,) +
+p(d,)+. . +p(d )+.... Véges szamnti halmaz esetére ez kony-

4
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nyen kovetkezik abbél, hogy a p(4) halmazfiiggvény additivi-
tasat két halmazra posztulaltuk, azonban megszamlalhalé sok
halmaz esetében ez csak a folytonossagi axiomabo6l vezethetd
le. A valdszintiségi mez6k koziil kiilonos fontossaggal birnak
azok, ameiyekben nem jelent kiilon feltevést az, hogy megszam-
lalhaté sok, a 7 halmaztesthez tartozé halmaz osszege is 7-hez
tartozik. Az ilyen valoszintiségi mezét KOLMOGOROFF BOREL-
féle valészintiségi mezének nevezi. A kovetkezokben esak ezek-
kel foglalkozunk.

Nem lehet célunk, hogy bemutassuk itten a valésziniiség-
szamitas felépitését a fenti axiomarendszer alapjan, azonban,
hogy valami képet adjunk az elméletrdl, réviden kitériink né-
hany alapveté fogalomra. A modern valészintiségszamitas leg-
jelentGsebb eszkoze a valdszindiségi valiozé fogalma. Valoszinii-
ségi valtozonak nevezziik a H halmazon értelmezett f(a) fiigg-
vényt (ahol a végigfut H oeszes elemein), amelynek értékei
valés szamok, és amely a 7T halmaztestre vonatkozélag mér-
het6. Utobbi feltétel azt jelenti, hogy ha x tetszoleges wvalos
szam, a H halmaznak azon részhalmaza, amely azokbé! az a
elemekbol all, amelyekre f(d) <x, az x valoés szam minden va-
lasztasa mellett hozzatartozik a 7 halmaztesthez. Ezek szerint
pé.daul valészintiségi valtozé minden 7'-hez tartozé 4 részhal-
maz karakterisztikus fiiggvénye (vagyis az a fiiggvény, amely
1.ek értéke 1 az A részhalmaz minden elemére és 0 az A rész.
halmaz kiegészité halmazan), tovabba a H halmazon értelme-
zett minden fiiggvény, amely ilyen karakterisztikus fiiggvé-
nyek linearis kifejezése, vagy azokkal tetszéleges pontossaggal
megkoze'itheté. Ha példaul a H halmaz a 0 és 1 kozé es6 valos
szamok halmaza, a 7 halmaztest a (0,1) intervallum mérheto
halmazaibol all és a p(4) halmazfiiggvény a LEBESGUE-féle
mérték, akkor fenti definicié értelmében az ezen a valoszinii-
ségi mezon értelmezetl valészintiségi valtozok osszessége azonos
a LEBESGUE szerint mérhetd fiiggvények osszességével. Minden
valoszintiségi valtozénak értelmezhetjiik az eloszldsfiiggvényét:
Legyen f(a) egy valoszmusagl vaitozo, jeloljiik A,-szel H azon
részhalmazat, amelynek a elemeire f(a) < x, akkor f(a) elosz-
lasfiiggvényén értjilkk az F(x) =p(4 ) figgényt, azaz F(x)
megadja annak a- valoszintiségét, hogy f(a) értéke kisebb le-
gyen x-nél. Mutassuk még meg, hogyan értelmezi KorLmoGo-
ROFF egy valoszintiségi valtozo wvdrhaté értékét: az f(a) valé-
szintiségi valtozé varhato értékén értiiik az f(a) fiiggvénynek
a p(A4) mértékre vonatkoz6, az egész H halmazra kiterjesztett
absztrakt LEBEsGUE-féle integraljat, amint ezt FricHET értel-
mezte:

(2) E(f)= ff p(dH)

amennyiben ez az integral letez1k
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Ez a kifejezés tudvalevﬁleg a

3) : kz; kh.p(Agenn— Ain)
osszeg hatarértékét jelenti, ha h —'0, ahol A,,-val jeloltiik
azon a elemek halmazal, amelyekre f(a) < kh. Egy val6szinii-
ségi valtozé varhato értéke kifejezhelé absztrakt integral! he-
lyett kozonséges StieLtiEs-féle integrallal is, az eloszlastiigg-
vény felhasznalasaval:
+oc v
6 E()=|x.dF@)
- w0

Vizsgaljuk meg ezek utan, hogy miben all KoLMOGOROFF rend-
szerének jelentésége,” mi magyarazza nagy sikerét, azt, hogy
a modern valoszintiségszamitas altalanosan elfogadott alapjava
valt. A kovetkezé fébb tényezéket kell szem elétt tartanunk,
hogy KoLMOGOROFF elméletének jelentiségét megértsiik: ElS-
szor is a valészintiségszamitas teljes axiomatizaeciéi koziil (te-
hat a valosziniiségszamitas olyan absztrakt axiomatikus elmé-
letei kiziil, amelyek a targyalt fogalmak szemléleti tartalmara
val6 minden hivatkozast kikiiszobolnek és ezaltal a valoszind-
ségszamitas' logikailag kifogastalan rendszerét épitik fel) Kor-
MOGOROFF rendszere a legegyszeriibb és ugyanakkor a legat-
fogobb. KoLMOGOROFF elmélete nemesak a klasszikus wvald-
szintiségszamitas teriiletét oleli fel és teszi lehetévé a valdszi-
niiségszamitas terén az alapok tisztazatlansaga folytan fellépett
vitas kérdések megoldasat és a paradoxonok kikiiszobolését,
hanem megfeleié alapul szolgal a valészinfiségszamitas leg-

ujabb, a fizikai alkalmazasok kovetelményei altal létrehozott

modern fejezeteihez is. Végiil pedig, azaltal, hogy a valdoszinii-
ségszamitast a halmazelmélet és mértékelmélet alapjaira épiti
fel, lehetvé tette, hogy a modern analizis fejlett moédszerei és
eredményei alkalmazhatok legyenek' a valdszin{iségszamitas-
ban, ami a tovabbi fejlédést igen megkonnyitette és meggyor-
sitotta. Mint minden absztrakt, axiomatikus elméletnek, a va-
l6szintiségszamitas KornmMoGOROFF-féle axiomatikus rendszeré-
nek is sokféle konkrét interpretacidja lehetséges, ennek foly-
tan alkalmazhaté elmélete olyan teriileteken is, amelyeknek
xaloszmuseg és a véletlen fogaimaival semilyen kapesolatuk
sinesen, és igy a matematika méas 4gaiban (peldaul a szam-
elméletben is) érdekes és megleps alkalmazast’ nyert*® Tzen

3 1. pl. A. Rényi, Probability methods in number theory, Publica-
tiones Math. Coll, Budapest, I. (1949) 1—o9,
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alkalmazasok szama tavolrél sinesen lezarva, és egész bizonyos,
hogy a matematika és alkalmazasainak a legkiilonb6z6bb terii-
letein a kutatéknak a jov6ében is értékes eszkoziil fog szolgalni
KoLMOGOROFF  elmélete. A  kovetkezé6kben 16viden kitériink
meg néhany mas valdszintiségszamitasi elmélet 1smer1etesere
es kritikajara.

Tornier elmélete.

Mint emlitettiik, a valoszintiségszamitas alapjai Kko-
riilli vitak a matematikai irodalomban szokatlan éles han-
gon folytak. Ebb6l a vitabol is kiri TORNIER hangja,
aki (KorLmMoGOROFF elméletére célozva) a kovetkezoket irja:

..el akartam keriilni az életteljes alapszemiéletnek élet-
telen matematikai formalizmussa valé lapositasat, ami a valé-
sziniiségszamitas ¢és a LEBESGUE-féle mértékelmélet bizonyos
szamolasi szabalyok analégiajan alapulé azonositasanak kovet-
kezménye“.*” Ugy hissziik, KOLMOGOROFF elméletének az €.6z6
fejezetben valé részletes ismertetése és jelentéségének kiérté-
kelése feleslegessé teszi, hogy TORNIER fenti szavaival és az
azokban foglalt iires vaddal bévebben foglalkozzunk.” Vizsgal-
juk meg e helyett, miben kiilonbozik KorLMoGOROFF aliitolag
sélettelen formalizmusatol® TorNIER nyilvan merében mas
életteljes alapozemlélettsl(?)“ duzzado elmélete. FELLER a mar
fentebb tobbszor idézett, a genfi kongresszuson tartott eléada-
saban® kimutatia, hogy TORNIER elmélete nemesak hogy nem
ellentéte KorLMOGOROFF elméletének, hanem, ha eltekintiink bi-
zonyos jelolésbeli és terminologiabeli lényegtelen kiilonbségek-
t6l, tulajdonképpen KOLMOGOROFF rendszerének specialis ese-
tét képezi. TORNIER elméletének lényege, hogy bizonyos spe-
cialis halmazok részhalmazainak egy halmaztestén értelmez
egy additiv halmazfiiggvényt, és ezt a halmazfiiggvényt uté-
lag mint bizonyos specialis kisérletsorozatokhoz tartozé gya-
korisagok hatarértékét értelmezi, azonban ennek az elmélet to-
vabbi felépitése szempontjabél nincsen jelentésége. A masik —
cgyébként meglehetésen masodrendii jelentéségii — pont, ahol
TorNIER eimélete KOLMOGOROFF-6t6]l eltér, a szébanforgéd addi-
tiv halmazfiiggvény értelmezésének kiterjesztésére vonatkozik.
TorNIiER allaspontja egyébként — amint ezt FeLLER kimu-

3 E. Tornier, Wahrscheinlichkeitsrechnune und allgemeine Integ-
rationstheorie, Leipzig u, Berlin, Teubner, 1936.

38 Az ilyen tipusii frazisck kiilonben 1is jol ismeretesek, megta-
laijuk ket példaul Bieberbach ,,fajelmeleh“ kirohanisaiban, 1. pl. Deu-
tsche Zukunit No. 14, 1934,

L 1d mii, 14—21. o,
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tatja — ecllentmondéasokra vezet. Vizsgaljuk most meg részle-
tesebben, miben all ToRNIER elmélete. Legyen adva egy kisér-
let, amelynek véges vagy megszamlalhaté kiillonbozé eredmé-
vye lehetséges. Azaltal, hogy TORNIER kizarolag olyan kisér-
letekre szoritkozik, amelyeknek csak megszam!alhato sok kii-
16nb6z6 eredménye lehet, — ugyanugy, mint MISES ¢és tanitvi-
nyai — nagymértékben megszoritja a valoszintiségszamitas
alkalmazasi teriileteit, és példaul a geometriai valésziniiségek
targyalasat eleve kizarja. Ettsl eltekintve, nézziik meg, hogy
a megszamlilhato esetben mi 1jat jelent TORNIER elmé-
lete. Az egyszeriiség kedvéért szoritkozzunk a legegysze-
ribb esetre, a fej-vagy-iras példajara. TORNIER a kisér-
let realizaci6janak a kisérlet eredményeinek végtelen so-
rozatat nevezi. Rendeljiik hozza minden kisérlethez — azaz a
pénzdarab minden feldobasihoz — a 0 vagy 1 szamot, a szerint,
- hogy fej vagy iras a dobas eredménye. Ilyen modon a fej-
vagy-irdas jaték minden realizdcidjahoz hozzarendeltiink egy
a 0 és 1 jegyekbol allo végtelen szamsorozatot, legyen ez a so-
rozat a,a,...,a, ... Szokiasos médon ehhez a szamszorzathoz
hozzarendel TORNIER egy valds szamot, mégpedig azt az x sza-
mot, amelynek éppen a szébanforgé 0-bél és 1-b6l 4llé sorozat
adja meg a diadikus kifejtését, masszoval legyen
w a"

X = :
2y
Tgy tehat a kisérlel minden egyes realizdci6janak megfelel a
(0.1) intervallum egy pontja. Marmost a (0,1) intervallum min-

n

k ]
den (?%—«) alaka intervallumahoz rendeljiink hozza egy

nemnegativ: szamot olyan moédon, hogy az igy kapott inter-
vallumfiiggvény a szobanforgé diadikus intervallumokra nézve
additiv legyen, és a szokasos modon terjessziitk ki ennek
oz intervallumfiiggvénynek az értelmezését a (0,1) intervallum
Osszes PrANO—JORDAN-értelemben mérheté A4 részhalmazaira,
Tekintettel arra, hogy a PrANO—JORDAN-értelemben mérheld
halmazok halmaztestet alkotnak, ilyen médon ezen a halmaz-
testen egy p(A4) additiv halmazfiiggvényt értelmeztiink. Kzt
vevezi TORNIER vdlészintiségi mezének. Ez nyilvanvaléan a
KoLMOGOROFF értelmében vett valoszintiségi mezd fogalmanak
specialis esete. Ezek utan TOrNIER a mar értelmezett additiv
halmazfiiggvényt utélag még mint gyvakorisagok hatarértékét
is értelmezi. Kimutatja azt, hogy megadha'é a kisérlet reali-
zacidinak olyan végtelen sorozata, hogy ha 4 a (0.1) intervai-
lum egy tetszéleges PEANO—JORDAN-értelemben mérhets rész-
halmaza, ha N,(4) jelenti a megadott realizaciosorozat
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els6 k& eleme koziil azok szamat, amelyekhez rendelt pont az 4

haimazhoz tartozik, akkor% N.(4) konvergal p(A)-hoz. A=

ilyen realizéciésorozatokat TORNIER modell-nek nevezi, az 0sz-
szes modellek osszességét pedig modellosztalynak. Kétségtelen,
hogy egy additiv halmazfiiggvénynek ilyen modon, gyakori-
sagok hatarértékeként val6o (utolagos) elgallitasa bizonyos
szempontbél érdekes, de itt végeredményben még sincsen mas-
16l sz0, mint KOLMOGOROFF rendszerének interpretaciéjarol,
specialis feltevések melleit.® TorNIFR elmélete lényegében azt
a felismerést fejezi ki, hogy még ha a szobanforgd valdszinii-
ségeket mint gyakorisagok hatarértékét értelmezziik is, ezzel
még a valosziniiségszamitas megalapozasat nem adtuk meg,
hanem ezek utan a gyakorisagokkal valé definicié folé még
14 kell épiteniink KoLMOGOROFF elméletét. Hogy a valészini-
ségek gyakorisaggal valé definici6jara miért van sziikség, az
ToRNIER elméletébs]l sem deriil ki, hiszen, amint ezt mar MisEs
elméletével kapesolatban hangstalyoztuk, ennek a valoszintisé-
gek gyakorlati meghatarozasahoz vajmi kevés koze van, (1. kii-
lonosen a 31. labjegyzetben JORDAN KAROLY megjegyzését).

40 Torpier szébanforgd tétele, amely minden additiv halmazfiigg-
vényhez bizlositia modellek létezését, a szdébanforgd specialis esetre vo-
natkozélag a kiovetkezoképpen fogalmazhaté meg: Legyen adva a (0,1)
intervallum Peano—Jordan-értelmében mérhets A halmazain egy p(A)
additiv halmazfiiggvény, akkor megadhaty olyan valés x;. X, i
szamsorozat, hogy ha N, (A) jelenti az x,. szamsorozat elsé k tagja ko-

A% |
ziil azok szamit, amelyek az A halmazhéz tartoznak, akkor lim — Nj, (A) =
k>
— p(A). Ezt a tételt Tornier meglehetgsen bonyolultan bizonyitjia be, a
tétel egy egyszerii hizonyitisa a kovetkezé: Jelolie A, a (0,x) intervallu-
mot és legyen F(x) = p(A,). Ha feltessziik, hogy p(A) nemnegativ, ebbi!

. kovetkezik, hogy az F(x) fiiggvény monoton novekvs lesz. Legyen

F~' (x) az F(x) fiiggvény inverz fiiggvénye. Ha mar most 21, fa,. .0 £,ye.e ‘
tetszéleges a (0,1) intervallumban egyenletes eloszlasti szédmsorozat, ak-
kor az x,,=F_l(f,) szamsorozat, a kivant tulajdonsiggal fog birni.
Ugyanis ha A jelenti az (@, b) intervallumot, akkor tekintve, hogy az
a<x < b feltétel equivalens az F(a) < t < F(b)*feltétellel, a &, sorozat

et En . 1 st
egyenletes eloszlasanak definiciéja értelmében TN" (4) koavergilni fog,

F(b) — F(a)-hoz, ha k végtelenhez tart, amibgl az Aallitdsunk mir kiny-
nyen kovetkezik, (Megijegyzendd, hogy abban. az ‘esetben, ha az F(x)
fiiggvénynek ugrasai vannak, vagy bizonyos intervallumokban allands, az
inverz fiiggvény értelmezésénél bizonyos szokdsos megillapoddsok értel-
mében kell eljarni.)
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Amint fentebb' mar jeleztiik, TorNIER elméletének eltérése
KoLMOGOROFF valdszintiségszamitasatol csak a szébanforgd
additiv halmazfiiggvény értelmezésének kiterjesztése kérdésé-
nél lép fel. TORNIER azt az allaspontot vallja, hogy ha a B hal-
maz PEANO—JORDAN-értelemben nem mérhets, és ha p (B) és
p (B) jelolik a B halmaz kiils6é és bels6 mértékét, akkor a szo6-

banforgé B halmaz valosziniiségeként tetszéleges olyan ¢ szi-
mot valaszthatunk, amely p (B) és p (B) kozé esik, és ilyen mgo-
don a valészintiségi mezének végtelen sok kiterjesztését nyer-
Jilk, amelyek TORNIER szerint egyforman tekintetbe jonnek.
Ez az eljaras azonban furcsa kivetkezményekre vezet. Példaul
ezek szerint létezik olyan TorNIER-féle wvalgsziniiségszamitas,
amelyben annak a valészintisége, hogy a fej-vagy-iras jaték
végtelen megismétlésénél véges szami Kkivétellel mindig fej
s6jjon ki, 1-gyel egyenls. Ugyanis -a (0,1) intervallum azon pont-
jainak halmaza, amelyek diadikus kifejtésében csak véges sok

l-es szerepel, PeaNno—JorDAN értelemben nem mérhets, to- |

vabba kiils6 mértéke 1 és belsé mértéke 0. Nehéz elképzelni,
liogy egy ilyen elmélet a gyakorlatban alkalmazhaté legyen.
Ha eltekintiink ettél az utobbi ponttél, — amely egyébként
TorNIER elméletének tovabbi felépitése szempontjabol nélkii-
lozhet6, — akkor viszont TORNIER elmélete nem mas, mint Kor.-
MOGOROFF elméletének egy specidlis esete, amelyben a valé-
szinfiségi eloszlas egyben mint gyakorisagok hatarértéke is ér-
telmezhets. Ebben semmi meglepé ninesen, hiszen, amint mon-
dottuk, minden axiomatikus elméletnek kiilonboz6 interpreta-
cioi lehetségesek. Ettgl fiiggetleniil azonban TORNIER elmélete
-— ellentétben szerzéjének szandékaval — nem arrdl gy6z meg,
hogy KorLMoGOROFF elmélete ,éleftelen formalizmus®, hanem
éppen ellenkezéleg arrdl, hogy még ha a valészintiséget, mint
a gyakorisag hatarértékét értelmezziik is, akkor sem mell6z-
hetjilk KoLMOGOROFF elméletét.. A valdsziniiségnek, a gyako-
risag  hatarértékeként” wvalé  értelmezése nem  helyettesit-
heti Kor.M0GOROFF elméletét, hanem Ilegfeljebb, bizonyos ese-
tekben, annak kiegészitését alkothatja, amely kiegészités sziik-
ségessége erdsen kérdéses.

Glivenko elmélete.

Amint KoLM0GOROFF axiomatikus rendszerének ismer-
tetésénél lattuk, a H halmaz elemei a valészintiségi mezd
értelmezésénél semilyen szerepet nem jatszanak, hanem
kizar6lag a H halmaznak a T halmaztesthez tartozé
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reszhalmazainak  valoszintiségét  értelmezziik.” Ezért egész
természetesen felmeriilt az a gondolat, hogy a wvalésziniiség-
szamitast ugy épitsiikk fel, hogy a H halmaz elemeit nem is
vezetjiik be, hanem rogitén a 7 halmaztestbsl indulunk Kki.
A valosziniiségszamitas ilyen megalapozasara vonatkozé érde-
kes rendszert dolgozott ki GLIVENKO szovjet matematikus.
bl a célbol felhasznalta az ugynevezett strukturdk elméle-
tét. A strukturak elmélete a modern algebra egyik érdekes fe-
jezete, amelynek jelentésége egyre novekszik, és amelynek fon-
tos alkalmazasai vaonnak a halmazelméleten kiviil a esoport-
elméletben, szamelméletben, projektiv geometriaban, topologia-
Lan, a logikaban,  s6t wjabban a quantummechanikdban is.
Ma mar vilagos, hogy a struktura fogaima a csoport, gyiirii
és test fogalmaval egyiitt a matematika legalapveté6bb foga-
lomalkotasai kozé tartozik. A strukturak elméletének termi-
rol6gidja még nem alakult ki véglegesen. Az elmélet megala-
pitoja DEDEKIND a dualesoport elnevezést hasznalta,? az
angol és amerikai irodalomban a ,lattice® elnevezést ta-
laljuk leggyakrabban.®* A struktura elnevezést O. ORe ve-
zette be* és ugyanezt az elnevezést hasznalja GLIVENKO
is. ** A strukturak elméletére GLiVENKO-nak azért van
sziiksége, hogy egy 7' halmaztestet karakterizaljon, a nélkiil,
hogy a targyalasban az alapha'mazt és annak elemeit felhasz-
valna. Elmélele sok szempontbél igen érdekes, mert osszekap-
csolja a valdszintiségszamitast a .modern algebra fontos foga-
lomalkotasaival, és bizonyos értelemben igen természetes is,
mert gy épiti fel a valoszintiségszamitast, hogy nem hasznal
fel semilyen nélkiilozhets fogalmat. A valdszintiségszamitas
GLIVENKO-féle  axioma' kus elméle'e azonban egyrészt megle-
hetésen Monyolult, masrészt végiil mégis kénytelen bevezetni
uz alaphalmaz elemeit, smivel visszajut lényegében a KoL-
MOGOROFF-féle elméle hez. Ilyen médon GLIVENKO érdekes ki-
sérlete végeredményben a KoLmocororr-féle elmélet mas uton
valé bevezetésének tekinthetd.

31 Természetesen a H halmaz elemei szerepelhetnek a részhalma-
zok kozott és mint ilyenek lehetnek T-nek is elemei,

42 R. Dedekind, Uber die von drei Moduln erzengle Dualgruppe
Math. Annalen, 53, 1900, 371—403.

4 | pl, G. Rirkhofi, Lattice theory, Amer. Math. Soc, Coil. Publ.

vol 25, 1940.°

0 Oystein Ore, On the foundations of abstract dlgcbm Ann: 1ls of
Math, 1, 36, 1935, 406—437. o.

5V, Glivenko, Théorie Générale des Struc'ures, Actualités Sc, ct
Ind. 652, Paris, Hermann, 1938,
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Hogy az elmondottakat vilagosabba tegyiik, roviden ©sz-
szefoglaljuk a  strukturak elméletének alapfogalmait. Legyen
S egy tetszoleges félig rendezett halmaz; ezen azt értjiik, hogy
S bizenyos ¢, b elmeparjaira legyen értelmezve egy rendezési
relacio; amelyet a kovetkezéképpen jeloliink: @ c b, (szavak-
ban: a része. b-nek), amelyrél feltessziik, hogy a kovetkezé tu-
lajdonsagokkal rendelkezik: a ¢ a, tovabba, ha a € b és b C a.
ekkor a-—b, végiil pedig a relicié tranzitiv, azaz, ha a c b
és b Ce, abbdl kovetkezik, hogy a € c. Egy félig rendezett
halmazt strukturanak neveziink, ha eleget tesz a kovetkezd fel-
tételeknek: barmely « és b elemnek létezik a ,szorzata®, ame-
iyet ab-vel jeliliink, és amely a kivetkezé tulajdonsigokkai
rendelkezik: ab < a és ab c b, tovibba ha ¢ barmely olyan
elem, hogy ¢ C a és ¢ b, akkor ¢ C ab. Létezik tovabba bar-
mely a és b eclem ,0Osszege®, amelyet ¢ - b-vel jeloliink ¢s
amely a kovetkezé tulajdonsiagokkal Trendelkezik: a ca-+b
és b € a+b, tovibbA ha acec és b Cec, akkor a-t+bce.
Konnyen belathato, hogy egy halmaz részhalmazainak egy
gylrije, azaz részhalmazok olyan Osszessége, hogy barmely két
részhalmazzal egyiitt azok halmazelméleti szorzata és osszege
is hozzatartozik az Osszességhez, strukturat alkot, ha szorzas
¢s Osszeadas alatt a halmazelméleti szorzast és osszeadast ért-
jiik, tovabba ha azon, hogy a < b azt értjiikk, hogy az a hal-
maz részhalmaza a b halmaznak. Hogy a struktura foga'lmat
vilagosabba tegyiik, még harom masik példat emlitiink meg:
a pozitiv egész szamok halmaza strukturat alkot, ha azon, hogy
a cb azt értjik, hogy az a szam osztéoja b-nek, tovabba két
szam ,,szorzatan® legnagyobb kozos osztojukat, két szam ,,08z-
szegén® legkisebb kozos tobbszorosiiket értjiilk. Vagy tekintsiik
o sik osszes konvex tartomanyainak halmazat, ezek strukturat
alkotnak, ha azen, hogy a C b azt értjiik, ,hogy az a konvesx
tartomany benne fekszik a b konvex tartomanyban, tovabba
két kenvex tartemany szorzatinak a két tartemany kozos ré-
szét tekintjiik (ami természetesen szintén konvex) és Osszegii-
kon az Gket tartalmazo Jdegkisebb konvex tartomanyt értjiilk.
Viégiil a matematikai logika allitas-kalkulusa is példa struktu-
rira, ha azon, hogy a = b =zt értjiik, hogy az a allitasbol ki/
vetkezik a b allitas, két allitas szorzatan azt értjiik, hogy a két
allitas egyidejiileg fennall, két Allitas oOsszegének azt az alli-
tast nevezziik, hogy a két allitas koziil legalabb az egyik fenn-
all. Visszatérve a sfrukturak absz'rakt elméletére, feltessziik.
liogy a szébanforgé strukturiban van egy ,legkisebb® elem,
azaz egy olyvan elem, amely a struktura minden elemének ré-
sze, ezt az elemet O-val jeloljik. Konnyen belathato, hegy ha
¢. a struktura tetszéleges eleme, akkor CGa—=0 ¢és 0+ a—a.
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Tovabba feltessziik, hogy struktuvanknak van egy ,legna-
gyobb®” eleme, azaz egy olyan elem, amelyet a struktura min-
den eleme megeléz, ezt az elemet 1-gyel jeloljitk. Konnyen ko-
vetkezik, hogy a struktura barmely a elemére al —a és a--
-+ 1=1. A fent emlitett példak esetében: ha S egy halmaz bi-
zonyos részhalmazainak gyfirtije, akkor 0 alatt az iires hal-
niazt 1 alatt a teljes halmazt értjiik. Ha S a pozitiv egész sza-
mok osszessége, akkor 1 lesz a legkisebb elem, legnagyobb elem
viszont ninesen. A konvex tartomanyok példajaban az iires tarto-
many ésa teljes sik lesznek a legkisebb éslegnagyobb elem, ameny-
ryiben utébbit is hozzaszamitjuk a halmazhoz. A strukturak el-
méletében bevezetnek tovabbi megszoritasokat. Példaul DEDE-
KIND-féle strukturiknak nevezik azokat a strukturakat, amelyek-
ben abbél, hogy a C ¢ kivetkezik, hogy a-+-be — (a+b)e. A DEDF-
KIND-féle strukturikra érdekes kritériumot adott A. Kuros: egy
struktura DeperiND-féle akkor és esak akkor, ha abbél, hogy
o Cb, tovabba abbdl, hogy létezik olyan ¢ elem, hogy ac— be
és a+c=0>b+ ¢ kivetkezik, hogy a ="0. Tovabbi erésebb meg-
szoritast jelent, ha disztributiv strukturakra szoritkozunk.
Disztributivnak neveziink egy strukturat, ha barmely a, b és ¢
“elemekre fennall az (a-+ b)e —ac-+be disztributiv szabaly.
Minden disztributiv struktura nyilvanvaléan egyben DEDEKIND-
féle is. A fent emlitett példak koziil a részhalmazgytirti disztri-
butiv struktura, tovabba disztributiv az egész szamok osztha-
tésag szerint rendezett halmaza, azonban a konvex tartomanyok
osszessége nemdisztributiv struktura. A kovetkezd lépés, hogy
cgy strukturaban normdt vezetiink be. A strukturak normala-
sanak elmélete K. MENGER-16] szarmazik.® Egy S strukturat
norma'tnak neveziink, ha S minden ¢ eleméhez hozza van ren-
delve egy nemmnegativ szam — az ¢ elem norméaja, — amelyet
fal-val jeloliink, és amely a kovetkezs tulajdonsagokkal rendel-.
kezik: ha aCb, de a és b nem azonosak, akkor |a < |b|; tovabba,
barmely a és b elemre fennall az |a- b| --|ab| = |al + |b] bsz-
szefiiggés. Konnyen beldthaté, hogy esak a DepeErIND-féle
strukturakban vezetheté be norma. Hogy példat adjunk nor-
malt strukturakra, vizsgiljuk meg a pozitiv egész szamok
oszthatosag szerint rendezett halmazat, és egy a szdm normaja-
nak nevezziik ezen szam logaritmusat. Tekintettel arra, hogy
két pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorosének és leg-
nagyobb kozos osztéjanak szorzata egyenlé a két szam szorza-
taval, latjuk, hogy a norméatél megkivant masodik tulajdonsag

46 K. Menger, Axiomatik der endlichen Mengen und der elementar-
geometrischen Verkniipfungsbeziehungen, Jb. Deutschen Math., Ver. 37
(1928) 309—325.
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teljesiil, az elsé tulajdonsag teljesiilése nyilvanvalé. Kozelebb-
16l érdekel minket a halmazgytiriik normalasa. Vizsgaljunk egy
véges elembdl allo halmaz oOsszes részhalmazaibol all6 halmaz-
testet. Ha Osszeadason és szorzasen megint a halmazelméleti
dsszeadast és szorzast értjiik, akkor ez a halmaztest, mint lat.
tuk, strukturat alkot. Ebben a strukturaban egy vészhal-
maz normajanak valaszthatjuk ezen részhalmaz elemeinek sza-
mat. Ez a normalas nyilvanvaléan bir a kivant tulajdonsaggal.
BEgy véges halmaz részhalmazai altal alkotott strukturat ilyen
moédon normalva, lényegében a klasszikus valészintiségszami-
tast nyerjiik. Ehhez még minden elem normajat be kell szo-
rozni a feljes halmaz elemei szamanak reciprok értékével, de
konnyii belatni, hogy egy tetszéleges normalt strukturaban ér-
telmezhetiink egy masik norméat azaltal, hogy minden ‘elem
normajiat ugyanazon ¢ szammal beszorozzuk. Eppen ezért elore .
kikothetjiik, hogy a struktura legnagyobb elemének normaja
1 legyen. A normara kikotott feltételekb6l 0 normajara esak
annyi kovetkezik, hogy kisebb a struktura barmely mas elemé-
nek normajanal. A legtobb esetben olyan normalasokat hasz-
nalunk, ame!yeknél 0-nak a normaja zérus, (ilyen példaul az
egész szamok strukturajanak fentemlitett normalasa), de nem
art hangsilyozni, hogy ez az axiomakbol nem kiovetkezik, és
ismeretesek olyan normalt strukturiak is, ahol a norma negativ
értékeket is felvesz. Nézziik marmost, hogyan lehet normat ér-
telmezni egy halmaztesten. A normara vonatkozé feltevéseink
értelmében egy halmaz tetszéleges valédi részhalmazanak nor-
méaja kisebb kell hogy legyen, mint maganak a halmaznak a
normaja. Ez a feltétel teljesiil példaul akkor, ha egy megszam-
lalhaté H alaphalmazboél indulunk ki, és azon tugy értelmeziink
egy additiv halmazfiiggvényt, hogy minden elemhez hozzaren-
deliink egy pozitiv szamot. Azonban, ha kontinuum szamossagu
alaphalmazroél van szé, akkor ez a feltétel nem teljesithetd mindig.
Példaul, ha a (0.1) intervallumot valasztjuk alaphalmaznak és
& mérhets halmazok halmaztestén a LeBescur-féle mértéket
vezetjiik be, mint additiv halmazfiiggvényt, akkor ez a feltétel
nem teljesiil, mert ha egy pozitiv mértékii halmazhbél elhagyunk
egy zérus mértéki halmazt, attél a mérték nem ecsokken. Ezen
GLIVENKO 1igy segit, hogy azonosnak tekinti az osszes olyan
mérheté6 halmazokat, amelyek egymistol csak egy 0 mértéki
halmazban kiilonboznek. Attérve a valdészintiségszimitis termi--
nolégiajara, azonosnak tekint olyan eseményekel, amelyek egy-
mastél esak 0 valoszintiséggel kiillonboznek. Masszoval, ha 4 és
B olyan események, hogy annak a valosziniisége, hogy B ne
kovetkezzék be, feltéve, hogy A bekivetkezett zérussal egyenld,
és megforditva, akkor A4-t és B-t GLIVENKO azonos stochaszti-
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kus tipushoz tartozéknak nevezi. Konnyti belatni, hogy ha A
és A ugyanazon stochasztikus tipushoz tartoznak, tovabba B
¢s B’ egy masik stochasztikus tipushoz tartoznak, akkor 4 - B
és 4+ B’ és ugyanugy ha A.részhalmaza B-nek, akkor B— A4
és B'— A’ is, azonos stochasztikus tipushoz tartoznhk, mas-
szoval - a stochasztikus tipusok is halmaztestet alkotnak.
Az eredeti halmaztesten  értelmezett additiv halmazfiigg-
vény a stochasztikus tipusok testén mar eleget tesz a normatél
megkivant tulajdonsagoknak. Veégiil néhany sz6t a normali
strukturak boévitésérol. Kgy normalt strukturaban tavolsago:
vezethetiink be, a kiovelkezdképpen: az a és b clemek tavolsa-
gan értjilk az la- b|—|ab] szamot, amelyet (a, b)-vel jelsliink.
Konnyti belatni, hegy az igy definialt tavolsag eleget tesz a
tavolsagra vonatkozé szokésos feltételeknek, lehat (a, b) — 0-bal
kovetkezik, hogy ¢ =—>b (a norma szigorti monotonitiasat éppen
azért szokas kikotni, hogy ez a feltétel teljesiiljon), ha viszont
a és b nem azonosak, akkor tavolsaguk pozitiv; tovabba
(a,b) = (b, @), végiil pedig elveny&es az ngynevezett haromszog-
egyenl6tlenség, azaz (a,b) = (a,¢) + (¢, b). Utébbi allitast —

disztributiv strukturakban — a kovetkezéképpen bizonyithat-
juk be: Az alhtds nyilvan equlvalcns a kovetkezivel: ]a—%—b’—
—labl = la+ ¢| — fac[+ |b +d — [bc] norma definicigja ér-

telmében [a —T—b| + |ab) = |a| +lb| és hasonlo relaciokat irhatunk
fel ara és c-re, tovabba b-re ¢és c-re is. Igy beb'zonyitando
allitasunk  equivalens a kovetkezével: |ac| -+ |be] <[ab|-ric|
Mivel feltettiik, hogy disztributiv strukturaré! van szé, ac-tbe =

= (a-+b)e, de akkor !ce| 4 |be| = |ac+be| 4 lac . bel — |(a 4+ b)c! +
+[ac be|. Masrészt kinnyi belatni, hogy definiciéink értelmé-
ben ac.be — ab. e, tehat a bizonyitandé allitas a. kovetkezd
alakra hozhaté: lab.c|+ |(a -+ b)e| = |ab] 4-|c|. Ebben az alakban
az egyenl6tlenségiink pedig mar nyilvanvalé, hiszen a szorzas
aefinicioja értelmében ab.c < ab, tovabba (a4 b)c < ¢ tehat a
nerma tulajdonsagai alapjan |ab.cl = |abl és |(a + b)e| = le|. Azt
is konnyen belathatjuk a bizony 1tasbol hegy egyenléség akkor
és csak akkor allhat fenn, ha ob C ¢ C a—+ b. Miutan tavolsa-
got vezettiink be strukfurankban, masszoval metrikus térré
tettiik, beszé'hetiink konvergenciardl is. Az S formalt struk-
tura elemeinek egy a, sorozatat CavucHy-sorozatnak nevezziik,
ha. (@,, a,) zérushoz tart, ha n és m egyidejiileg végtelenhez
tartanak. Egy normalt strukturat teljesnek neveziink, ha min.
den az elemeibél alkotott a, Cavcny-sorozainak van hatarér-
téke, azaz van S nek olyan a eleme, hogy (a ,a) zérushoz ta:t,
ha n végtelenhez tart. GLIVENKO bebizonyitja, hogy minden
normalt struktura kibévitheté teljessé, oly mddon, hogy a
struktura elemeire értelmezett Osszeadasi és szorzasi reliciok.
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tovabba a struktura elemeinek normai véaltozatlanok maradnak
a bévitett strukturaban is. A normalt strukturak kibévitése
teljes strukturava sziikséges ahhoz, hogy a valészintiségszami-
14s GrLIVENKO-féle rendszerét felépitsiik. Amint el6reboesajtot-
tuk, GrivENKO elmélete sok szemponibél érdekes, amennyiben a
valészintiségszamitas és a modern algebra kizott fennallé kap-
csolatokat megvilagitja és a probléma mélyebb megértéséhez
vezet, azonban a val6szintiségszamitis minél egyszeriibb és a‘-
tekinthetébb felépitése szempontjabél GLIVENKO elmélete keriils
utat jelent, és feltétleniil KonLmoGoRorF elméletét kell e!ényben
részesiteniink.

Egyéb elméletek.

Természetesen ismertetésiinkben nem térhettiink ki a valé-
szintiségszamitas megalap®asara iranyulé osszes tujabb kisér-
letek részletes targyalasara, de ez nem ‘is volt feladatunk, te-
kintve, hogy ecélkitiizésiink esak az volt, hogy KOLMOGOROFF
rendszerét ismertessiik, és mas elméletekre esak azéry tértiink
ki, hogy KOLMOGOROFF axiomarendszerével oOsszehasonlitsuk
oket. Igy példaul rem tértiink ki COPELAND,'”. REICHENBACH,*
Porrer* ég KAMKE™ vizsgalataira, tekintve, hogy utobbi szer-
z6k ugyanarra igyekeztek, mint WALD ¢és TORNIER, vagyis
Mises elméletének ellenfmondasmentessé tételére, és eredmé-
ryeiket czen a téren WALD és TORNIER jorészt tulhaladtak. Nem
tertiink ki J. VILLE®™ kutatasaira sem, aki MisEsS elméletének
érdekes kritikajat adta. Ugyanesak nem foglalkoztunk olyan
elméletek ismertetésével, mint példaul DeE FINETTI elmélete,’?

%7 A, H. Copeland, Point set theory applied to the random selection
of the digils of an admissible number, Amer. Jourral of Math, 58, 1936.

8 H. Reichenbach, Mathematische Zeitschriit, Bd. 34,

% K. Popper, Logik der Forschung, Wien, 1935.

3 E. Kamke, Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie, Hirzel,
Leipzig, 1932. >

A valbszintiségszamitis modern irdnyai a magyar matematikai
irodalomban eddig kevés visszhangra taliltak., Csak Staché Tibor
tanknyvében (Fels6bb mennyiségtan, Budapest, Franklin, 1944, 4-ik ki-
ad4s.) taldlunk egy valdszniliségszamitdssal foglalkozé fejezetet, Stuché
Kamke elméletét veszi at. Kamke elmélete, ugyanigy mint 3 tobbi elmélet,
amely a valésziniiséget mint a gyakorisag hatarértékét vezeti be, felesle-
gesen bonyolult és nehézkes és ma mér tilhaladott llaspontot képvisel.
Ezént semmiképpen sem nevezhet$ szerencsésnek a valdszinfiségszamitas-
nak ezen elméleten alapuld bevezetése.

5t J, Ville, Etude critique de la notion de collectif, Paris, Gauthiers
Villars, 1939, L4

2 B, de Finetti, Actualités Scientifiques et Industrielles, 766, Paris,
Hermann, 1939,
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amelyek nem is forekszenek arra, hogy a valésagban lejatszédo
statisztikai torvényszerfiségeket mutaté = folyamatok leirasara
alkalmas exakt matematikai elméletet adjanak, hanem e helyett
a valészintiségi itélet ,szubjektiv jellegére® vonatkozé filozo-
‘falasra szoritkoznak és a valésziniiségszamitast ,,pszichologiai-.
lag® igyekeznek megalapozni. Meg kell még jegyezniink azt is,
hogy barmennyire igyekeztiink KorLMoGOROFF elméle'ét tobb
oldalrél is megvilagitani, természetesen az olvasé nem nyerhet
teljes képet errél az elméletrsl a nélkiil, hogy alkalmazasait is
megismerné. Az elmélet alkalmazasainak ismertetésére alkalmat
fog szo.galtatni kivetkezd cikkiink, amelyben a szovjet mate-
matikusoknak a valoszintiségszamitas . kiilonbozé kérdéseiben
elért jelentds eredményeit fogjuk ismertetni.
[

~ Osszefoglalds.

»A matematika 30 éve a Szovjetunigban® e¢. nagy osszefog-
1al6 munka ,,A matematika alapjai és a matematikai logika® c.
bevezeté tanulmanyaban JANOVSZKAJIA®® ramutat arra, hogy ..a
mai reakeiés burzsoa filozéfusok és tudomanytorténészek ko-
vetkezelesen arra torekszenek, hogy kisimitsak az éles szoglete-
ket a természettudomany és a matematika torténetében és azt
mint lapos, evoiuciés folyamatot igyekeznek abrazolni, amely-
ben az egyik nagy felfedezést vagy elméletet koveti a masik®™.
A tudomany torténetének ezt az ellapositasat é'es biralat tar-
gyvava tetle ZspAnov®* a Szovjetunioban 1947-ben tartott filo-
zofiai vita soran, és ramutatott, hogy ez a tudomanytalan fe'-
fogas merdben ellentétben all a dialektikus materializmus al-
laspontjaval és a legkevésbbé sem felel meg a valésagnak. A
‘valészintiségszamitas megalapozasinak kérdése koriili vitak,
amelyeket fentiekben roviden vazolni igyekeztiink, vilagosan
mutatjak, hogy amikor a matematika alapjait illeté donts kéz-
désekre keriil a sor, kiilonboz6 eilentétes felfogasok és iranyok
harcaval taladlkozunk, ame!y hare — ugyantgy mint a filozé-
fiaban vagy a természettudomanyok alapkérdéseiben — lényer
gében a materialista és idealista felfogas harca. Ennek a kér-
désnek Kimerit6 targyalasa talné jelen ismertetésiink keretein
és kiilon tanulmany targyat ke!l hogy ‘képezze, azonban némely
helyen mégis sziikségesnek tartottuk, hogy a valoszintiségsza-
mitas megalapozasira irényulé egyes kisérletek filozéfiai gyi-.

5 Matematika v SzSzSzR za trlcat let, 1917—1947 Ogiz, Goszte-
chizdat Moszkva—Leningrad, 1948, 15, old.
5% Téarsadalmi Szemle, 1947, 9—10. szdm, 634—649.
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kereire ramutassunk.”® Ramutattunk arra is, hogy a szovjet
matematikusoknak, a valgszintiségszamitas megalapozasara vo-
natkozo sikeres vizsgalataiban, a dialektikus materialista mod-
szer mutatta meg a helyes utat. Bevezet6ben utaltunk tovabba
arra, hogy a szovjet matematikusok nemecsak a valészintiség-
szamitias megalapozasanak kérdésében, hanem a valdszinfiség-
szamitas legkiilonboz6ébb 1j agaiban is vezetd szerepet visznek.
Avexirs és FENYO konyviikben megmutatjak,”® hogy ez nem
véletlen, mert a szovjet valoszintiségszamitasi iskola nagyara-
nyu fejlodésének tarsadalmi alapjat a szocialista tarsadalom
konkrét sziikségletei ' alkotjak.

Ugyanakkor, amikor megallapitjuk, hogy a wvalészintiség-
szamitias megalapozasara vonatkozd osszes eddigi kisérletek ko-
ziil a KoLMoGOROFF 4ltal mutatott ut - a legalkalmasabb, hozza
kell tenniink, hogy természetesen a valdszinfiségszamitas alap-
jainak kérdése még tavolrél sinesen lezarva, azonban bizo-
nyosra veheté, hogy a tovabbi kutatisok kiindulépontjat Kor-
MOGOROFF elmélete fogja képezni.

MATEMATHKA B CCCP 3A TPHIAIIATE JET
I. OCHOBEI TEOPHUUM BEPOSITHOCTEIL.

Maremarnueckoe obmecrso um. fI. Bonbam cumraer oxnum
u3 cBoumX Hambosee BaHHX 3ajad NO3HAKOMHTD BEHTEPCKYIO
ny6anky ¢ Benmkumn ycnexamu Coserckofi maremarnku. C sroi
nenblo cnyxur cepud cratbelt ,,Maremaruka B CCCP 3a tpuanars
net", kotopas Gymer onybiukoBana B Brom xkypuazne. Hacroamas
crathd, (ABndI0madcd) mepBOi = crarbelt profi cepuu, 1OC-
Billlena uccregoBaHudM CoBeTCKUX MaTeMATHKOB 00 OCHOBaX
teopuu BepoarHocTell. Crenxyer npogomkenne 910# cratbu o pe-
syabrarax CoBerckux mccrenosareneli B pasniunapHX cuenuarbHEX
obnacriax teopun Bepodraoctedt. B mauane crartbu naéred pemsioe
HACTOpPUH BOLIpPOCA, X H3JI0XKEeHHe KJIaCCHIeCKOro MOHATAS BepodAr-

% Természetesen nem Aallitjuk, hogy ezek a filozéfiai gyokerek az

illets elméletek szerzéinél mindannyiszor tudatosak voltak, bar erre is
van példa: de Finetti példiaul hatirozoitan Hume agnoszticizmusinak ko-
vettiének vallja magat és Hume filozéfidiara alapitia a valésziniiségsza-
mit4dsra vonatkozoé nézeteit, 1. Actualités Scient. et Ind. 739, Paris, Her-
mann, 1938, 6—7 o.

3 id. mii, 54—55. o.
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Hocreil, nanee m3nomena akcumomarnka C. H. Beprmreiina. Cne-
nyetr KpuTHuYeckoe o0CyxjeHue monHtoxk Muceca m ero mocie-
AoBaTesned, KOTOpHEe ompejenuIu BepOATHOCTh Kak Ipe/ieib dgac-
TOTH, M TOKA3aHO HenpaBMbHoCTh dTOro HanpasieHmsl. [locre
Broro maercs mOApOOHOe W3i0KeHHe akcuomarmueckoll teopum
A. H. Koamoroposa, n mnoka3auno, uto cucrema Koamoroposa
Apidercd HauboJee NPOCTHM, eCTeCTBEHHHM H  MOAXOASIIAM
0a3ucoM DOCTpOeHHH TeOopud BepodTHOCTell, BK1Ouad camble
HOBHe pasnens 9droff rteopuu. Hakomen naerca 0630p reopun
BepOSATHOCTEH Kak Teopuu TOITBHHX HOPMAPOBAHAKX Gy neBckux
anrebp, caeayd B. U. [mmsenxo.

20 YEARS OF MATHEMATICS IN THE SOWIET UNION.
1. ON THE FOUNDATIONS OF PROBABILITY THEORY.

The .J. Bolyai Mathematical Society considers as one of
its most important tasks to expose to the Hungarian publie
the most important results of Sowiet mathematicians. The
series of articles, entitled ,30 years of mathematics in the
Sowiet Union* which will be published in this journal, serves
this purpose. The present paper, which is: the first in this
series, deals with the investigations of Sowiet mathematicians
on the foundations of probability theory. It will be followed
by an other paper on the results of Sowiet mathematicians in
the various fields of research of probability theory. In the
present paper a short recapitulation of the history of the
question and of the classical concept of probability is given,
further the axiomatic theory of S. Bernstein is exposed. It
follows a ecritical survey of the attempts of v. Mises and his
followers, who defined probability as the limit of frequency,
and the failure of these attempts is shown. After this a detailed
study of the axiomatic theory of A. Kolmogoroff is given,
and it is shown that this theory serves as the most simple,
natural and apted basis on which the theory of probability.
together with its most recent chapters ecan be built, Finally
the theory of V. Glivenko is discussed, which builds up the
theory of probability as the theory of normed lattices.



