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ilyen szamot taldlhatunk? A tovébbx kérdések mar nem ilyen
slirgBsek, igy azok mdér beleszdmitanak a pontversenybe is.
7. Legyen 2, 2z, z; a komplex szamsik harom pontja. Hol
fekusznek azok a z pontok, amelyekre:
Z—2 | 2—2z
Z—32, 2=z
8. Klszémlthatjuk -e egy tetszﬁleges komplex szdm négyzet-
gyOkét tigy, hogy kozben csak valds szdmokkal végziink alap-

mfiveleteket, vagy gytkvonasokat ? Ha igen, hogyan?
Surényi Jénos.

valés szam ?

Jaték a véletlennel.

A mindennapi életben gyakran h'asznéljuk azt a kifejezést,
hogy ,ez nagyon valdszinfi“, vagy azt, hogy ,ez igen valdszinfitlen“
Beszéllink ,ritka véletlenek“-r6l, gyakran mondjuk valamire, hogy
»ez teljesen a- véletlent6l fiigg®. llyen é5 hasonid kifejezéseket
akkor hasznalunk, ha valamilyen esemény bekdvetkezésére nézve
nem tudunk bizonyosat allitani, tobb lehetdséggel allunk szemben
és a killonbdz6 lehetdségek esélyeit latolgatjuk. llyen — a véletlen
jatékatol fliggé — jelenségekkel talalkozunk minderi szerencse-
jatékban (gondoljunk a Kkartyajatékokra, a kockdzdsra, a legegy-
szerlibb - jatékra: a fej — vagy — f{rasra, vagy - a mostandban
divatos totora). Ilyenekkel szdmolunk a statisztikiban és a: biztosito-
tarsasdgok munkdjaban (sziiletések, haldlozdsok, hdzassdgok, vagy
balesetek szdmidldsandl), szerepiik van a gyaripari tbmegterme-
léeshen (pl. futdészalagon gydrtott tomegcikkek egy kis hanyada
hibas szokott lenni); de ilyen jelenségekkel taldlkozunk a modern
fizika sok teriiletén is (radidaktivitas, gazmolekuldk mozgasa, stb.).
Ezeknél a példaknal is tapasztalhatd, -hogy a véletien jatékatol
fiiggé események, kisérletek is bizonyos egész pontos torvény-
szerfiségeket mutatnak. Ezekkel a tbrvényszewliségekkel foglalkozik
a matematika .egy igen érdekes és fontos aga: a valdszinliség-
szdmitds.

- Hogy lehet ezeket az esetleges jelenségeket megfogni? Kezdjiik
egy egyszerfli példdval, a tdrsasjatékokban oly sokszor hasznalt dobé
kockéaval: szabdlyos kis fakocka, amelynek lapjai rendre egy,
ketts, harom, négy, 6t és hat ponttal vannak megjeldive. Valamikor
ez igen elterjedt szerencsejaték volt. Errdl szdl egy régi torténet :
Egyszer Galiani ndpolyi piispsknél megijelent egy Dbiivész és
bemutatta mutatvanyat: harom kockdt. dobott fel és meglepetve
lattak a néz6k, hogy mind a hdrom kocka a hatos oldalaval feifelé
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esett le. Még jobban csodalkoztak, amikor a bflivész djra, meg tijra
megismételte a mufatvanyt. Amikor 6tddszorre dobott ismét hdrom
hatost, a piispdk felkidltott: ,Ordogbe is, ez boszorkinysag !“
,En inkdbb azt hiszem, — szdlalt meg egy matematikus baratja —
hogy hamisak a kockak“. Megvizsgaltak és valoban a kockanak a
hatossal szemben lévd oldala dlmozva volt. 4

Tényleg, elég hihetetlen, hogy rendes dobdkockdval ilyen
mutatvanyt lehessen produkdlni, mégis, miért lehetett a matematikus
olyan biztos a dolgdban?

- Ha feldobunk egy kockat, semmilyen szaballyal nem szdmithat-
juk ki elGre, melyik lapja fog felfelé mutatni. Ha azonban nagyon
sokszor dobjuk fel, mondjuk pl. 600-szor (prébaljuk ki), akkor
egyik szam sem fog sokkal kevesebbszer, vagy tobbszor latszani a
tobbinél, mindegyik kozel 100-szor fog eldfordulni. Ha meg 6C00
kisérletet végziink, akkor minden szdm koriilbeliil 1000-szer keriil
a kocka felsé oldaldra. Ha a kocka teljesen szabdlyos, akkor nem
is lehet masképp, hisz az egyes lapok kozt semmi kiilonbség sincs,
a szamokat akar Ossze is cserélhetnénk az egyes oldalakon, észre
sem lehetne venni, hogy valami valtoz4s tortént. Ha tehat nagyon sok -
kisérletet végezve felting az eltérés valamelyik szadm el6fordulasanal,
akkor csak nézziik meg jol a kockat, mert valami egyenetlenség lesz
benne és nem az orddg jatszik veliink. Szabdlyos kocka esetén
egyik oldalnak sem. lehet semmi oka, hogy gyakrabban forduljon
el a tobbinél. Elég nagyszdmu dobdsndl tehat egy oldal, pl. az
1-essel jelolt, — az eseteknek mindig kb. Ys-részében mutatkozik.
Ezt a szdmot az l-es eldforduldsa gyakorisdgénak nevezziik. Alta-
ldban egy esemény gyakorisagat ligy szdamitjuk ki, hogy az osszes
végzett kisérletek szdmaval elosztjuk azoknak a szamadt, amelyekben
a kérdéses esemény. bekdvetkezett.

A fenti 1/6 értékhez azonban nem is kisérletek itjdn jutottunk
el, hanem belattuk, hogy a hat lehetséges esemény (t. i. hogy a
kocka 1-et, 2-6t, 3-at, 4-et, 5-0t, vagy 6-ot mutat) egyforman
lehetséges, egyik sincs kitlintetve a masikkal szemben. Az ilyen
eseményeket egyformdn valoszininek fogjuk nevezni. Az 1/6 elmé-
letileg szamitott €rték tehat pontosabban szélva, a varhatd gya-
korisag. , ‘ ’

Biivésziink harom kockaval dobott. Itt mar sok Iényegesen
kiilonbdz6 lehetdséggel kell szamolnunk, mint példaul, ha az egyik
kocka 3-at, a mdsik 4-et, a harmadik 6-ot mutat, vagy ha a
mutatott szamok 1, 1 és 6, stb. Nem nehéz dsszeszamolni, hogy
a lehet6ségségek szadma 56. Ezek koziil azonban a kiilénbozd
ehetdségek varhatd gyakorisidga nem egyforma. Latni fogjuk, hogy
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a hdrom hatos dobasdnak varhatdo gyakorisdga csak 1/216,
vagyis kevesebb, mint egy fél szdzalék. Az, hogy egy esemény,
amely altaldban 216 eset koziil egyszer fordul csak el§, 5 esetben
egymasutdn bekovetkezzék, valoban rendkivil - val6szintitlen, mar
szinte lehetetlen. Minden bizonnyal valami csalafintasag kellett,
hogy legyen a kocka elkészitésénél, vagy a kiilonboz8 lapok nem
voltak egyforman valoszinfiek, pl. nem egynemii a kocka anyaga
(mint az emlitett torténetben), vagy arra az egyszeriibb — bar
konnyen leleplezhetd — csaldsra is gondolhatnank, hogy az egyes
kockdkon nem egy, hanem tobb hatos jelzésil lap van. Tegyiik fel
példaul, hogy egy egyébként szabalyos. kocka 4 lapja van hatossal
jelezve, a fennmaradd 2 lap pl. 1-essel és 2-essel. Ebben az esetben
a hatos dobds vdrhatd gyakorisdga nyilvan 4/6—2/3, mivel feltettiik,
hogy a kocka mads szempontbdl szabalyos s igy az egyes lapok
varhatdo gyakorisaga egyenl6, a hat egyforman lehetséges esetbol
pedig négy esetben kapunk 6-ost. ,

Ha egy esemény varhaté gyakorisdga nagy, kozel van
1-hez, akkor konnyebben elképzelhet, hogy az esemény mindjart
elsé kisérletre, vagy esetleg tobbszor egymdsutan is, bekovetkezzék.
A varhato gyakorisag tehat alkalmas mértéke annak, hogy egy esemény
mennyire valdszinfi, Ezért egy esemény valosziniiségén annak v.ir-
haté gyakorisdgdt értjiik, tehat a gyakorisagnak ezt az elméletileg
szamitott értékét, Ezt a kis megkillonboztetést azért tessziik, mert
a gyakorlatban aprobb egyenetlenségek taldlhatok példaul a leg--
gondosabban készitett dobokockan is, de ha elég kicsinyek ezek a
szabalytalansagok, akkor nem befolyasoljak lényegesen a gyakori-
sagot. A legegyszerlibb esetekben, amilyen a dobd kockaé is, ha
a kisérlet kiilonbozé lehetséges eredményei egyenlBen valdszinfiek,
csak azt kell megvizsgalni, hogy a kiilonboz6 lehetséges és egyenlden
valoszinii esetek koziil a vart esemény hany esetben valdosul meg
¢s ezt a szamot el kell osztani az Osszes lehetséges esetek szd-
maval, igy kapjuk a valoszinliséget. Abban a specidlis esetben .
tehdt, ha a kisérlet kimenetele egyforman valoszin(i eshetdségekre
bomlik, a valdszinfiséget ezen .a kdzismert modon szdmithatjuk :
a kedvezd esetek szamat elosztjuk az Osszes lehetséges (egyforman
valoszinfi) esetek szamaval. Hogy miért hangsilyozzuk ennyire,
" hogy ez csak egyforman valdszinli esetekre érvényes, azt el6bbi
hamis kockdnkon azonnal lathatjuk. Ott kiilsnboz8 lehetSség csak
3 van: hogy a kocka 1-est, 2-est, vagy 6-ost mutasson. Annak,
hogy 6-ost dobjunk, mégsem az igy hibdsan szdmithat6é 1/3, hanem
a dupldja a valdszinfisége, mert egyforman valdszin(i lehetdség
6 van és ezek koziill 4 a kedvezdek szama.
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- A hérom kockanal igy latszik, a szdmbavett 56 eset szintén
nem egyforméan valészinfi. Miért? Vizsgaljuk el6bb azt az esetet,
mikor két kockaval dobunk. A lehetséges kiilonbozé esetek a
kovetkezdk :

I,1 2,2 3,3 44 55 66
1,2 2,3 3,4 45 56

1,3 2,4 3,5 4,6

1,4 2,5 3,6

L,5 2,6

1, 6

»

tehat Gsszesen 21 eset van, Mégis példaul két 6-os, vagy l-es
és 2-es dobasanak valdszintisége nem 1/21, mert igaz, hogy a kockdk
egyforman feketék szoktak lenni, fehér pontokkai s ilyenkor nem
is tudjuk feldobas utdn, melyik kocka voit az ,egyik“, melyik a
.masik, a kisérlet esélyein azonban nyilvan nem valtoztat semmit,
ha az egyik kockat piros szinnel atfestjiilk. De akkor a két kocka
mar megkiilonboztethetd és igy vildgos, hogy két kiilonbozé egy-
forman valdszini eset az, amikor a fekete kocka 1-est, a piros
2-est mutat, vagy amikor a fekete mutat 2-est és a piros kocka 1-est.
Mivel a fekete kocka 6 Kiilonbdzd szamot mutathat és akarmit is
mutat, attol fiiggetleniil a piros kocka 6 kiilonb0dz4 oldala nézhet
felfelé, igy az egyformén valoszinfi esetek szdma Osszesen 6.6—=36.
Ahhoz, hogy két 6-ost dobjunk; ezek koziil csak egy eset kedvezd;
tehat 1/36 ennek a valészinfisége. Arra viszont, hogy I-est és 2-est
dobjunk, 2 eset kedvezd, tehat ennek a valoszinfisége: 2/36=1/18.
Ha végiil hiarom kockaval dobunk, a lehetséges és egyformén valo-
szinfi esetek szdma megint meghatszorozédik, hiszen az elsé két
kocka akdrmit is mutat, a harmadik kockdn ettdl fiiggetleniil a hat
szam barmelyike mutatkozhat. Harom kockaval tehat a lehetséges
és egyforman valészinfi dobdsok szdma 6.36=216 és harom
hatos dobdsdnak valoszinfisége 1/216. '

A kedvezd és a lehetséges esetek Osszeszamlalasandl sok
tévedés lehetséges. Még egy példat mutatunk. Mi annak a vald-
szinfisége, hogy két kockaval dobva, legaldbb egy 1-est dobunk ?
A lehetséges esetek szdma 36, Kedvezé esetek, ha a fekete kockén
l1-es all, a piros ekkor a 6 szim barmelyikét mutathatja. Ugyanigy
barmit mutathat a fekete kocka, ha'a piroson dll 1-es. Ez 6—6
kedvez§ eset, mégis hibas volna Osszesen 12-nek szdmotlni. Csak
11 kedvezd eset van, mert kétszer szamoltuk azt a lehetGséget,
hogy ha mindkét kocka 1-est mutat, ez pedig csak egy eshetOség.
igy a kérdezett val6szinfiség 11/36 (< 12/36—=1/3). — A hiba
onnan eredt, hogy a kedvezd eseteket két részben szamoltuk dssze,
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a kéttéle lehetdségek azonban nem zéartak ki egymast. Erre a hiba-
lehet8ségre is vigydzva, azt mondhatjuk :

— Ha egy kisérleinek N kiilonboz0 kimenetele lehef, ezek
pdronként kizdrjdk egymdst és egyeniden valdsziniek és valamely
esemény bekivetkezésére az emliitelt N -eset kdziil K szdmu kedvez?d,
akkor az esemény valdszinisége v= K/N. Az igy szamitott valo-
szinliség mindig O és 1 kozé esé szdm.!)

Ezt a szabdlyt hasznaltuk eddigi példainkban, de ehhez nem
kellett mast tudnunk, minthogy a dobdkocka minden oldaldnak a
valoszinfisége egyforman 1/6. Hogy kovetkeztettiink ezekbdl az
bsszetettebb esetekre ? Konnyfi latni, ha kicsit valtoztatunk ~meg-
gondolasunkon: Mi a valdszinGsége, hogy két 6-ost dobunk?
A fekete kockanak 6-ost kell mutatnia. Ez a 36 lehet6ség 1/6-4ban,
6-ban teljesiil. Ezek kozott is csak azok kedvezdek, amelyekné! a
piros kockan is 6-os latszik. Mivel a fekete kocka allasatol fiigget-
len, hogy a piros mit mutat, két 6-os ezen eseteknek is csak
1/6-aban (1 esetben) vérhatd. Igy a két 6-os dobds varhat6 gyakori-
sdga, vagyis valdszinfisége 1/6.1/6 = 1/36. Tehat Osszeszoroztuk
annak a valGszinliségét, hogy a fekete, meg azét, hogy a piros
kocka 6-ost mutasson. '

Nézziik meg annak a valészinfiségét is djra, hogy egy l-est
és egy 2-est dobunk. Annak, hogy két kockdval dobva egy 1-es
latsszék, 11/36 a val6szinfisége, mint littuk. Ugyanennyi kell
legyen a 2-es_ elforduldsdnak valészinfisége is. Az I-es és 2-es
egyiittes el6forduldsanak valdszintiségétil mégis 1/18-at taldltunk
és nem 11/36.11/36 = 121/1296-ot. Nem is véirhaté, hogy az
utébbi eredmény helyes legyen, hisz csak meggondolds nélkill
prébéltuk rdhdzni a problémat az el6z6 feladat kaptafdjdra. Az el6zé
meggondolasnak azonban lényeges pontja volt, hogy ha az elsé
kockdn mar tudjuk, hogy 6-os latszik, a masodikon tovdbbra is
-egyformdn lehet barmelyik szam 1-t6l 6-ig. Itt azonban lényegesen
valtoztat a helyzeten, ha tudjuk, hogy valamelyik kocka 1-est
mutat. Ekkor mar csak a kovetkez§ esetek lehetségesek : mindkét
kockdn I-es van, a feketén l-es, a piroson 2, 3, 4, 5, vagy 6-o0s,
vagy a piroson 1-es és a feketén 2, 3, _4, 5, vagy 6-o0s. Ez Osszesen
11 eset és ezek koziil kettGben latszik egy 2-es is. Ha tehat tudjuk
mdr, hogy az egyik kockdn I-es 4ll, akkor annak a valészinfisége,
hogy a mésikon viszont 2-es &lljon, 2/11 lesz. gy az, hogy 1-est

1y 0 azt jelenti, hogy az esemény lehetetlen, 1 azt, hogy bizonyosan,
minden esetben be fog k&vetkezni. Szoktdk Yo-ban is kifejezni a valdszind-
séget, az nyilvan a fenti valdszinfiség 100-szorosa. A lehetetlenséget akkor
is O jelzi, a bizonyossdg meg a ,100%0-0s valésziniiség.
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és 2-est dobunk, a kisérletek 11/36.2/11 = 1/18-részében varhato,
amint ezt mar mas uton is belattuk. '

Itt tehat egy ¢j lehetéség mertilt fel: ha két eseményt figye-
link meg egyidejlileg és tudjuk, hogy az egyik bekdvetkezett mar,
akkor lehet, hogy mds a valoszinfisége a mdsodik bekovetkezésének,
mint amilyen valdszinfiséggel varhatjuk a masodik esemény bekdvet-
kezését, mig az els6 eseményrél nem tudunk semmit, Annak a
valoszinliségét, hogy egy B esemény bekovetkezzék (utolsé pél-
dankban, hogy valamelyik kocka 2-est mutasson), ha mar tudjuk,
hogy egy A esemény bekdvetkezett (esetiinkben valamelyik kocka
1-est mutatott), a B esemény feltété[es valdsziniiségének nevezziik
azzal a feltétellel, hogy A mdar bekovetkezett, vagy rovidebben
B-nek A-ra vonatkoztatott feltételes valdszinfiségének. Jeldlni igy
fogjuk v, (B), mig az egyszerii valoszinliséget v(B)-vel.?)

' Ha két kockaval dobtunk és azt néztiik, mi a valdszinfisége,.
"hogy a piros kockén 6-os legyen, 1/6 volt mindenképpen, fiigget-

leniil attdl, hogy tudtuk-e, vagy sem, hogy a fekete kocka mit

mutat. Ellenben, ha tudtuk, hogy az egyik dobott szdm 1-es,
- ett6l mar igenis fliggttt, hogy mi annak a valosziniisége, hogy

a mésik szdm 2-es legyen. : '

Elsé esetben, ha egy B esemény valdszinfisége egyenld az
A-ra vonatkoztatott feltételes valOszinfiségével, azt mondjuk, hogy
‘a B esemény fiiggetlen az A eseményt6l. -

Ismét nézziik meg, hogy szamithatjuk ki a feltételes valo-
szinfiséget. Az egyszerli valoszinfiségnél az Osszes lehetséges esetek
koziil kellett kikeresni azokat, amikben B bekovetkezik (azt a
6 esetet, amiben a piros kocka 6-ost mutat, illetve azt a !1-et,
amelyikben valamelyik kockan a 2-es latszik). A feltételes valo-
szinliségnél viszont az Osszes esetek koziil el6szor is ki kell keres-
niink azokat, amikben A bekévetkezik, csak ezek a lehetséges
esetek (példdinkban az a 6 eset, amikor a fekete kocka 6-ost
mutat, illetbleg az a 11 eset, amelyikben 1-es lathatd). Ezek koziil
meg kell- szdmldlni, hogy melyekben kovetkezik be B is (egyben
mutat a piros kocka is 6-ost, illetve két esetben 2-es a masik
kockan latszé szam). Ez a kedvezd esetek szdma, ezt kell osztani
az el6bbi szammal, mint lehetséges esetekével.

Ha igy kivdlogatunk egy részcsoportot a lehetséges esetek
koziil, akkor persze csak ritka véletlen, ha ezek kdzt is ugyanolyan

?) Szok4s néha az uidbbit: a ,priori“ valdsziniiségnek, a feltételes
valoszinliséget pedig ,a posteriori-nak“ nevezni, '
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aranyban kovetkezik be B, mint az Osszes lehetGségek kozt. Ez
jelenti a fliggetlen eseményeket. Konny(i azonban latni, hogy két,
A és B esemény egyidejli bekovetkezésének valdszinliségét kisza-
mithatjuk gy, hogy az A esemény bekovetkezésének valdszinlisé-
gét megszorozzuk a B eseménynek A-ra vonatkoztatott feltételes
valdszinfiségével. Az egyiittes valdszinfiséget v(A & B)-vel jeldlve :

v(A&B)=v(A).v,(B). oD

Legyen a kisérletek lehetséges kimeneteleinek szdma N, ahol
ezek az esetek egyformdn valdszinfiek és kizarjak egymast. Ezek
koziil K szamiiban kovetkezzék be az A esemény és a K eset koziil
k szamiiban a B is. Ekkor nyilvan v (A & B) =k/N, v (A) = K/N
és v, (B)y=4k/K. Igy a v(A). v, (B) szorzatban K-val egyszer{isitve,
valéban megkapjuk v (4 & B)-t.

Feltéve, hogy A valdszinlisége nem 0, mdsszoval A nem lehe-
tetlen,®) (1)-et a kovetkezé alakban is felirhatjuk:

v (A&B)
V@) (2),

vagyis ha ismerjiik az A& B, meg az A esemény valdsziniiségét,
abbol kiszamithatjuk B-nek A-ra vonatkoztatott feltételes valészini-
ségét gy, hogy A & B egyiittes teljesiilésének valdszinfiségét eloszt-
juk A valdszinfiségével. Az altaldnos esetben, amikor nem lehet
olyan kdnnyen 8sszeszdmolni a lehetséges és kedvezd eseteket, a
(2) képlet szolgal a feltételes valdszinfiség meghatdrozdsdul, akkor
perszea szorzas tétel, vagyis (1) v (A)-val vald beszorzdssal kdvet-
kezik. Fiiggetlennek akkkor neveztiik a B eseményt az A-t6l, ha
v, (B)=v (B). Ebben az esetben

v (A&B)==v (A). v (B). ‘(1')

Ebbdl kdnnyen kovetkezik, hogy ha B fiiggetlen A-t6l, akkor meg-
forditva A is fiiggetlen B-t6l. Tegyiik fel ugyanis, hogy B fiiggetien
A-td] és szamitsuk ki A-nak B-re vonatkoztatott feltételes valoszinii-
ségét. A (2) képletben A és B szerepét felcserélve (1°) alapjan azt
kapjuk, hogy '

Vs (B)=

O st U7 S )

tehat A is fliggetlen B-1l.

3) Amely esetben természetesen az is lehetetlen, hogy A és B egyiitt
bekdvetkezzék, hogy egy tréfas hasonlatot mondjak: ha lehetetlen, hogy egy
kutya emberi nyelven beszéljen, akkor az is lehetetlen, hogy egy kutya
spanyolul beszéijen.
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Hogy alakulnak az eredményeink, ha nem két, hanem tdbb
esemény egyidejli bekdvetkezését vizsgaljuk ? Induljunk ki ismét
egy példabol. Egy urndban 20 egyforma golyé van, ezek koziil
12 piros és 8 kék. Haromszor egymasutadn hiizunk egy-egy golyot,
mi annak a valdsziniisége, hogy mind a hiromszor piros golydt
hiztunk ? Kétiéleképpen végezhetjitk a kisérleteket. Vagy minden
hizds utan visszadobjuk a kihiizott golyét — és az urnat jol meg-
razzuk, hogy a golydk elkever6djenek, — vagy nem tessziik vissza
a golyokat. Ez persze lényeges kiilonbséget jelent. Ha a kihnzott
golyot visszadobjuk, akkor az egyes hiizdsok egymdstol fiiggetlenek,
mésodik és harmadik alkalommal ugyanaz a valGszinfisége annak,
hogy piros goly6t hizzunk, mint elsé alkalommal, mégpedig a
kedvezb esetek szdma, osztva a lehetséges esetek szdmaval, tehat
12/20 = 3/5. Annak a valdszinfisége tehat, hogy el8szdr is, masod-
szor is piros golyot hizzunk, 3/5.3/5=9/25; annak a valészinfi-
ségét pedig, hogy harmadszorra is piros golyét hiizzunk, gy
kapjuk meg, hogy még egyszer megszorozzuk az eredményt 3/5-del,
tehat a keresett valdszinfiség 27/125, valamivel tobb, mint 1/5.
Ha viszont a kihizott goly6t nem dobjuk vissza és elBszor piros
golydt haztunk, akkor az urndban csak 11 piros és 8 kék goly6
maradt, 8sszesen 19; tehat annak a valdszinfisége, hogy mdsod-
szorra piros goly6t hdzunk, 11/19, a két hizds eredménye nem
fiiggetlen. Annak a val6szintisége, hogy az elsé hiizasra is, a
masodikra is piros golyét hizzunk, (1) szerint 3/5.11/19 = 33/95.
Ha az elsé két huzasndl piros goly6t huztunk, akkor most mar
csak 18 goly6é maradt az urniban. Ezek kézill csak 10 piros van,
tehat annak a valGszinfisége, hogy harmadszorra piros golyét
hiizzunk, ez esetben csak 10/18 =5/9 lesz s igy megint alkalmaava
két esemény egytittes bekdvetkezésére vonatkozd képletiinket, annak
a valoszinfisége, hogy elsé kétszer is, harmadszor is piros golydt
hizzunk: 33/95.5/9=11/57, tehat kevesebb, mint 1/5. Termé-
szetes is, hogy utdbbi esetbeit kisebb annak a valdszin{isége, hogy
hdromszor egymasutdn piros goly6t hiizzunk, hiszen, ha a kihizott
golyot nem tessziik vissza, minden piros golyd kihtizasdval csokken
az urnaban a piros golyék szdménak arinya a kék golyokéhoz.
Ha viszont el8szorre kék goly6t hiizunk és nem dobjuk vissza,
ez a masodik huzdsnal javitja a piros golyd hizdsdnak esélyeit.
A masodik feladatban harom esemény egyiittes teljestilésének
valoszinliségét (gy szamitottuk ki, hogy az els6 esemény valo-
szinfiségét megszoroztuk a masodik esemény elsGre vonatkozo relativ
valészinliségével és ezt a harmadik esemény feitételes valdszindi-
ségével azon feltétel mellett, hogy az elsé is, meg a mdsodik is
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mar bekdvetkezett. Ezt tettiik az elsé feladatnal is, csak ott ez a
harom valdszinliség megegyezett. Jeldljiik A, B, C-vel a hdrom
eseményt, v (A & B & C)-vel egyiittes bekovetkezésiik valdszinliségét
és v, (C)-vel C feltételes valdosziniiségét, feltéve, hogy mar tudjuk,
hogy A és B is bekovetkezett. Akkor igy szdmoltunk:
V(A&B&C)=v(A).v,(B). vy (C). (4)

Es valoban v(4 &B&C) jelentése alapjan, ha (1)-et felhasz-

naljuk, azt nyerjiik, hogy : |
V(A&B&C)=Vv[(A&B)&C]=
—v(A&B) .V, (C) =V (A) . v,(B). vis (C).

Ezek utdn mar konny(i felirni és bebizonyitani a megfeleld
szabalyt, négy, Ot, vagy tobb esemény egyiittes teljesiilésének
valoszinfliségére. ' _ :

Harom esemény k&zt mar nagyon valtozatos fiiggetlenségi
kapcsolatok lehetségesek : barmely kett6 fiiggetlen lehet egymastol
és barmelyik fiiggetlen lehet a masik kettétdl. Csak akkor mondjuk,
hogy a hirom esemény egymastol fiiggetlen, ha ez mind egyidejiileg
teljesiil vagyis fenndll a kdvetkezd kilenc 6sszefliggés :

v, (B)=v{(B) vz (A) =v(A) v, (C)=v(C)

(B fiiggetlen A-t0l) (A fliggetlen B-t6l)  (C fiiggetlen A és B-tGl)
v, (C)=v(C) ve(A) = v(4) Ve (B)=v (B)

(C fiiggetien A-tol) (A fuggetien C-t8l) (B fiiggetlen A és C-tl)
vz (C) =v(C) ve(B)=v(B) Vg (A) =V (A)

(C fiiggetlen B-t6l) (B fiiggetlen C-t6l) (A fiiggetlen B és C-t8l).

Mar lattuk az el6bb, hogy ha A fiiggetien B-t8l, akkor B is
A-t6l, tehat az els6 két oszlopban egymas mellé irt dsszefiiggések
koziil, ha az egyik teljesill, akkor a masik is teljestil. Konnyfi
belatni, hogy ha az elsé két oszlopban irt Osszefiiggések fenn-
allnak, akkor elég az utolsdban Aall6 harom Osszefiiggés koziil
egyr6l tudni, hogy teljestil, abbol a masik kettd mar kovetkezik.
Tegyiik fel példdul, hogy vs; (4) =v(4), (2)-t alkalmazva a B&C
és A eseményekre:

| _ v(A&B&QC)
Vee () =——1B&0)
Mivel feltettiik, hogy B és C fiiggetlenek egymaistél, (1) szerint:
' v(A&B&C)

V(B&C)=v(B).v(C), tehdt vy (4)= 2 (B) v(C)
Feltettiik tovabba, hogy A fiiggetlen B és C-t6l, vagyis,
hogy vsc(A)=v(A), igy az el6bbi képletbé] kovetkezik, hogy
V(A&B&C)=v(A).v(B).v(C) (5)

7
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Tehat ha harom esemény fliggetlen, akkor a harom esemény
egyiittes teljesiilésének valészinfisége egyenld a hirom valoszinfiség
szorzataval. Ehhez nem is hasznaltuk fel az Osszes Osszefiiggéseket,
minddssze annyit, hogy koziilitk ketté (B és C) fiiggétlen, a harmadik
pedig (A) fiiggetlen ezek egyiittes bekdvetkezésétsl. Viszont a most
kapott képletb6l kvetkezik madr, hogy B is fiiggetlen A & C-t6l, ha
A ¢és C fiiggetlen. Ugyanis ez esetben

v(AGB&C) . v(A&B&C)

Ve B =& T V@0
v A).vB).v(C) .
= @ag Ve

Ugyanigy lathatjuk be, hogy C is fiiggetlen A & B-t8l, ha
még A és B is fliggetlen. Ezzel szemben, ha csak azt tudjuk, hogy
harom esemény paronkint fliggetlen, abb6l még nem kovetkezik,
hogy barmelyik is fiiggetlen volna a masik kett6t6l. (Miért? Ennek
a kérdésnek a megoldasat, mint feladatot, tfizziik ki.) ‘

. Még csak az elején vagyunk a val6szinfiségszamitisnak, de
mdr ezzel a tuddssal is sok feladatot meg lehet oldani; alabb
néhany ilyen feladatot kdzliink, Legkozelebbi szamunkban folytatjuk,
addig is ajanljuk az olvasoknak, hogy a feladatokon gyakoroljak
¢€s igyekezzenek megszokni az ij fogalmakat.

‘ Feladatok: 1. Mi a valdsziniisége, hogy ha két kockaval
- dobunk, a kockdkon lathaté két szam tsszege 10 legyen?

2. Ha az urndban 8 piros és 6 kék goly6, egy masik urni-

ban pedig 15 piros és 10 kék golyé van és mind a két urnabél
hizunk egy-egy golydt, mi a valbszinfisége, hogy a két golyé

megegyez6 szinfi lesz ? :
3. Ha egy 52 lapos kértyacsomagba 2 jokert- (egy tréfas

figurat mutaté kdrtyalap, amely a jatékban minden lapot helyette-

sithet) keveriink, az elss jatékosnak kiosztunk 5 lapot és tudjuk,

hogy az 5.1ap kbziil az egyik joker, mi a val6szinfisége, hogy a_

masodik jatékos, akinek szintén 5 lapot osztunk ki, megkapja a
- masik jokert ? 7 | .

4. Ha egy urndban 15 fehér és 8 piros goly6 van, hiromszos
egymasutan hiizunk egy goly6t és a kihdzott golyot minden alka- -
lommal visszadobjuk, mi a val6szintisége, hogy a hdrom kihrizott
golyo kozill legfeljebb két golyo legyen fehér ? -

9. Mutassuk meg, hogy megadhaté hirom olyan esemény,
amelyek paronkint fiiggetlenek egymdéstol (A fliggetien B-tél,
A fiiggetlen C-t6l, B fiiggetien C-18l), de egyik sem fiiggetlen a
masik kett6tol.
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6. Egy urnaban 5 piros és 3 fehér golyé van. A golyGkat
egymasutdn kihdzzuk az urndbdl: mi a valoszinfisége annak, hogy a
hizdsok koziil legalabb az egyik utdn a kihvizott golyok kozoit

ugyanannyi lesz a piros golydk szdma, mint a fehéreké ?
Rényi Alfréd.

Megoldasok.
Beszamolé a Bolyai Janos tanuloversenyrél.

Hirt adtunk Bolyai Janos matematikai tanuloverseny lefolysa-
10l és nyerteseird]l. Az aldbbiakban ismertetjiik a versenyre beérkezett
dolgozatokat és olvasdink megoldasait.

A nyertes dolgozatokbdl atvett megoldasokat szészerint kozol-
jiik, a szerkeszt0 szovegkiegeszitéseit [ ]-zarojelbe tessziik.

1. Mutassuk meg, hogy ha n pdraflan szdm, akkor
46" 4-296. 13"

oszthaté 1947-tel! :
L. Megoldas: [n=2k+41(k=0, 1, 2,...) alakban irhato,
mivel paratlan szdm.] ,
46%+1 4206 . 13%*1—46.46% 13848, 13% =
—2(23.2116%+ 1924 . 169*) = 2 {23.. 2116 4 (1947 —23) . 169*} =
=2 {1947 . 169 4 23 (2116* — 169%) }.

2116 — 169 =1947, tehit 2116* — 169* =
[(2116— 169) (2116 +2116"2,1694...4-2116. 169 - 169 ) | —
== 1947 q _
€s 1947 . 169* 4 23 (21 16* — 169*) — 1947 Q,
ahol q és Q egész szam. : (3 pont.)
- . Pollak Gyorgy versenynyertes dolgozatabol.
Megoldatta: Fiilop M, ‘Toth T. versenydolgozata tovdbba
Kocsis K., Parkany M., Tamas H.
Megjegyzés: A megoldas 1ényegébena46""+1+296 13%4 =
=— 46 . 46% 4206 . 13 . 13% = 46 (46* — 13%) +- (46+296 13) . 13*
étalakltast hasznaija.
1l. Megoldas: 462"“—}-296 13%+1 = {462“‘+(296 13)%+1} —
132%+1 (2962L 1).
Az elsé tag oszthatod 46+296 13=2. 1947- tel, 296%* — 1
pedig (296-+1) (296 —1) =9.33.59. 5——1947 45- tel tehat az

egész kifejezés oszthatd 1947-tel.
Kis hibdval megoldo‘ta Kantor K., Gaal E. versenydalgozata



