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13. Jeldljik az 1-t81 kiilonbozd n-edik egységgydkoket

ed @ erD-gyel. Szadmitsuk ki az
(D —1) (0 —1).. . (s —1)
szorzata értékét (a 41 csiicsbol hizhaté atlok és oldalak szorzatat).
Fenyd

14, Héany 24-edik primitiv egységgydk van ? Jellemezziik geo-
metriailag a 24-edik egységgyokok dbrazoldsakor keletkezd szabdlyos
24-sz8g azon csticsait, melyek primitiv egységgyokdt abrazolnak.

15, Legyen n adott egész szam és legyen & egy primitiv
n-edik egységgytk, (tehdt melynek n-edik hatvanya 1 és melynek
hatydnyai kozt az Osszes n-edik egységgyok eléfordul). Jellemezziik
azokat a k& hatvanykitevOket, amik mellett & szintén primitiv n-edik
egységgyok.

Vizsgiljuk meg a w =1 ‘;;i
pontokbol :

16. Mi lesz ebben a leképezésben a valdés tengely képe?

Van-e valami egyszerli kapcsolat két olyan pont képe kozt,
melyek az egységkorre vonatkozé inverziondl egymasba mennek at?

17. Mi lesz az egységkor képe, mi a vele koncentrikus
koroke ?

Hol fekiisznek azon pontok képei, melyek a valos tengely
folotti félsikban vannak. (Melyekre 3 (2) >0)?

leképezést a kovetkezd szem-

Jaték a véletlennel 1L

A nagy szdmok tdrvénye.

Az elsG részben mar megismerkedtiink a valdszinfiségszamitas
néhdny alapfogalmdval, kdzben egy sereg példit vizsgaltunk meg,
a killsnbdz6 fogalmakat mas-mds példikon mutatiuk be. A tovabbiak-
ban vizsgalataink korét leszlikitjiik, és szinje kizarolag csak a leg-
egyszerlibb példdval, a fej-vagy-irds jatékkal fogunk foglalkozni,
azért, hogy ezen az egyszerfi példan elmélyithessiik ismereteinket
és megismerkedhessiink a valészinfiségszamitas egyik legfontosabb
tételével, amely a nagy szdmok torvénye néven ismeretes. Ez a tétel
a valoszinliségszamitds egy fontos fogalmadval, a ,valészinfi érték“
fogalmaval fiigg Ossze.

Induljunk ki egy egyszer(i példdbdl. Egy id6ben divatos volt
- az ,itt a piros, hol a piros“ jaték, amelynek segitségével ligyes
csirkefogdk sok egyiigyi embert fosztottak ki. A jték a kovetkezd-
képpen folyt: a ,bankar“ feliitttte satorfajat valamely sétatéren,
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harom teljesen egyforma tenyérnagysdgu koralakil lemezt vett eld,
amelyeknek egyik oldala egyforma volt, mig a hirom kozill az
egyiknek a hatoldala pirosra volt festve. Aki részt akart venni a
jatékban (nevezziik ,az dldozat®-nak), elére lefizetett 2 pengét.
A bankdr egyenkint megmutatta neki a harom korlemezt, majd
nagy keziigyességgel, ,itt a piros, hol a piros® kialtasok kozben,
szeditd gyorsasdggal kevergette, rakosgatta a hdrom lapot (persze,
az egyforma oldalukkal felfelé). Végiil, koriilbelill félpercnyi rakos-
gatds utan, az aldozatnak ki kellett taldlni, hogy a hdrom lemez
koziil melyiknek a héatoldala piros. Ha kitalalta, 5 pengdt kapott,
mig ha nem, elvesziefte a befizetett 2 pengdjét. A bankar ezen a
jatekon (ha kozben a renddrség le nem fiilelte), néhdny dra alatt
tobbszdz pengét is keresett. Vizsgaljuk meg, mi ennek az oka?
Ha a bankar ligyesen dolgozik, nem lehet szemmel kdvetni, hogy
hova keriil a piros hétoldald lemez és igy az aldozat talilgatdsa
teljesen a véletlenre van utalva. Igy tehdt 1/3-nak vehetjitk annak
a valdszinfiségét, hogy a harom lemez koziil eltaldlja-a pirost.
Vagyis 1/3 a valoszinfisége, hogy nyer, amely esetben 5 pengdt
kap vissza, tehdt 3 peng6t nyer tisztdn. Ha tehdt harmincszor
jatszik valaki, az eseteknek koriilbelill az egyharmaddban, tehat
koriilbelill tizszer fogja a pirost eltaldlni. Tegyiik fel, hogy a
harminc kozlll pontosan tizszer taldlja el a pirost, akkor 30 pengét
nyer ezen a tiz jatszmédn, de a masik hiszon 40 pengdt veszit,
tehat dsszesen 10 pengdt, vagyis jitszmanként 1/3 pengdt veszit.
Mondhatjuk tehdt, hogy varhatd vesztesége jitszmanként 1/3
pengd. amit agy fejezhetiink ki, hogy vérhat6 ,nyereséges —1/3
pengd, Részletesen kiirva szdmitdsunkat, a vdrhaté atlagos ,nye-
reség“ .
10.3—20.2 1 2
35 ———3—.3—-—§.2_~—1/3.

(Hozza kell még tenniink, hogy az ,itt a piros, hol a piros®
jaték ,szakértGi* bizonyos pszichologiai triikkokkel is dolgoztak,
a nez6 figyelmét ligyes fogdsokkal helytelen irdnyba terelték és
ezzel nyerési esélyét még csOkkentették, persze ez mar egyénileg
valtozé tényez0, amit szdmszerlien nehéz figyelembe venni.)

Altaldban is hasonl6an szamithatjuk ki egy nyeremény ,var-
hato €rtékét“: ha egy jaték lehetséges kimenetelei rendre A, B, C...,
ezek valOszinliségei p,q,r... &s az ezekhez fiz6dé ,nyeremények®
értéke @, b,¢,... (ahol a negativ nyeremény veszteséget jelent),
akkor a nyeremény varhatd értéke:

m=pa+tqgbtret... . (1
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A ,véarhaté érték* fogalmit nemcsak szerencsejatékokndl
alkalmazhatjuk, hanem minden olyan jelenségnél, ahol valamely
mennyiség értékének ingadozdsa a véletlen jatékatdl fiigg, vagy &
matematika nyelvére forditva, ha valamely a véletlen jatékatol fliggd
esemény minden lehetséges kimeneteléhez egy szam van rendelve,

A kovetkezOkben egy olyan valtozé mennyiséget, amelynek
értéke a véletlen jatékatdl figg, rdviden valdsziniségi vdlfozonak
fogunk nevezni, Ha azt mondjuk, hogy x valdszinfiségi véltozd, ez
tehdt azt jelenti, hogy x felveheti az értékeknek egy bizonyos
sorozatit és csak annyit tudunk, hogy melyik értéket milyen valo-
szinfiséggel veszi fel. Hogy egy példit mondjunk, ha két kockaval
dobunk és x jelenti a két kockdn mutatkozé szamok Osszegét,
akkor x valdsziniiségi valtozo, amely felveheti a 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9, 10, 11, 12 értékeket, rendre 1/36, 2/36, 3/36, 4/36, 5/36,
6/36, 5/36, 4/36, 3/36, 2/36 és 1/36 valdsziniiséggel. Egy x valo-
'szinfiségi valtozd vérhato é€rtékét a rovidség kedvéért m(x)-szel
fogjuk jelolni. Példaul a fenti esetben

1 2 3 4 5 6 5

4 3 2 1 ,
+9'3_6+10'§B+“'§5+]2'3_6—7' (2)
Bizonyos esetekben olyan valdszinfiségi valtozokat is tekin-
tetbe kell venni; amelyek végtelen sok értéket vesznek fel, de

a kovetkezO6kben mi csak olyan valoszinliségi valtozékkal fogunk
foglalkozni, amelyek lehetséges értékeinek szdma véges.

Hogy a vérhatd ért€k jelentését jobban megértsiik, vizsgéljuk
meg a kovetkezd peldat:

Kiilonboz6 fajsiilyn fémek Osszeolvasztdsaval készitiink egy
OtvOzetet, a felhasznalt fémeknek ismerjiik kiilon-kiilbn a faj-
sulyat és tudjuk, hogy melyik fémbGl milyen mennyiséget hasz-
ndltunk fel. Ha az otvbzetet kis darabokra torjik, beszélhetiink
egy darab varhatd fajsulydr6l. Ha az olvasztdsndl a kiilonboz6
fémek nem keveredtek ossze tokéletesen, akkor itt valdéban a
.Véletlen jatékatol“ fiigg egy kis darab fajsiilya, hiszen lehetséges,
hogy a kivalasztott darab az egyik fémbdl viszonylag nagyobb
mennyiséget tartalmaz, mint az egész dtvbzet. De még ebben az
esetben is a fajsaly ,varhaté értékének“ pontos fizikai értelme
van, hiszen megadja az egész Gtvbzet pontos fajsiilydt. Persze,
minél tokéletesebben keveredtek Ossze a kiildnbdzé fémek az Sssze-
olvasztasndl, annal kdzelebb lesz egy tetszélegesen kivélasztoft és
lemért darab fajsulya a ,vérhaté fajsily®-hoz. Azt is beldthatjuk
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ezen a példan, hogy a ,védrhat6 érték“ a lehetséges eseteknek
kozépértéke abban az értelemben, hogy ha el6fordul olyan darab,
amelynek fajsilya a vérhaté értéknél nagyobb, akkor kell olyan
darabnak is lennie, amelynek a fajsiilya a varhaté értéknél kisebb,
hiszen ha minden darab fajsilya nagyobb volna a fajsiily varhaté
értékénél, akkor az egész oOtvozet fajsilya is nagyobb volna, ami
ellentmondds, mert amint mondottuk, az egész Otvdzet fajsilya
pontosan megegyezik a fajstily varhat6 értékével. Valdban, a meg-
hatarozasbdl is belathatd, hogy a ,varhaté érték“ nem mas, mint '
egy kozepériek, ahol a lehetséges értékeket bekovetkezésiik valo-

szinliségének megfeleld ,stilyokkal“ vettiik tekintetbe, vagyis a
varhatd értek tulajdonképpen ,stlyozott kdzépérték“!). Ezt kdnnyen
megérthetjiik, ha egy szamszerft példat vizsgalunk meg. Ha példdul
1 kg 89 fajsilyit vordsrezet, 1/2 kg 7'3 fajsilyt ont és 1/2 kg
6'9. fajsulyit cinket olvasztunk Ossze, tehdt az Otvdzet réz, On és
cink-tartalma rendre 50°0, 25%0 és 25%., akkor az dtvozet fajsiilya

f=05.894+025.73+025.69=80

lesz és ugyanez a szdm adja meg az Otvdzet egy kis darabjanak
varhat6 fajsulyat is, hiszen az egyes fémek szdzalékardnya megadja
egyben el6fordulasuk valOszinfiségét az dtvozetben. Természetesen
az f==28 ,atlagos* vagy ,vdrhat6“ fajsilytol egy kivalasztott rész
fajstlya még eliérhet valamivel. Ha sok részre torjiik a fémet és
a részek fajsiilydt egyenként lemérjtik, a nyert szdmok annal keve-
sebbel fognak ingadozni az f==8 kdzépérték korill, minél alapo-
sabban keveredtek ssze a kiilonb6z8 fémek az olvasztdsnal.

EbbSl a példabdl azt is megtanulhatjuk, hogy a ,varhatd
érték“ ismerete Onmagaban csak azt mondja meg, hogy milyen
kozépérték kortil ingadoznak az egyes mérések vagy megfigyelések
eredményei, de az ingadozds meértékének meghatarozasa ett6l
kiilonéllo feladat. Erre a célra szolgdl a ,széras® fogalma, ezzel
‘majd késGbb fogunk foglalkozni,

Megjegyezziik, hogy a ,valdszin@i érték®, ,varhatd érték“ és
»kbzépérték* kifejezéseken kiviil szoktdk a kissé nevetségesen

1) Altalaban, ha egy mennyiség nem egyforman tevédik ossze az
aj, G, ..., @y Sz2&MOkbJI, hanem azok rendre py, p,,. .., p, sillyal vesznek benne
D1y + Pots ...+ Prdy

Pr+Pst .ot Pn

értéket értjiik. Ez py=py=...=p,=1esetben a szamtani kozepet adja.
Ha a pi-k 1-t6l kiilénbozd, de egész szamok, akkor is kozépértéket jelent,
azokét a szamokét, melyek koziil p; szdminak az értéke a;((=1,2,..., nkh
Esetiinkben py + p;4-...-}- pa=1, mint az dsszes lehetséges esetek egyiittes
valdszinlisége, igy a nevezd elmaradt,

részt, akkor ezen szdmok silyozott kozépértékén a

10
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hangzd ,matematikai reménység kifejezést is hasznalni. Ennek a
kifejezésnek a keletkezését megmagyardzza az a tény, hogy a
valdszinfiségszdmitas a XVII. szdzadban két forrdsbdl keletkezett,
egyrészt a szerencsejatékok elterjedése kbvetkeztében — foként
Franciaorszdgban és Spanyolorszdgban — a jatékok esélyeinek
vizsgalatabdl, masrészt az akkoriban Anglidban és a Németalféldon
divatos (s6t Anglidban ma is divatos) fogaddsokbdl kifejl6d6
biztositd-tarsasdgok azon torekvésébdl, hogy a biztositasért kért
bsszeget ne csak talalomra, hanem az esélyek pontos felmérése
alapjan allapitsdk meg. A ,matematikai remény“ kifejezéssel azt
akartak hangsiilyozni, hogy a nyereményre vald reménység preciz
szamszerli alapjat a valGszin(i érték kiszamitdsa adja meg. Azonban
a valOszinfiségszamitds mai fejlettségi fokan, amikor a fizikai
alkalmazasok léptek az elGtérbe, ez a kifejezés félrevezetd volna és
ezért a kovetkezOkben mindig valdszind értékrdl vagy vdrhatd
értékrdl fogunk beszélni (a kettd tehdt ugyanazt jelenti).

Nézzilk meg még egy példdn, hogy bizonyos esetekben
hogyan lehet a varhato értéket igen egyszerfien kiszdmitani. Tegyiik
fel, hogy egy sorsjatékndl eladdsra keriil 200.000 sorsjegy, egyen-
ként 10 forintos drban, a kiosztdsra Keriild nyereményeket pedig
a kovetkez6 tablazat adja meg:

1 fényeremény 200.000 Ft  1.200.000=200.000

2 nyeremény egyenkint- 100.000 2. 100.000 = 200.000

5 » » 40.000 ,, 5 . 40.000 = 200.000

100 » " p 1.000 ,, 100, 1.000==100.000
1.000 » » 100 ,, 1.000 . 100 == 100.000
10.000 ” » 20 10.000 . 20 = 200.000

“Osszesen kiosztdsra kertil: 1,000.000 Ft.

Kérdés, mennyi egy sorsjegy ,varhatd értéke* ? Mivel minden
sorsjegy egyformdn esélyes, ezt legegyszerlibben Ggy szamithatjuk
ki, hogy az Gsszes nyeremények 0©sszegét elosztjuk a sorsjegyek
szamdval, vagyis az egy sorsjegyre es8 nyeremény atlagéricke
adja a sorsjegy vdrhaté értékét, ami a fenti példaban tehdt
1,000.000/200.000, vagyis pontosan 5 forint. Ez azt jelenti, hogy
annak ellenére, hogy Oridsi nyeremények vannak €és azonkivil a
kozepes nyeremények szdma is igen nagy, mindenki, aki egy sors-
jegyet vasdrol tulajdonképpen 5 forintot kidob az ablakon. Persze,

- tavol all tdlem, hogy olvasdimat ezzel a sorsjatékokrdl lebeszéljem,
hiszen a legtobb sorsjaték, igy elsGsorban az allami- sorsjatékok,
j6tékony vagy kozérdekli célt szolglnak és résztvevsiket ,jotett
helyébe jot varj“ felszdlitdssal toborozzék, Az ilyen sorsjatékban
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valé részvétel a kbzds célra valé adakozds egy formdja, amely
egyuttal a résztvevbk egy részének komoly nyereséget is hoz.
De ett6] fiiggetlentil megallapithatjuk, hogy a miltban a sors-
jatékok az uraikodd osztilyok politikdjaban ugyanazt a szerepet
jatszottak, mint azok a filmek, amelyekben a gépir6 kisasszonyt
feleségtil veszi a milliomos, tehdt a tomegek elégedetlenségének
levezetésére szolgaltak, amellett, hogy a bankoknak igen jo iizletet
jelenteftek.

Térjiink at most a fej-vagy-irds jatékra. Tudjuk, hogy ha a
penz, amivel jatszunk, nem hamis, fej és irds dobdsdnak vals- -
szinlisége egyforman 1/2. Ez annyit jelent, hogy ha elég sokszor
dobunk, a dobdsoknak koriilbeliil a felében fej, felében irds lesz
az eredmény. Mit jelent itt az a sz0, hogy ,koriilbeliil*? Erre azt
valaszolhatna valaki, hogy bar elképzelhet6, hogy tizszer egymas-
utdn, s6t még az is, hogy szdzszor egymdsutdn fejet dobunk, de
ez rendkiviil valdsziniitlen, ezzel szemben mégis, ha nagyon sok
dobast végziink, igen valoszini az, hogy a dobasok kozill azok
szama, amelyekben fej az eredmény, elosztva az 6sszes dobdsok
szdmaval (vagyis a fej dobdsanak gyakorisdga) kevéssel fog eltérni
1/2-t6l. Ha kozelebbrél megnézziik, ez az illitds sem precizebb az
elsénél, amig meg nem mondjuk, hogy mennyi az a ,nagyon sok,
mit jelent az, hogy ,igen valoszinii* és mit értiink azalatt, hogy
Jkeveéssel fog eltérni“. Probdljuk meg ezt pontosabban megfogal-
mazni. El akarunk érni egy tetszélegesen eldirt kis eltérést, — jelol-
jiikk e-nal-— a varhato értéktdl (1/2-t61). Ezt egész biztosra sohsem
varhatjuk, de varhatjuk 1-hez bdrmilyen kozeli valdszinfiséggel,
csak elég sok kisérletet kell végezni; pontosabban, ha megadunk
tetszGlegesen egy (1-nél kisebb pozitiv) 6 szdmot, akkor mindig
megadhaté egy olyan N szdm, hogy ha legaldbb N kisérietet
végziink, akkor legaldbb 1—d lesz annak a valdszinfisége, hogy a.
fej dobasanak a gyakorisaga legfeljebb e-nal térien el 1/2-t8l.
Ezt a tételt eldszor BERNOUILLI JAKAB bizonyitotta be 1713-ban,
ma ezt a tételt a nagy szdmok torvénye egy specidlis esetének
tekintik. Nézziik madrmost, hogyan tudjuk ezt a tételt bebizonyitani.

Eldszor vizsgélijuk meg azt, mekkora lehet annak a valo-
szinfisége, hogy nagy legyen az eltérés a varhato értéktSl. Erre
vonatko:ik CsERYSEV lemmaja. Tegyiik fel, hogy valamely x valé-
szin{iségi valtozd lehetséges értékei A, A,, ..., A,, ezek valészinfi~
sége rendre Db, p,,...p, (tehdt p, a valdszinlisége annak, hogy
az x mennyiség €rtéke €ppen A, lesz, p, azé, hogy x értéke A, stb.).
Jeloljiik x kozépértékét A-val, tehdt (i) szerint

A=m(x)=Ap; +Ap.+.. +A,p,
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és szoritkozzunk arra az esetre, ha egy A; sem negativ €¢s A nem Q.
Kérdezziik meg, ez esetben mekkora annak a valdszinlisége, hogy
X értéke atlagértékének, A-nak valamely tobbszorosénél, mondjuk
f-szeresénél nagyobb legyen (ahol { valamilyen pozitiv szam).
Nyilvanvalo, hogy minél nagyobb a f szdm, anndl Kisebb lesz ez
a val6szin(iség, amelyet V(x > {A)-val jeloliink. Az, hogy x nagyobb
legyen fA-ndl, csak akkor lehetséges, ha van az A, A, ..., A,
szamok koz6tt olyan, amely fA-ndl nagyobb, mig ha f-t olyan
nagynak véalasztjuk, hogy #A nagyobb, mint x lehetséges értekei
(tehat az A, A,,..., A, szdmok koziil a legnagyobbnal is), akkor
a keresett val6szinfiség O lesz. fgy tehat feltehetjiik, hogy #-t tigy
valasztottuk, hogy az A, A,,..., A, szdmok koziil legyen olyan,
amely tA-nil nagyobb. Azt is feltehetjitk, hogy az A,, A,,..., A,
szamok nagysdg szerint, csokkend sorrendben vannak elrendezve,
tehat x lehetséges értekei koziil A, a legnagyobb, A, a kovet-
kezd, stb., végiil A, a legkisebb. Akkor nyilvan az A, A4,,..., A,
szamsorozat két részre bonthatd 1igy, hogy A,, A,, ..., A, nagyobb
tA-nal, mig a tobbi: A, A.,..., A, kisebb ¢A-ndl, vagy
egyenld vele. Ebben az esetben a keresett valoszinliségre azt
kapjuk, hogy

Vix>tA)=p+p+...+p,.
Ezt szeretnénk A-val kapcsolatba hozni. Szorozzuk meg mindkét
oldalt ¢ A-val, azt kapjuk, hogy _
tA. V(x> tA)=tA.p+iA . py+...+tA.p,.

Mivel feltevésiink szerint A, A,,..., A, nagyobbak f{A-ndl, a
jobboldalt noveljiik, ha fA helyett az elsé tagban A,-et, a mdso-
dikban A,-t, az utolsdban A,-et irunk, tehat

A Vx>t <Ap+Apt+...+Ap,.
Még jobban nbdveljiik a jobboldalt, ha még kiegészitjik az
APy ., A, p, tagokkal (amelyekrdl tudjuk, hogy nem nega-
tivok), vagyis

A Vx> tA <A p,+A4:p-t...4+A.p,.

- De a jobboldalon 4llé kifejezés nem mds, mint x valdszint
~ értéke, ezt jeloltiik A-val, tehdt azt kaptuk, hogy
tA. V(x> tA) < A.

Elosztva mindkét oldalt tA-val (amelyrdl tudjuk, hogy nem zérus),
azt kapjuk, hogy

V(x> tA) < 1/t (3>
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Ez Csebysev lemmaja, amelyet szavakban a kbvetkezGképpen
“fogalmazhatunk meg: Ha az x valdszindségi vilfozd, kizdrolag
nem negally értékeket vehet fel, tovdbbd, ha A jelenti x vdrhato
érickét és A nem zérus, végiil t tetszbleges pozitiv szdm, akkor
annak a valészinisége, hogy x értéke tA-ndl nagyobb legyen,
kisebb 1/t-nél. (Az édllitds nyilvdn csak akkor mond valamit,
ha > 1) Ebbél kovetkezik, hogy annak a val6sziniisége, hogy
x értéke legfeljebb fA legyen, nagyobb, mint 1—1/{, hiszen az,
hogy egy esemény vagy bekovetkezik, vagy nem, az bizonyos,
tehat valdszinfisége 1. Igy, ha egy esemény valészinfiségét ismerjiik,
annak valoszinfiségét, hogy az esemény ne kovetkezzék be, gy
kapjuk, hogy az esemény valoszinfiségét 1-bdl kivonjuk. Ha tehat
annak valosziniisége, hogy x nagyobb legyen #A-ndl, legfeljebb 1/1,
akkor annak val6sziniiségét, hogy x ne legyen nagyobb tA-ndl,
igy kapjuk, hogy 1-b8l kivonunk egy 1/£-nél kisebb szamot,
amikor is 1—1/¢t-nél nagyobb szamot kapunk.

Ez a litszolag rendkivill egyszerli segédtétel, Csebysev
lemmaja, modot fog adni, hogy a nagy szdmok tOrvényét minden
nehézség nélkill bebizonyitsuk, gy hogy joggal mondhatjuk, hogy
a nagy szamok térvénye csirdjiban benne van Csebysev lemmaja-
ban. Meg kell emliteni ezzel kapcsolatban, hogy a nagy szamok.
torvényét mar régebben is ismerték, de a legegyszerlibb esetekben
is csak igen sok és faradsdgos szamitdssal tudtdak bebizonyitant,
Csebysev lemmaja azonban megkimél minket a féraszté szZamo-

1astol és azt teljesen potolja.
A fej-vagy-iras jatékot most tigy fogjuk vizsgélni, hogy minden

kisérlethez kiilon képeziink egy-egy valdszinfiségi valtozét, amely-
nek értéke 1, ha abban a dobdsban fejet mutat a pénzdarab,
és 0 ha irast. Mivel az Osszes ,fej* dobasok szdmdt ezen valtozok
dsszege adja, meg kell még vizsgalnunk, hogy képezziik valoszinii-
ségi valtozok bsszegének a kozépértékét. Szoritkozzunk két véitozo
esetére. Az altaldnos eset nyilvdn 1épésenkint visszavezethetS erre.
Ha x és y két valoszinfiségi véltoz6, amelyeknek vérhatd
értékeit m(x)-et és m(y)-t ismerjiik, akkor az x+y Osszeg var-
hat6 értékét tigy kapjuk meg, hogy x és y varhaté értékeit Ossze-
adjuk:
m(x+y) = m{x) +m(y). 4
A bizonyitast egy specidlis esetben végezziik el, dltaldban is
szOszerint igy végezhetd a szdmitds. Tegyiik fel példdul, hogy x
lehetséges értékei x, és x,, ezek valdszinfiségei p, és p,. Akkor
természetesen
P.x,+ psXa=m(x) (5)
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y lehetséges ért€kei legyenek y, y, €s y, és ezek valdszinfi-
ségei q,, ¢, és g;. Akkor persze .

gt Vg ys=m(y). 6)

Ahhoz, hogy kiszdmitsuk x4y vdrhatd értékét, ismerniink
kell x+y lehetséges Osszes értékeit és azok valdszinfiségeit, x +y
lehetséges értékei

’ X4 Y1, X Yo, X1+ Vs, Xa b Wy, Xa+ 3, €8 Xs+ Vs,
ezek valdszinliségeit jeldljilk rendre

Iy Tya Iy Ty re €5 Iy

szdmokkal. [gy tehat példdul r,, annak a valészinfiségét jelenti,
hogy az x valtozé az x, €rtéket és ugyanakkor az y vaitozd az yg
ériéket veszi fel. Mdrmost, ha x az x, értéket veszi fel, ugyan-
akker y felveszi_az y,, y,, J» €rtékek valamelyikét, a harom eset
valoszinfiségeinek Usszege meg kell, hogy adja annak a valdszinfi-
ségét, hogy x az x, értéket veszi fel. Masszoval fenn kell allnia
a kovetkezd Osszefiiggésnek ;

ru+rpdre==p,. (M
Hasonl6képpen fennallanak a kovetkez8 Osszefiiggések :
Tyt Faat- Tog==pn, (8)
Ta~In =, ©
I+ r==qa, (10)
I's+ T = Q. (11)

Példaul az utolsé azt jelenti, hogy az, hogy y az y, értéket
veszi fel, az két mddon valésulhat meg: 1igy, hogy kozben x az x,
értéket, de igyis, hogy kdzben x az x, értéket veszi fel. Marmost
szamitsuk ki, hogy mi x4y virhatd értéke. Nyilvanvald, hogy
a fenti jeldlések mellett

m(x+y)==r, e y) 41 (. +3)+rs (6 Fys) + (12)
+ o (Xa 4 1)+ T (X 4 Vo) + 1o (X F 5).
Rendezziink az x-ek és y-ok szerint:
m(x+J’)=,x1(fn+f12+f13)+xg(f21+rm+faa)+ (13)
+J’1(r11+f21)+y2(r12+r22)+%(f13+f23)-

Felhaszndlva a (7), (8), (9), (10) és (11) Osszefiiggéseket,
ebbdl kovetkezik, hogy
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mx+y)=(Dx+ 0 %) F@n+ G+ 1) =m(x) +m(y), (14)

amivel allitdsunk be van bizonyitva. :
Szemléltesstik még, miel6tt tovabb mennénk, egy egyszerﬁ
példan a most bebizonyftott tételt. Vizsgdljuk megint azt a példét,
hogy két kockdval dobunk. Jelentse x az els§ kockdn és y a maso-
dik kockdn mutatkozd szamot. Nyilvan x is, yisaz 1,2, 3,4,5,6
értékeket vehetik fel, mindegyiket 1/6-1/6 valoszinfiséggel. Igy tehat

1-4£2+3+445+6
m(x)—m (y) = T2 46' TO+0 35,

Ebbdl kisvetkezik a fentiek alapjin, hogy x +y varhat6 értéke,
vagyis a két kockdn lathaté6 szamok Osszegének varhaid értéke
35435=7, amint ezt fentebb a lehet6ségek részletes szamba-
vételével mar ki 'is szamitottuk (ldsd (2)). Hasonl6képpen kbvet-
kezik, hogy ha hdrom kockaval dobunk, a hirom kockan mutat-
koz6 szdmok Gsszegének vdrhatd ériéke 11°5 lesz, 4 kockanal 14,
otnél 17-5 stb. Ezeket az eredményeket szintén -ellendrizhetjiik
részletes szamolds 1itjdn, bdr természetesen a részletes kiszdmitds
anndl hosszadalmasabb lesz, minél {8bb kockdrdl van szé. Elrettents
példaul idefrjuk 3 kocka esetében a részletes szdmitdst: a szédm-
jegyek Osszegének lehetséges értékei

3,4,5 6, 7,8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
a megfeleld valdszinfiségek:

1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21
216 216’ 216’ 216’ 216’ 216’ 216’ 216’ 216’ 216’ 216’
15 10 6 3 1
216" 216’ 216’ 216° 216°

A lehetséges érickeket a megfelel§ valdszinfiségekkel Ossze-
szorozva €s ezen szorzatokat Osszeadva, valoban kijon, hogy a
varhaté érték 11-5. Ezt a hosszadalmas szdmitist takaritja meg
szamunkra a fent bebizonyitott 4ltaldnos tétel.

A fej-vagy-irds jatékot vizsgdlva, tegyiik fel most mdr, hogy
N-szer dobunk. Az x, valoszinfiségi valtozo értéke legyen 1, ha az
els6 dobasnal fejet és O, ha irdst dobtunk. Igy tehat x, a0 és 1 érté-
keket veszi fel 1/2—1/2 valdszinfiséggel. Hasonl6képpen az X,
valoszinfiségi valtozé legyen 1 ha a masodik dobdsnél fej jon ki
és 0 ha nem, x;,X,,...xy hasonlOképpen legyenek értelmezve.
Jelentse a K valoszinliségi véltozd az N dobds kozill azoknak a
szamdt, amelyekben fejet dobtunk, akkor nyilvin

K=x+X+...+ x5 (15)
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Konnyfi belitni, hogy az x,, X,,. . . X, valtozék mindegyikének
varhato €rtéke 1/2 és ezért (tekintettel arra, hogy bebizonyitottuk,
hogy az Usszeg varhatd értéke egyenlé a tagok varhatd értékeinek
Oszegével) K varhatd értéke N/2. Az x valdszinfiségi valtozé jelentse
K-nak N/2-t6] valé eltérése négyzetét:

X == (K— N/2).
Szdmitsuk ki x vdrhaté értékét, (15) szerint.
X=X+ x%+... +xy—N/2)2=
=[(6—1/2)+(—1/2)+ ...+ (xy—1/2)P=
= (60— 122+ (6 —1/20 4. . . 4 (xy—1/2)%+
42 (6,—1/2) (a— 1/2) 2 (x, — 1/2) (g —1/2) . . .+
+ 2 (xy_y—1/2) (xy—1/2)
és alkalmazva megint azt a tételt, hogy osszeg varhaté értéke
egyenlé a tagok varhat6é értékeinek Osszegével, azt kapjuk, hogy

m (x) =m [(¢,— 2]+ m[(x;—1/2)*] ... - m [ (x,— 1/2)*] +
+2m[(5—1/2) (% —1/2)] +2m [ (5, —1/2) (x— 1/2)] +
+o o 2m (kg —1/2) (xy—1/2)].

Szamitsuk ki kiilon-killon az itt szerepld kétféle tag értékét.
Nézziik el6szor meg, mennyi (x,— 1/2)? varhat6 értéke ? Mivel x, csak
a 0 és 1 értékeket veheti fel és mindkét esetben (x, —1/2)2=1/4,
tehat m [(x,—1/2)%] = 1/4.

Ugyanezall persze az m [(x,—1/2)?],...,m[(xy—1/2)?] tagokra.
Nézziik most (x,—1/2) (x,~1/2) varhaté értékét. Mivel a masodik
dobas eredménye fiiggetlen az els6 dobds eredményétdl, konnyfi
belatni, hogy a kovetkezd 4 eset egyforman valdszinfi és mind-
egyiknek a val6szinfisége 1/4: a) x,=1, x,=1; b) x, =1, x,—=0;
“e) x, =0, x,—=1 és végiil d) x,=0, x,=0. Az a) és d) esetekben
(x,—1/2) (x,—1/2) értéke 1/4, a b) és ¢) esetben — 1/4. Ennek
alapjan kovetkezik, hogy

m[(x1—1/2)(x2—1/2)] ; 4-}- ( %)=O.

Tekintetbe véve, hogy ugyanez &ll a tobbi hasonlé tagra is, igy
azt kapjuk, hogy
m (x) = N/4.

Azt kaptuk tehat, hogy ha K jelenti N dobds koziil azok
szamat, amelyeknél fej joit ki és x = (K—N/2)?, akkor az x val6-
szinfiségi viltozé vdrhatd értéke N/4. Mivel x nem lehet negativ,
alkalmazhatjuk Csebysev lemmdjat, amely szerint annak a valé-
szinfisége, hogy x =f. N/4 legyen, nagyobb, mint 1—1/f. Mi a fej
dobédsinak gyakorisdgdra vagyunk kivdncsiak. Ez nyilvan K/N,
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jeloljiik roviden f-fel. Akkor a (K—N/2)*<1?. N/4 egyenlGtlenség
mindkét oldalat N>-tel osztva, eredménylink dgy fogalmazhatd,
hogy annak a val6szinfisége, hogy (f—1/2)*<Nt/4 legyen, na-
gyobb lesz, mint 1—1/f. Mind-két oldalon négyzetgydkdt vonva,
azt kapjuk, hogy annak a val6szinfisége, hogy

If—1/2| < VN2
nagyobb, mint 1—1/f Allitaisunkhoz csak azt kell belatni, hogy

alkalmas ¢ mellett valaszthaté N gy, hogy egyszerre [ N#/2
is, meg 1/t is tetszblegesen kicsi legyen. A Csebysev-féle
egyenlbtlenségben a t szamot tetsz6legesen vélaszthattuk. Prébal-

juk meg most figy valasztani, hogy VN#2= 1/t legyen, ekkor
VNt 2=1/t = 1/V4_31_V, vagyis legyen most t:V;—N—.

Tehat |f—-!/2[§1/174_N, valosziniisége nagyobb, mint
1-1/15/2W. Ebb6] mar ?yilvénvalé, hogy ha N-et elég nagyra

valasztjuk 1igy, hogy 1/V4 N olyan kicsiny legyen, amilyent csak
akarunk, peldaul kisebb legyen, mint egy megadott kis pozitiv
¢ szam, akkor annak a valOszinfisége, hogy N dobds kdztil a fej gya-
korisdga 1/2-t61 e-ndl kevesebbel térjen el, nagyobb lesz, mint 1 —e.
Példaul, ha azt akarjuk, hogy annak a valosziniisége, hogy a fej doba-
sanak gyakorisaga 1/2-t6l legfeljebb egy milliomoddal tér el nagyobb
legyen 0-999999-n4l, akkor ezt biztosan elérhetjiik azdltal, hogy leg-
alabb V= ZSO.UUD,UUO;UUO,UUOIRJO'(Ké’fsiazﬁtvenezerbill;O) dobast

végziink, mivel ekkor V4 N éppen egymillié és igy /4N egy-
milliomoddal egyenl6. Persze, ha nem kivdnjuk, hogy a gyakorisdg
ennyire kozel legyen 1/2-hez, akkor sokkal kevesebb szamii dobds
is elegendd. Példaul, ha azt kivanjuk, hogy legaldabb 99% legyen
a valoszinfisége annak, hogy a fej dobdsdnak gyakorisdga
legfeljebb 1/100-dal tésjen el 1/2-tdl, akkor3 biztos elegend§

250.000 dobast végezni, mert akkor lesz }4N=100 és igy
3

1— /Y4 N=99/100. Hozz4 keli ehhez tenniink, hogy a Csebysev-
féle egyenldtlenség nem pontos, 1igy, hogy val6jdban még ennél
sokkal kevesebb dobas is elegendd, de pontosabb eredmény
bebizonyitisa mar sokkal nehezebb és mélyebb meggondolasokat
kivanna, gy, hogy erre most nem tériink ki. ’

A nagy szamok torvénye nem csak a fej- vagy irds egyszerii
példajara érvényes, hanem sokkal altaldnosabb jelenségekre is. Azok
kézill a matematikusok koziil, akik ezen a téren nagy eredményeket
értek el, emlitsiik meg a kovetkez8ket: Moivre, Poisson, Laplace,
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Gauss, Csebysev, Ljapunov, Borel, Cantelli, Kolmogorov. Végezetill
még fogalmazzuk meg a nagy szamok tdrvényét valamivel altald-
nosabb alakban, mint ahogy fentebb bizonyitottuk, de amely alak-
jaban lényegében ugyantigy bizonyithaté be: Ha valamely kiserlet
sikerének valdszinfisége p és sokszor ismételjitk meg a kisérletet,
akkor annak valdsziniisége, hogy a kisérlet sikerének gyakorisdga
p-lol legfeljebb egy ftetszoleges megadott kis szdmmal térjen el,
tetsz0l-gesen kozel lesz 1-hcz, hacsak elég sok kisérletet vég:ziink.

L-gkdzelebbi szamunkban a valdszinliségi véltozd vérhatd
eloszlasdval és ezzel kapcsolatban a Gauss-féle eloszldsi torvénnyel

fogunk foglalkozni. Addig is szolgdljon gyakorlasul az itt kdvetkezd
néhany feladat:

1. Ha az x valdsziniiségi valtozd egy kocka dobdsanal elért
dobas négyzetét jelenti (tehat ha 1-et dobunk, akkor x=1, ha 2-6t
dobunk x==4, ha hdrmat, x=09 stb.) mennyi x varhaté értéke?

2. Két urndnk van. Az elsben 30 fehér és 10 fekete golyd,
a masodikban 10 fehér és 30 fekete golyd. Az elsd urnabél tala-
lomra kiemeliink 20 golyot, és attessziik Oket a mdsik urnaba.
Ezek utdn a masodik urnidbdl egy golydt huizunk ki. Kérdés, mi a
valdszinfisége, hogy a kihtizott golyé fehér legyen?

3. Péter és Pal a kovetkezé jatékot jatsszdk: Egy 32 lapos
kirtyat Osszekevernek, Péter el6re fizet Palnak 10 fillért, utana
elkezdi egymdsutan feliitni a lapokat. Addig folytatja ezt, amig egy
kiralyt nem hiz. Pal ekkor annyi fillért kell hogy fizessen Péternek,
ahany lapot Péter kihiizott, miel6tt egy kirdlyt huzott volna. Kérdés,
Péter vagy P4l részére eldnydsek-e a jatékfeltételek. Mi a helyzet,
ha 52 lapos kartydval jatszanak?

4. Ha Péter és Pal az el6z6 jatékot azzal a mddositdssal
jatsszak, hogy nem sorjadban titi fel Péter a kartyakat, hanem
taldlomra hdz és a kihtizott lapot visszateszi, osszekeveri, majd
hiiz stb. addig, amig egy kirdlyt nem huzott, akkor melyikiikre
nézve lesz elnyds a jaték 32 lapos kdrtya haszndlatanal ?

5. Janos és JOzsef a kovetkezd jatékot jatsszdk: két kockaval
dobnak, ha a két kockan kiilonbdzé szamok 4llanak, akkor Jdnos:
annyi fillért fizet Jozsefnek, amennyia kiilonbség a két szam kozott,
mig ha a két kocka ugyanazt a szamot mutatja, akkor Jozsef fizet
Janosnak annyi fiilért, amennyi a két kockdn ail6 szam. Melyikiikre
elényds a jaték ? Hanyszor kell dobniuk, hogy annak a valdszinfi-
sége, hogy Jozsef 5 forintot nyerjen,.legaldbb 90%0 legyen?

6. Mi a valdszindsége, hogy a fej vagy iras jatéknal 40 dobas
kozill 25-sz0r dobjunk fejet?
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7. A fej-vagy-irds jatékndl, ha 21-szer dobunk, hany fej
dobdsanak a val6szinfisége a legnagyobb 2

8. Mi a val6szinfisége, hogy ha 16-szor dobunk, ebbdl leg-
aldbb otszor, de legfeljebb 11-szer dobjunk irdst? Hasonlitsuk
dssze az eredményt azzal a becsléssel, amit erre vonatkozélag a
Csebysev-féle egyenlStlenség ad !

Megoldasok,
~ Feladatok.
138, Bizonyltsuk be, hogy:

1.a—1)+2.(e—2)+3.(a—3)+...n. (a—n)=
_n{n+1)Ba—2n—1)
- 5 .

Specidlisan: a=n+1,

1.n4+2. (n—1)+3.(n—2)+...+n.1= n(n+1)(n+2).

6

Gdl
I. megoldds: Egy egész szdmokra vonatkozd azonossag
bizonyitdsdra mindég kézenfekvd a teljes indukcié:
n=1-re az 4llitds: 1.(a—1)=1.2.(3a—2—1)/6, ami igaz.
Tegyiik fel, hogy valamely n értékre mar tudjuk az azonossag
helyességét, megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az azonossag
helyessége a kovetkezd egész szamra, n+ 1-re is. Feltétel szerint
{1.(6—1+2.@@—2)+...+n(@—n}+@+1)(@—n—1)=
2t DBe—2n— "D 141y (@—n—1)—={(n-+1)/6} [Ban—2n?—
—n+6a—6n—6)={(n+1)/6}.[3an+6a—2n*—Tn—6]=
v ={(n+1)/6}[Ba(n+2)—(n+2) 2n 4 3)] =
(D (n+2)(Ba—2n—3) (n4+1)(r+2)@a—2(n+1)—1)"
o 6 o 6 ’

tehdt valdban visszanyertiik a bizonyitand6 formuldt, csak n helyébe
n+1-et irva.

a helyébe n--1-et irva, nyerjik a masodik azonossagot.

a—= l-et irva és (—1)-gyel szorozva viszont az ugyancsak

érdekes 1.24+2.34+3.44...+(n—1)n=(n—1)n(n-+1)/3
vsszefiiggést kapjuk, amihez 1+2+3+4-44-.. An=(n+1)2-t
adva, nyerjiik a szdmok négyzetdsszegére mér ismert kifejezést.
(Természetesen legkdnnyebb lett volna azt is teljes indukcioval
bizonyitani, ha mdr ismerjik a végeredményt. De valakinek arra
is rd kellett [bnnie, hogy mi ez a végeredmény.) (2 pont.)




