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A Newton-féle gyokkozelité eljarasrol

Irta: Rényr ALFRED

Bevezetés, torténeti dttekintés. Ismeretes, hogy az egyenletek
kozelité megoldasdra szolgdlé modszerek koziil a gyakorlatban leg-
hasznélatosabbak kozé tartozik a NEwron-féle gyokkozelits eljaras.
Ezen eljards abban all, hogy ha az f(x) = 0 egyenlet egy gyokét
keressiik és adva van az x, kozelit6 érték, tehat tudjuk, hogy az
egyenletnek egy z, gyoke els§ kozelitésben x;-nek vehetd, akkor
képezziik az
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szamsorozatot, amely — bizonyos elég altaldnos feltételek mellett,
amelyeket alabb részletesen vizsgalni fogunk — konvergal az f(z)=0
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egyenlet x, gyokéhez. Az eljards geometriailag igen szemléletesen
értelmezheté: Rajzoljuk meg az y = f (z) fiiggvényt &brizold
gorbét, a gorbének az x = x; abszcisszdhoz tartozé pontjaban
htzzuk meg a gorbe érintGjét, annak a pontnak az abszcisszdjat,
ahol ez az érint6 az x tengelyt metszi, nevezziik x,-nek, a gorbe
2,-hoz tartozé pontjdban Gjb6l meghtzzuk az érintét, ennek
az wx-tengellyel valé metszéspontjanak abszcisszdja lesz x,, s. 1. t.
(1. 1. abra). Ezt az eljardst szoktdk NEwroN —RAPHSON-mddszernek
is nevezni, mert bar NEwToN volt az elss, aki ezt a mddszert ismer-
tette 1685-ben, de az (1) képlet el6szor RAPHSONNA] szerepel 1690-
ben. Az eljards konvergencidjanak pontos feltételeit FOURIER és
CAvcHY vizsgaltdk els6knek. FOURIER hires munkéjiban (Analyse
des équations détérminées, Paris 1831) igen részletesen foglalkozik
azzala kérdéssel, hogyan kell az x, kozelit6 értéket valasztani, hogyaz
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(1) 4ltal definidlt x, szdmsorozat valéban konvergaljon az f (x) = 0
egyenlet egy gyokéhez. Cavony feltételei, amelyeket a Legons sur
le calcul différentiel c. munkajanak egyik figgelékében adott meg
1829-ben (1. Oeuvres Complétes II. T. 4. 573—609. o.), kevésbbé
valtak ismeretessé. Annak ellenére, hogy az elmult 100 évben irt,
szinte minden nagyobb algebrai tankonyv foglalkozik NEwrox
modszerével, lényegesebb el6rehaladds a modszer vizsgalatidban
csak a legutébbi id6kben tortént, a legtobb konyv lényegében
Fourier meggondoldsait ismétli meg a DArBoUX 4altal megadott
precizebb alakban (1. G. DArBoUX, Sur la méthode d’approximation
de Newton, Nouv. Annales de math. 1869). A Cavcuy-féle feltéte-
lekhez kozelalls feltételeket adott meg 1929-ben P. ROMANOWSKY
(Zeitschrift f. angew. Math. u. Mech. 9, 420—421. o.), majd
A. OstrowskT foglalkozott t6bb dolgozatban részletesen a NEwToN-
féle eljarassal (1. pl. Uber die Konvergenz und die Abrundungs- -
festigkeit des Newtonschen Verfahrens, Matematicseszki Szbornyik,
2(44), 6, 1937, 1073—1094. o.). Mindezek a vizsgéalatok arra szorit-
koznak, hogy az egyenlet egy gyokének megallapitsak azon kis
kornyezetét, amelybdl vélasztott kezdGérték mellett az eljards
a szobanforgé gyokhoz konvergal, és nem terjednek ki annak
vizsgélatdra, hogy mi torténik, ha taldlomra valasztunk egy kezdé-
értéket. A kovetkezokben elGszor rovid attekintést adunk a NEwToN-
féle eljaris elméletérsl, felhasznilva a Nrwron-féle eljaras egy
integral-elgallitasat, ami a targyaldst jelentGsen egyszer(ibbé
teszi,! majd egy specidlis esetben megvizsgaljuk a tetszéleges
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kezd@érték problémajat is.

Konvergencia-kritériumok. A kovetkezGkben az egyszerl'i;é-é
kedvéért mindig feltessziik, hogy a vizsgalt y = f (x) fiiggvény
akarhédnyszor differencidlhaté. Altaldban erre nincsen sziikség,
hanem csak arra, hogy kétszer vagy haromszor folytonosan diffe-
rencidlhat6, az ezirdnt érdeklédé olvasé a bizonyitasokbél mindig
megallapithatja, hogy mennyit kell feltenniink. A gyakorlatban
legfontosabb esetekben tigyis polinomok vagy transzcendens egész
fiiggvények gyokereirdl van szo, amikor is a differencialhdnyadosok
létezése magatol kovetkezik. Legyen z egy tetszileges kezds-érték,
a Nrwron-féle eljards egy lépését alkalmazva nyert mésodik
kozelité értéket N (x)-szel fogjuk jelolni, tehat:

f(z)
(2 N(x)=2— .
) () =2 @)

1 Bzt az integral-elééllitdst, barmilyen egyszer(i is, tudomésunk
szerint eddig nem- alkalmaztéik a Nrwrox-féle eljaras vizsgalatanal.
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N (x)-et mint x fiiggvényét fogjuk vizsgidlni a kovetkezGkben.
El6szor is tekintsiik N (z) differencialhanyadosat a szerint:
AN (@) _ f@)]" @)

dx f"*()

(3)

Rovidség kedvéért a (3) jobboldalan all6 fiiggvényt H (x)-szel fogjuk
jelolni. Tekintettel arra, hogy ha § az f(x) = 0 egyenlet egy gyoke,
N Sle=is (u gyanis ha & egyszerli gyok, ez vilagos (2)-b6l, mert

# 0, mig ha & t6bbszords gyok akkor a & helyen f (x) eggyel

magasabb rendben tiinik el, mint f'(z), tehat —>— ) ebben az esetben

is 0). (3)-bdl konnyen kovetkezik, hogy ha f( 5) = 0, akkor
(4) : N(w)—&:[ﬂ(t)dt

(4)-bél kénnyen beldthatd, hogy ha a & gyok és az x; kezd8érték
kozott fekvé minden ¢ értékre | H (t) | < ¢, ahol 0 << ¢ < 1, akkor
xy = N (z;) kozelebb fekszik a & gyokhoz, mint 2, pontosabban
xy-nek a & gyoktdl val6é tavolsiga x,-nek ugyanezen gyoktsl vald
tavolsaganak legfeljebb ¢-szorosa. Mdsrészt konnyen beldthatd,

hogy ha § az f(x) = 0 egyenlet k-szoros gyoke, akkor H (§) =1 — 710
(k=1, 2, 8, ...), ugyanis akkor f (z) irhaté f (z) = (x — &)kg (x)
alakban, ahol g (§) 3£ 0 és igy

6 H Gl E ) kD g )
o =t (k(@ — 51 g () + .. .2

(ahol a kipontozott tagok (xz — £)-ben magasabb foktak, mint
a kiirt els6 tag). (5)-b6l leolvashat6, hogy

1
6 g E_"_ e A
(6) H(E) =1 >

azaz ha & egyszerii gyok, H (£) = 0, de egyébként is minden esetben
0<H(E) <1. Mivel H(2) folytonos fuggvény, tehat megadhatd
mmdlg olyan g szam (0 < ¢ < 1) és olyan (§ — h, & + h) inter-
vallum, amelynek minden pontjaban | H (¢) | ; q. Fenti meg-
jegyzésiink értelmében tehat ha az wx; kezdGértéket az emlitett
(8 — h, &£ + h) intervallumban vilasztjuk, akkor z,, z3, . . ., Zp, . . -
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mind ugyanebben az intervallumban fognak fekiidni és fenn fog
allani, hogy

(7) | gy — | < q*|% — &I,

vagyis @, konvergalni fog — mégpedig gyorsan — a & gyokhoz.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy az f (x) = 0 egyenlet minden & gyoke
korill megadhaté  olyan kis intervallum, amelyben tetszolegesen
valasztva az @, kezddértéket az x, kozelitéértékel sorozata konvergdlni
fog a & gyolkhoz. Nézziik most meg, hogy a fentigondolatmenet hogyan
épithetd ki gyakorlatilag is hasznialhaté konvergencia-kritériumma.
Tegyiik fel, hogy f (a) < 0 és f (b) > 0, ahol e < b, akkor az (a, b)

atb

u

intervallumban f (z)-nek van egy vagy tobb gyoke. Legyen =

és d = )—29, azaz @ =c¢ — d és b= c¢ + d. Nyilvanvalo, hogy

nem elegendo feltenni, hogy a (¢ —d, ¢ + d) intervallumban
| H (t) | = ¢ < 1, ugyanis ha 2,-et ebbdl az intervallumbél valaszt-
juk, akkor ugyan z, kozelebb fog fekiidni a gy6khoz, de semmi sem
biztositja azt, hogy z, szintén a (¢ — d, ¢ + d) intervallumba esik,
(ez csak abban a specidlis esetben vehet$ bizonyosnak, ha a gyok
éppen ¢, azaz az a, b intervallum kézéppontja). Azonban ha fel-
tessziik, hogy [H )|<g<1 femnall a (c— (2¢+ 1)d
¢+ (2¢+ 1)d) intervallumban is (azaz azon intervallumban,
amelynek kozeppont]a egybeesik az eredeti intervallum kozép-
pontjaval és (2 q -+ 1)-szer olyan hosszu) akkor, mivel tudjuk, hogy
az egyenletnek van egy & gyoke ¢ — désc - d kozott, ha zy ¢ — d
és ¢ + d kozott fekszik, akkor |ay, — &| < 2d, tebat Izg —tl <
<2d q és mivel |[& — c[ < d, tehét |z, — ¢| < (2 ¢ + 1) d, vagyis
o, a (c— (29+1)d, ¢+ (29 -+ 1)d) intervallumban van,
tovabba ;

|2 —e|l < |og —E|+ |[E—c|<gqlo,— &+ [E—c| <
d@2¢+1)<d@q+1),s 1t

belathat6, hogy az x, sorozat minden tagja a (¢ — (2¢q + 1)d, ¢ +
+ (29 + 1) d) intervallumban fekszik. AlxkOI' viszcnt, mivel fel-
tettiik, hogy ezen intervallumban |H (t)-< ¢ < 1, tehat a fentiek
szerint |w,., —&| < ¢" |@¢, — E|, vagyis x,,, konvergdl E-hez.
Ebbél az is kovetkezik, hogy a (¢ —d, ¢ + d) intervallumban
f(x)-nek csak egy gyoke fekhet, hiszen ha ott két gyok volna,
akkor az z, sorozatnak mindkett6hoz kellene egyszerre konvergilni,
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ami lehetetlen. Ennél még tobb is igaz: f (x)nek a (c — (2¢ +
+ 1)d, ¢ + (249 + 1) d) intervallumban is csak egyetlen gyoke
 van. Ugyanis ha § és 5 f(x) két killonb6z6 gydke volna ebben az
intervallumban, akkor mivel N (§) = & és N () = 5,

K

J H (t) dt

Ha mérmost g 3£ &, akkor (8) mindkét oldaldt |5 — & |-vel osztva

azt kapjuk, hogy 1<g, ami ellentmondds, hiszen feltettiik,

hogy ¢ < 1. Ilyenmédon tehat bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

a-+b
2

@) |n—§|=|N@m—NE)= <gl|n—§&| volna.

Ha f(a) < 0 és f(b) >0 (a'< b), tovdabbd bevezetve a ¢ =

és-od— b%a jeloléseket, taldlhatd olyan q szdm (0 < q < 1), hogy

alc— (2qg4 1)d, ¢ 4 (29 + 1) d) intervallumban |H(t) | < g,
akkor az f(x) = 0 egyenletnek a (c — (29 + 1)d, ¢+ (2q + 1) d)
intervallumban pontosan egy gyoke van — jeléljik ezt a gyokot &-vel —
és ha az v, kezddértéket az (a, b) intervallumban tetszélegesen vdlasztjuk,
a NewroN-féle gyokkozelité eljardssal kapott x, kozelité értékek
sorozata konvergdl &-hez.

A most bebizonyitott konvergencia-feltétel igen kozel all
ahhoz, amelyet CAucHY adott meg.

Ezek utan térjink at a Fourier-féle feltétel ismertetésére.
Fenndll a kovetkezs tétel: Ha f(a) << 0 és f(b) > 0, tovdbbd az (a, b)
intervallumban {”(x) nem-negativ, akkor a és b kozétt az f(x) = 0
egyenletnek pontosan eqy & gyoke van és ha kezddértéknek x, = b-t
vdlasztunk, x, konvergal &-hez. Ez a tétel szemléletileg is konnyen
belathato, szabatos bizonyitdsa a kivetkezd: Elgszor bebizonyitjuk,
hogy f(x) = 0-nak csak egy gyoke lehet (a, b)-ben. Ugyanis ha tébb
gyok volna, legyen § az a-hoz legkozelebb fekvs gyok. Az (a, &
intervallumban van olyan ¢ pont, ahol az érint6 parhuzamos az
(a, f(a)) és (8§, 0) pontokat Osszekotd harral, tehat ahol [/(c) > 0.
De akkor a (¢, b) intervallum barmely = pontjiban is f'(z) > 0,
ugyanis

(9) fle)=f(e) + _[f”(t) dt > f'(e) >0,

de akkor a (§,0) intervallumban | (z) = f f'(t) dt > 0, vagyis
g

valéban f(x) = 0-nak csak egy gyoke van az (a, b) intervallumban,
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Mésrészt bebizonyitjuk, hogy ha § < x < b, akkor § < N(z) < 2.

Ugyanis N(x) =z — ; (( )) < z, mivel (&, b)-ben, mint lattuk, agy

f(x), mint f’(x) pozitivak, misrészt N(z) — & = f H(t) dt és mivel
a fentiek alapjan H(t) pozitiv a (£, b) intervallumban, tehat

N(z) > & Ebb6l kovetkezik, hogy ha z, = b, az 2, sorozat monoton
csokken és alulrdl korlatos, tehat van hatarértéke — legyen az ».

De akkor (1)-bdl =g f_f(_'?_)_ , tehat f(n) = 0, vagyis » =26,

).
amivel allitasunkat be is bizonyitottuk.

Megjegyzendd, hogy a tétel igaz abban az esetben is, ha azt
tessziik fel, hogy f(a és f(b) kiilonbozs eldjelliek és f”(z) allando
elGjelii (@, b)-ben, az Gsszes lehetséges esetek a targyalt esetre vissza-

%/WI\"

2. dbra.

vezethet6k gy, hogya fent bebizonyitott tételt f(— x)-re, — f(x)-re,
illet6leg — f (— «)-re alkalmazzuk. Mind a négy esetet a 2. dbra
szemlélteti.

Altaldnos megjegyzések az iterdciorél: A NewroN-féle gyok-
kozelit6 eljaras specidlis esete az tgynevezett iteraciés modszereknek.
Legyen adva az z = g(z) egyenlet és induljunk ki egy x, kozelité
értékbsl. Képezzilk az x,, @3, ... sorozatot a kévetkezSképpen:

(10) Tnt1 = g(xn) ('l’l/ = 1: 2: 3) Gk ‘)‘

Kérdés, milyen x, kezd8érték mellett fog x, konvergalni az x = g()
egyenlet egy gyokéhez? ElGszor vizsgaljuk meg azt, hogy atvihetd-e
az 4ltaldnos esetre az a tétel, amelyet a NEWTON-mbdszer esetében
beblzonylbottunk hogy minden gytk koriil van egy ,,konvergencia-
intervallum‘‘, azaz olyan intervallum, amelynek barmely pontjabol
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elindulva az iteracid konvergal a gyokhoz? Konnyu belatni, hogy
ez attol fiigg, hogy |g'(§) | <1, vagy |¢'(§)|> 1, ahol £ az
t—a(r) egvenlet :zobanforgo gyoket jelenti. Tegy iik fel el6szor,
hogy |g'(§) | < 1, be fogjuk bizonyitani, hogy ekkor van kon-
vergencia- 1ntervallum £ koriill. Ebben az esetben a & gyokot
attraktiv (vonzod) gyoknek — vagy allraktiv fizponinak — nevezik.
(Azért beszélhetiink itt fixpontrél, mert ha & = ¢(§), ez Ggy is
felfoghat6, hogy a szamegyenesnek ' = g(x) oOnmagara valo
leképezésénél a & pont 6nmagaba megy at.) A bizonyitas rendkiviil
egyszer(i: mivel feltettiik, hogy [¢'(§) [ < 1, ﬁlegadhat()k olyan
h > 0 és 0 < g < 1 szamok, hogy a (E — h, & + h) intervallumban
| ()| < q. De akkor, ha xl a(E—h.E+R) mtervallumban fekszik
&y — &= g(x;) — gE) = g(E+ I (&, — ¥)) (x,—E&), ahol 0 < I < 1,
tehét feltevéseink értelmében |x2 tl<gq|xy —E&| Hasonlé-
képpen belathaté, hogy |z, ., —§| < ¢® |a;1 — & |, vagyis x,.,
valoéban konvergal &-hez. A most bevezetett terminolégidval
mondhatjuk, hogy a NEwroxn-féle gyokkozelitésnél, amikor a g(x)

)

fiiggvény « — " -szel egyenld, f(x) minden gyéske attraktiv gyok,
%

vagy mas szoval az 2’ = N(z) leképezés minden fixpontja attraktiv.
Nézziik most azt az esetet, amikor | g(£) | > 1. Ebben az esetben
E-t repulziv (taszitd) gyoknek, vagy repulziv fixpontnak nevezziik,
és ki fogjuk mutatni, hogy ebben az esetben semilyen kezd8érték
mellett nem konvergdl az x, sorozat &-hez (kivéve azt a trividlis
esetet, hogy egy bizonyos n-tél kezdve z, = §.) Ugyanis ha z,
konvergal &-hez és x, =~ & semilyen n-re, akkor minden # > 0-hoz
meg’adhato olyan =, hogy |2, —%|<h és ugyanakkor
| Zny1 — & | < |@p — & Ez belathato peldaul ugy, hogy ebben az
esethben u, — Max |, — & £| is 0-hoz tart, de viszont u, > w4,
k>n

tehat ha u, 4 0 semilyen n-re, akkor végtelen sokszor u; > 4,1,
amib6l mar az allitas kovetkezik, mert ha », > u,, ,, akkor sziikség-
képpen |x, — & | > |24, — & |. Mdsrészt viszont

(11) @iy —E=g(@) — g (§) = ¢'[§ + F@ — &)] (2 — §),

ahol 0 < & < 1, tehat mivel feltettiik, hogy | ¢'(& | > 1, talalhato
olyan kis & > 0, hogy ha |z —'_ % h akkor |-¢’(x) | > 1, vagyis
(11)-b6l | g4y — &| > | @ — I:l‘,, £ < h, ami ellentmond
annak, hogy «, konvergal &- he7 s

Ha az x, kezd&értékbol kiindulva Lepezzuk BT~y 4oy g (s)
sorozatot, elképzelhetd, hogy bizonyos szamt lépés utan vissza-
jutunk az z, kezdGértékhez, azaz ¥y, = x,. Ebben az esetben az is
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igaz, hogy az z,, @, . .., 2x szdmok barmelyikét vilasztva kezdd-
értéknek, k& 16pés utdn megint visszajutunk a kiinduldsi értékhez.
Az ilyen z,, z,, ..., x; pontesoportot k-adrendii ciklusnak nevezziik
az x = g(x) egyenletre nézve. Ha bevezetjik a go(z) = g(g9(x)),

. o ni1(®) = g(g.(x)) jeloléseket, akkor latjuk, hogy az &’ = gi(x)
leképzés minden fixpontja egy k-adrendi ciklus egy eleme és meg-
forditva egy k-adrend(i ciklus minden eleme fixpontja az 2" = g;(x)
leképezésnek. Tegyiik fel, hogy xy, @, . .., ; egy k-adrendi ciklus
az x = g(x) egyenletre nézve. Ebben az esetben g(x) derivaltjanak
értéke az x,, x,, ..., xx helyeken egyenlS, mégpedig:

(12) gi@i) = g'(®1) g'(®2) ... g'(@m) (G =1,2...k),

amint ez a figgvény fliggvényének differencialési szabalyaval
belathaté. Ezekre az iteracitkra vonatkozd egyszeri megjegy-
zésekre lesz sziikségiink a tovdbbiakban. Olyan fixpontokkal,
ahol ¢'(§) = 1, nem foglalkozunk, mert erre nem lesz sziikségiink,
csak megjegyezziik, hogy ezeket hatdrozatlan fixpontoknak nevezik.

A NEWTON-féle eljdrds szinguldris pontjai. Legyen adva egy
f(z) = 0 egyenlet. Szinguldris pontnak fogunk nevezni minden olyan
z, pontot, amelybdl elindulva a Newron-féle eljards nem konvergal
az egyenlet valamelyik gyokéhez. Legyen 5 az f’'(x) = 0 egyenlet
egy gyoke, amely nem gytke egyben f[(z)= 0-nak is. Akkor
— amint ez szemléletesen is evidens (ugyanis az érintd parhuzamos
lesz az x tengell) el és igy azt nem fogja metszeni) N(y) nem
értelmezhetd és igy az eljards mar az elsd 1épésnél elakad. Haﬁonlo-
képpen szingularis pont minden olyan pont, amelybdl, mint kezd6-
értékbdl elindulva a Nuwron-féle kozelités iteralt alkalmazasdval
véges 1épés utdn f'(x) egy olyan gyokéhez jutunk, amely f(z)-nek
nem gyoke. Mindezeket a pontokat elséfaji szinguldris pontoknak
nevezziik. Jeldljiik y = N(x) inverz fiiggvényét & = N_(y)-nal,
megjegyezve, hogy nem mindig talalhato6 olyan « érték adott y-hoz,
amelyre y = N(z) és ha talalhato, akkor dltalaban t6bb ilyen pont
is van, azaz N__l(y) altalaban tobbértékii fiiggvény, amely nines
az egész szémegyenesen értelmezve. Krtelmezziik tovéabb az
N_.(y) fiiggvényeket a kovetkezs rekurziv modon:

(13) No)=N_y N—g—n(y) (*k=23,...),
akkor mondhatjuk, hogy az Osszes elsofaju szingularls pontok
eléallithatok N_,(p) alakban, ahol f(y) =0 és f(y) 0. Ilyen-

mobdon legfeljebb mec'smmla,lhato sok elsofa]u szmgulams pont van.
Geometriailag az el:,ofaju szingularis pontokat a kovetkezSképpen

4 Matematikai Lapok
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taldlhatjuk meg: vessziik a gérbe Osszes széls6értékhelyeit, tovabbs,
a gorbe azon pontjainak talppontjit, amely pontokban htzott
érint6 valamely szélsGértékhely talppontjaban metszi az « tengelyt,
tovabbé a gorbe azon pontjait, amelyekben htGzott érints az el6bb
emlitett pontok talppontjaiban metszi az a tengelyt, s. 1. .

Az els6faju szingularis pontokkal még nem meritettiik ki az
Osszes szinguldris pontok halmazat. Legyen ¢4, ¢y, . . ., ¢, k-adrend(
ciklus az x = N(z) egyenletre nézve, akkor a c, pontot vélasztva
2, kezd&értéknek, @, = ¢;, ahol n = j mod £, tehat z, nem konvergal
sehova. Ugyanez a helyzet, ha a ciklus barmely elemét valasztjuk
kezd8értéknek, vagyis az x = N(z) egyenlet minden /k-adredii
ciklusdnak minden eleme is szinguldris, ezeket nevezziik mdsodfaji
szinguldris pontoknak. Mivel ezek létezése nem olyan nyilvanvalf,
mint az els6faju szinguldris pontoké, bemutatunk egy példat:

3

Legyen f(x) = 2® — 2, ebben az esetben N(2) = 3—-9;—:”-—1 Keressiik
7 4 —_—
meg a mdasodrendl ciklusokat, azaz az N (N(x)) = x egyenlet
gyokeit. Ez az egyenlet dtalakitds utdn z. (20 28 — 3928 | 2724 —
— 9 a2 4 1) = 0 alakra hozhaté. Mivel az f(z) = 0 egyenlet minden
gyoke egyben gycke N (N(z)) = x-nek is, az el6bb kapott egyenlet
oszthat6 kell, hogy legyen (a® — x)-szel. Az osztds elvégzése utan
a 20x% — 192% 4 822 — 1 = 0 egyenletet nyerjiik, vagyis 22 = z-re
a 202° —192? 4 8z — 1 = 0 egyenletet. Ennek az egyenletnek
34+4)7
8

egyetlen valés gyoke z — -;— , komplex gyotkei , aZaz

=N (N(z)) valés gyokei z = i_v%, tehdt az 2 —ax =0

egyenlet egyetlen méasodrendfi ciklusa a - V—}:g, il pontpar.

Vs
Ha tudtuk volna el6re, hogy csak egy valés masodrendf ciklus van,
azt egyszeribben is meghatarozhattuk volna, ugyanis ha ez a
pontpér (u, v), akkor sziikségképpen # = — v, hiszen mdaskép
— mivel az f(x) fiiggvény paratlan — (— u, — ») is mésodrendfi
ciklus volna. Vagyis akkor egyszerfien kiindulhatunk az = —N(x)
egyenletbdl, ami dtalakitva z . (5 22 — 1) alakra hozhatd, és igy
1 ,

Vs |

A NEWTON-féle modszer vizsgdlata tetszoleges kezddérték melleti.
A kovetkezkben csak olyan fiiggvények vizsgdlatara szoritkozunk,
amelyek a (— oo, + co) intervallumban kétszer folytonosan

rogton megkapjuk a - pontpart. (1. 3. 4bra)

—
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differencidlhatok és amelyek mésodik derivaltja monoton névekvé
minden valés z-re. Ha f(z) ilyen fliggvény, az f(x) = 0 egyenletnek
legfeljebb hérom gyéoke lehet, hiszen ha négy gyoke volna, akkor
. f'(»)-nek legalabb harom gyoke és f'’(x)-nek legalabb két gyodke
volna, ami ellentmond f”/(#) monotonitdsinak. A kovetkezGkben
még azt is feltessziik, hogy f (x)-nek pontosan hdrom kiilonbozé

3. dbra.

egyszerli gyoke van, legyenek ezek 4 < B < (. Az enlitett
fiiggvényosztaly tartalmazza példaul az

(14) fe) = o™+l —pa + ¢
fiiggvényeket (n = 1, 2, ...), ahol p pozitiv és
1
L L T
15 <2n
(15) 1< 2n( 2]

(igy példdul az 4. n. kamatldb-probléma esetében ilyen fiiggvény
gyokét kell meghatdroznunk). Ugyanis a (14) 4ltal definialt fiigg-
vény esetében f”(z)= (2% + 1) 2n.2?"—1 monoton névekvd
és igy f(x) = 0-nak legfeljebb hdrom gyoke lehet; azt pedig, hogy
harom kiilénb6z6 gyoke van, gy lathatjuk be, hogy az y = 2?7+ —
— px figgvény a szélséértékhelyein felvett értékek, azaz :

1 1
14— ; 14—
—2n|—P o és +2n ( P ks
2n 4+ 1 2n+1
értékek kozé es6 minden értéket pontosan haromszor vesz fel

(1. 3. 4bra). A vizsgalt fiiggvények esetében be fogjuk bizonyitani
a kovetkezd allitasokat:

4%
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a) Az f(x) = 0 egyenletre vonatkozblag szinguldris pontok
halmaza megszdmlalhat6, mégpedig az els6faja szinguldris pontok
végtelen sorozatan kiviil csak két masodfajt szinguldris pont van,
amelyek mésodrendd ciklust alkotnak.

b) Tetszéleges kis pozitiv ¢-hoz megadhato olyan ¢ hosszusagu
intervallum és abban olyan a, b, ¢ pontok, hogy ha a-t, b-t, illet6leg
c-t valasztjuk kezdéértéknek, a Newron-féle médsze rel kapott
kozelitéértékek sorozata rendre az A, B, illetéleg C gyokhoz
konvergal. Mas széval el6fordulhat, hogy az z; kezddérték tetszé-
leges kis megvaltozdsa folytin az a, sorozat hatdrértéke ugrds-
szerien valtozik.

Ezenkiviil minden x, kezdGértékrdl el fogjuk tudni donteni,
hogy onnan kiindulva konvergal e a NEwroN-féle eljaras és ha igen,
melyik gyokhoz.

Nézziik ezen allitasok bizonyitasat. El6szor is jelsljilk a
fiiggvény (egyetlen) maximumhelyét «-val és (egyetlen) minimum-
helyét B-val; nyilvan fennall (ha — mint el6bb — A, B és C jelslik
f(x) gyokeit)

(16) Y T N (el O

Az 2 = g hely legyen az y = f(») fiiggvényt dbrazolé gérbének
(egyetlen) inflexiéspontja; nyilvin « << o << 8. Az, hogy o < B,
vagy o > B, a targyalds szempontjab6l nem ]elent kulonbseget
az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjitk, hogy o < B.
Az inflexiéspontban htizott érint6 p és B kozott metszi az a-tengelyt,
ezt a helyet nevezziik o-nak. Geometriai meggondoldsokkal kénnyen
belathaté, hogy az y = N(z) egyenletnek adott y mellett hdrom
megoldédsa van, ha y a (— oo, 4), (0, B), vagy (C, + oo) inter-
vallumok valamelyikének belsejében fekszik, egy megoldisa,
ha y az (4, o) vagy (B, C) intervallumok egyikének belsejében
fekszik, tovabba ha y = A, y = g, vagy y = C és két megoldasa,
ha y = B. Ilyen médon N_ () és N_(3) egyértelmiien értelmez-
heték minden k-ra; a révidség kedvéért legyen ay =«, By, = és .
(17) oy = .N_k(a), ﬂk = AT_;‘.([))) (k = 1, 2, 3, e )

Konnyen belathaté, hogy ezen pontok elrendezése a kovetkezs:

BB g < S0 S ke 5P
(18) és .

Piotiay B s > By 0 > B S esia o Bekde > s o B,
Ezen «; és B pontok szinguldris, mégpedig els6faju szingularis

pontok. (18)-b6l lathatsé, hogy lim asp = A- és lim appyq = u

k> o k- »
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hatarértékek léteznek, tovabba, hogy lim By =21 és
k> o

lim Bor = u, ahol 2 < ¢ < B < u. Ebbél azonban az is belathato,

k>

hogy a A és u pontok masodrendii ciklust alkotnak, ugyanis

(19) N(l) = hm N(azk) TR A2k—1 — M
k> o k> o

8-

(20) N(u) = lim N(ag + 1) = lim ag = A.
k> o k=> o

Méarmost nézziikk -meg, hogy tetszblegesen vialasztott kezdéérték
mellett mikor és melyik gy6khoz konvergal a Newrox-féle eljaras.
A (4, u) intervallum kivételével ezt igen egyszeriien eldonthetjiik.
A Fourier-féle kritérium értelmében, ha 2, a (— oo, A) inter-
vallumban fekszik, z, - 4, tovdbbd, ha x, a (C, 4 oo) inter-
vallumban van, akkor z, > C. Ha 2z, az (4, «) intervallumban
van, akkor x, << A, tehat ebben az esetben is x, - A4; ugyanigy
ha 2, a (3, C) intervallumban van, z, > C és igy x, —» C. Rovidség
kedvéért olyan intervallumot, amelybdl tetszblegesen valasztva
az x, kezdbértéket x, az A (ill. B, ill. C') gyokhoz konvergal, A-inter-
vallumnak (ill. B-, ill. C-intervallumnak) nevezziik. Az el6z6 meg-
gondolast folytatva konnyt belatni, hogy (far+1., @ory2) €s
(eeox+1, B2x) A-intervallumok, tovabba, hogy (w2, Bax+1) €és
(Bok+2, azxs1) C-intervallumok (k= 0, 1, 2, ...). Ilyen médon,
ha A-t6l A-ig haladunk, valtakozva A4 és C-intervallumokba jutunk,
amely intervallumok hossza 0-hoz tart, hasonléképpen C-t6l
visszafelé u-ig haladva C- és A-intervallumok véltakoznak egymés-
sal. Azt is konnyen beldthatjuk, hogy A-t6l A felé haladva ugy
az A-intervallumok, mint a C-intervallumok hossza monoton
csokken és ugyanez a helyzet, ha visszafelé C-t6]1 u felé haladunk.
Mais sz6val bebizonyitjuk, hogy

ontg — Bokvr < ok — Bor—y 68 fox — amyqy < ﬂ2k—.2 — Oop—1
(21)

és ugyanigy -

Borir — @ < ﬂ2k71 — Ook—g 68  Okiy — ﬂ2k+z < azk—1 — Bk
(22) =128

Elegendé a (21)-ben szerepld elsé egyenl6tlenséget bebizonyitani,
a masik hirom egyenltlenség bebizonyitdsa ugyanlgy megy.

Tekintve, hogy Bax—y = N [N(B2k+1)] €8s a2 = N [N(a2k+2)]s
tovabbd felhaszndlva, hogy
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(23) 2 ¥ (x0) =102 (@0)
kapjuk, " hogy
02k 42
(24) ww — fua = [ H(t) H(N())de.
B2k i1

Allitdsunk be lesz bizonyitva, ha kimutatjuk, hogy a szébanforgd
Osszes intervallumokban, tehdt ¢ és 1 kozott fekvd minden ¢-re,
H(t) H (N(t)) > 1. Tekintetbe véve f(z), f'(x) és f"(x) elGjelét,
novekedését, ill. esokkenését, latjuk, hogy H(t) az («, 1) interval-
lumban negativ, |H(f)| ugyanitt monoton csékken, a (u, )
intervallumban H(f) ugyancsak negativ, de |H(f)| monoton
novekszik. Mivel nyilvanvaléan H(e) = H(8) = — oo, tovabba
ha ¢ az (e, 1) intervallumban fekszik, akkor N(f) a (u, ) inter-
vallumban van, végiil pedig tekintetbe véve azt, hogy N(i) =y,
belatjuk, hogy allitdsunk bizonyitidséhoz elegends kimutatni, hogy
H(2) H(un) > 1. Ezt a kovetkezé meggondolassal lathatjuk be: H(t)
a (4, o) intervallumban negativ, abszolit értéke csokken, (o, B)
intervallumban pozitiv, (B, u)-ben Gjbol negativ és abszolut érték-
ben novekszik, igy tehat

B 0 :
u—B=N()—B =I(— H(t)) dt if (— H(t)) dt < (B—2) (— H(2)).
(25) % A

Misrészt

12
(26) B—2=B—N@) =[(— H®)dt = (« — B) (— Hw)).
B

Osszeszorozva (25) és (26) bal- és jobboldalait és az igy kapott
egyenlGtlenséget (B — 1) (u — B)-vel elosztva nyerjiik, hogy
1 < H(A) H(u). Ilyen médon még toébbet is bizonyitottunk be,
mint amennyit (21) els§ egyenlétlensége kivan, ugyanis azt, hogy

(27) asy — Bor—y > H(R) H(u) (Bor—y — oe20)-

Vizsgéljuk meg ezekutin az eddig kihagyott (i, u) inter-
vallumot. Megint csak Fourirr kritériumat haszndlva kapjuk, hogy
(0, B) B-intervallum. Mivel az inflexiéspontban huazott érinté
g-ban, tehat a (¢, B) intervallum belsejében metszi az x tengelyt,
még p-t6l balra egy darabig meghosszabbithatjuk ezt a B-inter-
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vallumot pontosan addig a pontig, amely abszcisszahoz tartozd
gérbe-pontb6l huazott érinté éppen B-ben metszi az x tengelyt.
Ezt a pontot B,-nek nevezziik, tovabba az N_;4.(B;) = N_x(B)
pontot Bj-val jeloljiitk. Hasonl6 meggondoldssal, mint az el6bb,
belathaté, hogy a B gyokot koriilvevé B-intervallum fokozatosan
kib&vithets, mégpedig mivel

}b<-.-<sz+1<B2k_1<-..<B3<B1<Q<B2<
(28) S e e S Rl e T
ha bevezetjik a hm sz—1 = Jés hm Bz,( = ' jeloléseket, azt

kapjuk, hogy a (A’ [.() 1ntervallum “B-intervallum. Ki fogjuk
mutatm hogy A = A és ¢’ = . Annyi nyﬂvanvalo hogy y Iy i
és p < u, tovébba azt is konny(i belatni, hogy (1', u’) is mésod-
rend@ ciklus, ugyanis

N(V) = lim N(By—,) = lim By, = o’
(29) és i i
N(w') = lim N(By) = lim Byyy = 1.

Ugyanazzal a meggondolas sal mint az elobb klmlltathat]uk azt
is, hogy

(30) H() H') > 1.

Mivel | H(#) | a (4, 4”) intervallumban monoton csokken és a (¢, u)
intervallumban monoton né, tovabba ha t végigfut A-t61 1’-ig,
akkor N(t) végigfut visszafelé w-t61 wu’-ig, tehat H(t) H (N(t))
monoton esokkend a (4, ) intervallumban. Tekintetbevéve (30)-at,
azt kapjuk, hogy

(31) H(t)H (N(t)) > 1

az egész (A, ') intervallumban. Legyen most ¢; a (4, 1’) intervallum
egy tetszéleges belsé pontja, legyen t, = N (N(t,)), ..., b=
= N (N(tx—;)), . - -, akkor, mivel

(32) ¥ —te =N (NQ)) — N (N(t—y)) =

1!
= J‘ H(t) H (N(t)) dt > 2" — ti—y,
tk—1 :

a 1, sorozat monoton csokken. Tekintve, hogy #. > 1, a # sorozat
konvergél egy A” hatérétékhez (A < 1” < 4’). De akkor sziikség-
képpen 1”7 a t' = N (N(¢)) leképezes fixpontja. Azonban (31)-re
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valé tekintettel repulziv fixpont, marpedig az iteraciora vonatkozéd
altalanos megjegyzések soran lattuk, hogy repulziv fixpontot nem
lehet iterdciéval megkozeliteni, vagyis ellentmondésra jutottunk
azzal a feltevéssel, hogy 4 £ 2/, mas széval bebizonyitottuk, hogy
A = A és igy azt is, hogy u = /. Ilyen médon a targyalt fiiggvény-
osztaly esetében teljes attekintésiink van arra vonatkozolag, hogy
barmilyen valés x; kezdéértékbdl kiindulva a NewroN-féle eljaras
konvergal-e valamelyik gyokhoz, vagy nem. Lattuk, hogy az
eljaras mindig konvergil az A, B, C' gyokok valamelyikéhez,
kivéve, ha x; az «, és B els6faju szinguldris pontok (k =0, 1, 2, ...)
valamelyikével, vagy a (i, u) mésodfaju szinguldris pontpéar
valamelyikével egyenld. Ezzel az @) alatti allitdsunkat bebizonyi-
tottuk. A b) allitds bizonyitasa is mar elvégezhetd: Tekintettel arra,
hogy a 4 és u pontok efyrészt a B-intervallum végpontjai, masrészt

”_

a masodik oldalrdl 4- és C-intervallumok s{ir(is6dési helyei, minden

a A és u pontokat koriilvevd (l — ;’ A+ —;] , illetve |u ——;, u+ —;}

intervallum bir a kivant tulajdonsdgokkal.

Ezen dolgozattal az volt a célunk t6bbek kozott, hogy ramu-
tassunk, mennyire bonyoliltta valik a NEwTon-féle eljaras konver-
gencia-problémaja, ha nem szoritkozunk az egyes gyokoket koriil-
vev{ kicsiny intervallumokra, hanem a kezd§értékeket tetszélegesen
valasztjuk, és felhivjuk a figyelmet arra, hogy milyen megleps
tényekkel és érdekes problémékkal taldlkozunk ezen a téren. Befeje-
zésiil néhdny érdekes problémat emlitiink meg:

1. Igaz-e, hogy ha f(x) csupa valés gyokkel biré polinom,
akkor a szingularis pontok halmaza megszamlalhat6?

2. Megadhaté-e olyan f(x) polinom, amelynek van valds
gyoke, de a szingularis pontjainak halmaza tartalmaz egy inter-
vallumot?

O METOAE HLIOTOHA

Obmenspecranii mero) Heorona jas npudanmenns gopuei ypas-
HeHn f(x) =0 cocrofAT B TOM, YTO HCXOAA M3 HEKOTOPOrO HEPBOTO
NPHOAMGKEHNA @y, TOCTPOHM I0CAEA0BATEABHOCTh Z, + 4 = N (2,),
f(x)

f'(x)

B crarse H310/KE€HB IPOCTHIE AO0KA3aTEALCTBA RJAACCNYECKHX

pesyapraros o Meroje Hrplorona, jasee gokasaHa caeAyoNad TeOpeMa:

rae N (z) e
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nyerb [ (x) MOHOTOHHO BO3PACTaloUlAd ®YHENHA, H HPEATOAOKHM
uro ypasHenne f(x)=0 mumeer Tpéx Ekopmeii: A, A, Aj Ilocae-
AOBATEABHOCTH %, CXOAHTCA K OAHOMY u3 kopueii 4; (i=1,2,3)
ALA BCAROTO 3HAYEHHS 2y, EPOME AAd HAEMEHTOB HEeKOTOPOIo Cuér-
HOTO MHOKECTBA £ CHHTYAAPHHX ToUek. Jdasg Bearoro & > 0 cyumect-
Byer mHTEpBad (1,{-&) m B HEM TPH TOYKH @; TAE 4T0 A &=
x, cxoanrea k A; (7 =1, 2,3). Decrasans Tak#e HEKOTOPHE T'HIIO-
TE3H B TOM e HANpPaBACHHIL.

ON NEWTON’S METHOD OF APPROXIMATION

The classical method of approximating the roots of an
equation f(z) = 0 consists in that, starting from an arbitrary first
approximation x,, we form the sequence x,,, = N(x,) where

Nx) = x — f(i) After discussing classical results concerning
% :

’

Newton’s method in a simplified manner by using the integral
formula (4) for N(x), the following theorem is proved: Let us
suppose that f”(z) is monotone increasing for all  and that f(z) = 0
has exactly three real roots 4; (i = 1,2,3). The sequence x, conver-
ges to one of the roots for every choice of 2, except for 2; belonging
to an enumerable set B of singular points, which can be explicitly
given. For any & > 0 there exists an interval (,f + &) and in this
interval three points a;, (t <ai <t -+ & @ = 1,23) having the
property that if #; = «;, x, converges to 4; (¢ = 1,2,3). Some con-
jectures in the same direction are stated.



