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A valodsziniiségszamitas az elmult néhany évtizedben hatalmas fejlodésen
ment Kkeresztiil. Elsdsorban szovjet matematikusoknak, Sz. N. Bernsteinnek,
A. J. Hincsinnek, A. N. Kolmogorovnak és kovetdinek koszonhetjiik, hogy az
orosz valdszinliségszamitdsi iskola, tovébbfejlesztve P. L. Csebisev, A. A.
Markov és A. M. Ljapunov hagyoményait, a valoszinliségszamitas szilard elvi
alapjait megteremtette, és atfogdé hordereji maédszereket dolgozott ki. Munkas-
saguk nyoman, amely vilagszerte nagyszamu kovetfre taldlt, a valdszindiség-
szamitds elszigetelt részleteredmények Osszeségébll Osszefiiggd, mély elméletté
alakult. A valdsziniiségszamitas ma is rohamosan fejlédik tovabb, és minden
ujabb eredménye a megoldatlan probi{mdak tucatjat veti fel, de mér jelenlegi
fejlodési fokan is a matematika egyik legfontosabb fejezetévé valt attalanos
elvi szempontbol is, kiilondsen pedig gyakorlati alkalimazasainak széleskorii
skalaja folytan, és jelent8sége egyre ndvekszik. Az anyagi vilag megismerésére
és megvaltoztatasdra irdnyuld torekvéseknek, a természettudomanyoknak, a
valoszintiségszamitas felbecsiilhetetlen segédeszkize. Eppen ott nyujt segitséget,
ahol mas modszerek cs6dot mondanak, a véietlen jelenségek teriiletén. A valo-
szin(iségszamitas alkalmazhatosagi kore azokat a természeti és tarsadalmi
jelenségeket dleli fel, amelyeknél igen nagyszamu, kiilon-kiilon a véletlentd!
fliggé esemény Osszeségében pontos €s szigorit érvényil torvényszeriiségeket
mutat fel. llyen jelenségekkel taladlkozunk a fizikdban, a kinetikus gazelméletben,
a Brown-féle mozgds vizsgdlatanal, a radiéaktiv bomlas, a kozmikus sugarzas,
az elektroncsovek tanulmédnyozasidndl, de ugyandgy taldlkozunk ilyen
jelenségekkel a csillagészatban a csillagoknak a térben valé elhelyezkedésének,
a napfoltoknak a vizsgélatdnal, a geoldgidban, az id6jaras és a csapadék inga-
dozasainak vizsgalatdnal, a meteorolégidban, a hidrolégidban, és a természet-
tudomanyok mas teriiletein. Hyen jelenségekkel taldlkozunk az ipari tomeg-
termelés mindségi ellendrzésével, a tiizérségi tiiz irdnyitdsdval kapcsolatban,
a tavkozlés, a kozlekedés problémainak vizsgalatanal, és a tarsadalmi élet leg-
kiilonboz6bb jelenségeinek statisztikai feldolgozdsaval kapcsolatban. A labora-
toriumi orvosi, biolégiai kisérletezésnek, a mezégazdasagi kisérleteknek is nél-
kiilozhetetlen segédeszkoze a valdszinliségszamitds. A valdszinliségszdmitas
altalanos modszerei és eredményei a gyakorlati problémdk szazaibdl, azok
koz0s matematikai tartalmanak kihdmozasa utjan fejlgdtek ki. Nincs még egy
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aga a matematikanak, amelynek a gyakorlattal valé szoros kapcsolata, termé-
keny kolcsonhatasa, az emberiség sziikségleteibd! valo kifejlddése olyan nyilvan-
valé volna, mint a valdsziniiségszamitds. A valdszin(iségszamitas fejlGdését
hosszu ideig hatraltatta alapfogalmainak tisztazatlansaga. Tobb kisérlet tortént
a valosziniiségszamitds elvi alapjainak tisztdzasara. Azok a kisérietek, amelyek
a valoszinliség fogalmanak hamis, szubjektiv idealista, felfogdsat vették alapul
mint példaul B. de Finetti, vagy machista értelmezésébd! indultak ki, mint
példaul R. v. Mises és kovetdi, szitkségképpen zsdkutciba vezettek.t2 A valo-
szinfiségszamitas elvi kérdéseinek objektiv, materialista tisztdzdsat és a
valészinfiségszamitas matematikailag exakt megalapozasat Kolmogorov kor-
szakalkoté munkdassdganak koszonhetjiik.> Kolmogorov és a szovjet valo-
szinségszamitasi iskola eredményei kovetkeztében ez a probléma ma mar
lényegében megoldottnak tekinthetd, és az alapok tisztazasa lehetdvé tette
a valoszintiségszamitads zavartalan fejl6dését. Mint ismeretes, a valo-
sziniiségszamitds matematikailag szabatos megalapozasa a valés fiigg-
vénytan és a halmazelmélet, pontosabban a mértékelmélet segitségével
sikeriilt. Az eziranyu kutatdsok oly mértékben magukra vontdk a matematiku-
sok figyelmét, hogy sokan a valésziniiségszamitds »belsé« problémai felé for-
dultak, és ezaltal elfordultak a valészinliségszamitas gyakorlati alkalmazasainak
aktudlis problémaitél. Ez kétségteleniil sziikséges folyamat volt, és bar még
ma is sok megoldatlan »belsé« problémaja van a valoszin{iségszamitasnak, nem
volna helyes, és nem vinné eldre a fejlédést, ha ez a helyzet dllandésulna, és a
kutatok tovabbra is a valdszinliségszamitas matematikai alapjainak csiszo-
lasara helyeznék a f6 sulyt. A valdszindiségszamitds tovabbi fejlédését — amint
azt A. N. Kolmogorov az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson tartott eld-
adasaban kifejtette — az viszi leginkabb eldre, ha a valdszin(iségszamitas miivel6i
fordulatot hajtanak végre a gyakorlati problémak felé. Valoban az a helyzet,
hogy bar egy atfogd valésziniiségszamitasi elmélet alapjai és kdrvonalai ma mar
teljesen tisztan allnak elGttiink, a gyakorlati alkalmazasok terén még igen
gyakran elavult, vagy az altalanos elmélettdl elszakadt, ad hoc mddszereket
hasznalnak, és az atfogé egységes szempontok hidnyoznak. Legjobb példa erre
a statisztikus fizika (beleértve mind a klasszikus, mind a kvantumstatisztikat),
ahol a legut6bbi id6kig fogalmilag zavaros és matematikailag kezdetleges madd-
szerekkel operaltak, amig a legutobbi években A. J. Hinesin®’ meg nem mutatta
hogyan lehet ezeket a kérdéseket a wvaloszinliségszamitas mai fejlett
modszereivel teljesen vildgos és matematikailag szabatos médon téargyalni.
Ezzel kapcsolatban rdviden ki kell térnem a matematikai statisztika mai
helyzetére is. A nyugati, kiilondsen az angolszasz allamokban a matematikai
statisztika hangadé képvisel6i a matematikai statisztikat a wvalosziniiség-
szamitastol elvalasztva igyekeznek fejleszteni. Bar kétségteleniil sok értékes
részleteredményt értek el, eredményeik megbizhatdsagat nagymértékben
csokkenti az elvi tisztdzatlansag, kiilondsen az egyes modszerek alkalmaz-
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hatdsagi hatérai vizsgalatanak szinte teljes elhanyagoldsa. A zavart még fokozza,
hogy azokat a szakembereket, orvosokat, biologusokat, akik a matematikai
statisztika modszereit a maguk teriiletén alkalmazzdk, a matematikai
statisztikdnak ezek a szakemberei nemcsak hogy nem intik dvatossagra, hanem
inkdbb batoritjak az elvi kérdések elhanyagolasara. Ez pedig arra vezet, hogy
a matematikai statisztika modszereit igen gyakran kritika nélkiil, kontar
mddra alkalmazzak, és igy helytelen Kkovetkeztetésekre jutnak, ami e
tudomanyok fejlédését gatolja. Hogy csak egy kozismert példat
emlitsek, az tgynevezett »szignifikdns differencia« moédszere, amely annak
eldontésére szolgdl, hogy egy kisérletsorozat eredményei kozotti eltérés
véletlen vagy szisztematikus jellegli, az orvostudomanyi kutatédsnak hazankban

is mindennapi kenyerévé véit, de csak kevesen tudjidk és veszik figyelembe,

hogy ez a mddszer csak normalis, vagy legaldbbis kozelit6leg normalis eloszlas
és fiiggetlen kisérietek esetében jogosult. Altalaban a leggyakoribb hibak kozé
tartozik a matematikai statisztika gyakorlati alkalmazésai terén az, hogy nem
vizsgaljak meg kell koriiltekintéssel, vajjon a vizsgdlt eloszlas normalisnak
tekinthetf-e, a normdlis eloszlds fogalmat misztifikaljak és ott is alkalmaz-
zak, ahol ez nem indokolt. Hasonloképpen nem vizsgaljak meg elég alaposan,
hogy a fiiggetlenség feltevése hol és milyen mértékben jogosult és kevésszamu adat-
bél indokolatlanul messzemené kévetkeztetéseket vonnak le (‘“‘kis mintak” el-
mélete.) A Szovjetunidban kialakult matematikai statisztikai iskola mentes ezekt6l
a hibaktdl, és mentes attdl a hamis, tudoménytalan felfogastél, amely a matema-
tikai statisztikat kiilonvalasztja a valdszinfiségszamitastol. Nem kisrészben ennek
tulajdonithatok a szovjet matematikusok ragyogé eredményei ezen a teriileten.
Val6éjaban az a helyzet, hogy a matematikai statisztika nem 6nallé tudomany,
hanem a valdsziniiségszamitas szerves része, nem alfhat meg az altalanos elmélet
nélkiil, amely éppen arra szolgal, hogy az egyes statisztikai modszerek alkalmaz-
hatosagi korét és érvényességi hatdrait tisztdzza; a valdszintiségszamitdstol
elszakitva a matematikai statisztika csak kontarsaghoz, tudomanyhamisi-
tashoz vezethet. Amikor Kolmogorov tGtmutatdsat kovetve azt hangsu-
lyoztam, hogy a valOszinliségszamitds kutatdi el6tt ma az a feladat ali,
hogy a megteremtett szilird matematikai alapokat elsajatitva és azokbdl
kiindulva a gyakorlati alkalmazasok irdnydba forduljanak, és az ott alkalmazott
modszereket igyekezzenek kritikailag feliilvizsgalni, rendszerezni és tovabb-
fejleszteni, ez a programm magaban foglalja a matematikai statisztika és a
valosziniiségszamitds kozott emelt mesterséges fal ledontését is. Széles perspek-
tivaja, nagy és komoly munkat kivané programm az, amely a valdszinliség-
szamitas terén dolgoz6 matematikusok elétt all. Megvaldsitdsdban az élenjaro
szovjet val6sziniiségszamitasi iskola oldaldra fel kell sorakozni a valdsziniiség-
szadmitas hazai mftvel6inek is, kiilonds tekintettel arra, hogy otéves terviink
megvaldsitasa, iparunk, természettudomanyi kutatdsunk fejlesztése hazdnkban
is tomegével veti fel a valészintiségszamitdsi mddszereket igénylé problémakat.
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Ezekkel a kérdésekkel ma még csak egy kislétszama csoport foglalkozik,
a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetében.
Ennek a csoportnak ki kell béviilnie, €s fiatal kutatokkal kiegésziilve, tudésat
elmélyitve kell dolgoznia, hogy a rd var¢ feladatokat eredményesen tudja
megoldani.

A valdszintiségszamitds gyakorlati alkalmazdsai terén keét problémakor
valik el egymastol meglehetdsen élesen, bar természetesen ezt a két probléma-
kort szdmtalan szal flizi egymashoz. Az elsé problémakor, amelyben a normalis
{Gauss—Laplace-féle) eloszlas jatszik kozponti szerepet, véletlentdl fiiggo
folytonos mennyiségekkel, folytonos valosziniiségi véltozékkal foglalkozik.
A masik problémakor, amelyben a megfelel§ kozponti szerepet a Poisson-féle
eloszlas tolti be, véletlen eseményekkel, azok bekdvetkezésének szamaval, tehat
egész értéki, diszkrét valdsziniiségi valtozokkal foglalkozik. Elméleti szempontbdl
a két fejezet kozill az els6 sokkal kidolgozottabb, de éppen ezért fontos a
masodik emlitett problémakor fejlesztése, kiilonds tekintettel annak gyakorlati
alkalmazasaira. Mai el6adasom célja képet adni errél a problémakorrdl, leg-
alabbis néhany alapvetd kérdésérél, érintve azok egynéhdny gyakorlati
alkalmazasat is.

Amint mondottam, az emlitett két problémakort sok szal kapcsolja Ossze,
igy példaul mind a Gauss-Laplace-féle, mind a Poisson-féle eloszlas torténetileg
elészor a binomidlis eloszlas hatareseteiként 1éptek fel, Mint ismeretes, ha &-vel
jeldljiik azt, hogy egy p valdszintiségli A esemény n fiiggetlen kisérlet kozil
hanyszor kivetkezett be, annak a valészintségét, hogy a & valoszin(iségi vaitozo
értéke egy k egész szadm legyen (k=0, 1, 2,...) a

et (1) - o @

képlet adja meg, ahol ¢ = 1 — p; a & valtozérél azt mondjuk, hogy binomialis
eloszlassal bir, Konnyen beldthatd, hogy & kozépértéke (varhato értéke) np,
szorasa 4/npq. Ez azt jelenti, hogy &-nek np-t6] valo eltérése igen nagy n mellett

npq nagysagrendii. Ezt az allitist még precizebbé lehet tenni és egyszeri
szamolassal ki lehet mutatni, hogy annak a valdsziniisége, hogy & értéke
np + av/npq és np + b+/npq kozé essék, konvergél a

G(b) — G (a) {2)
hatéarértékhez, ahol . £
1 S
G- —|e *a ,
vV 2x j (3)

-—

az 1. n. Gauss-Laplace-féle vagy normadlis eloszlasfiiggvény. Masszéval
b“ {2
lim > Btk ——— e Za.
oo, Vi 4)
=3y “




206 RENYI ALFRED

Ez az allitds a legrégebben ismeretes és legegyszerlibb specialis esete a valg-
szinliségszamitds 4. n. centralis kozépértéktételének. Ebben a formadban A.
Moivres-t0l szarmazik. A centralis kozépértéktételnek e globdlis forméja
mellett ismeretes egy lokalis formaja is, mégpedig

—_1_"‘_—ﬂ’)2
Bolhp) ~ -+ e 2Vipg

v 2anpyq

Kevésbbé ismeretes, hogy (4) akkor is érvényes, ha ugyanakkor, amikor n— c<,
p—>0, de oly médon, hogy np — oo. Ha azonban p tigy tart zérushoz, mikézben

n minden hataron tal nd, hogy limap egy pozitiv i szammal egyenld,
n-— oo

B)

akkor .

lim B, (k, p) = Fe_ = P(k, 4) (6)

n— co :

Az igy hatarértékként nyert eloszlast nevezik Poisson-féle eloszlasnak. A bino-
midlis eloszlas kozépértéke np és szordsnégyzete npg = np — np? is konvergal-
nak a Poisson-eloszlas kozépértékéhez, illetve szorasnégyzetéhez, és mindkettének
értéke 4. Ez egyébként a Poisson-eloszldsnak egy jellemzd (bar dnmagaban
természetesen tavolrél sem elégséges) ismertetjele, hogy tudniillik a kozép-
érték és szorasnégyzet szamértékben megegyeznek.

A Poisson-féle eloszlast a fenti modon, mint a binomidlis eloszlds hatar-
esetét Poisson fedezte fel?, jelentGségét azonban nem ismerte fel. Ez els6-
sorban L. v. Bortkiewitz8 érdeme, aki ramutatott a Poisson-eloszlas széleskorii
alkalmazhatodsagara a ritka jelenségek statisztikdjanal. Bortkiewifz a Poisson-féle
hatarértéktételt a kis szamok torvényének nevezte el, szembeallitva a centrélis
kozépértéktétellel, amelyet régebben a nagy szamok torvényének neveztek —
ma ez az elnevezés egy Bernouillitél szdrmazé és lényegesen kevesebbet mondé
tételcsoportra szdllt at, azokra a tételekre, amelyek a gyakorisagnak a vald-
szintiséghez valé konvergenciajara vonatkoznak. Ez az elnevezés meglehetésen
szerencsétlen. Itt valoban ritka eseményekrdl van szo (p — 0), amelyek ennél-
fogva a kisérletek koziil csak kis szdmban kovetkeznek be, azonban termé-
szetesen a Poisson-féle hatarelosztas éppen gy, mint a Moivre-féle, csak a
kisérletek igen nagy szama mellett tekinthetd jo kozelitésnek (hiszen feltettiik,
hogy m —» oo ). A Poisson-eloszlas problémakorét késébb R. v. Mises®, H. Pol-
laczek-Geiringer'®, Pdlya Gyodrgy?l, A. J. Hincsin®, és masok fejlesztették
tovabb. Ma maér tudjuk, hogy a Poisson-eloszlas jelentésége messze tulng
a binomialis eloszlds hatéresetenkénti feliépésén, tovabbd, hogy csak specialis
esete egy altalanosabb diszkrét eloszlascsalddnak, amelyre vonatkozélag nem-
régiben Aczél Jdnossal és [dnossy Lajossal egyiitt folytattunk vizsgalatokat.
Ezek eredményérél mas aikalommal szdmolunk be.*

* Megjeienik az Acta Mathematica Acad. Sci. Hung. I. 2. szamaban.
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A Poisson-eloszldsnak egy gyakori alkalmazidsat szeretném bemutatni,
illet6leg megmutatni azt, hogy egy konkrét problémaban hogyan 1ép fel a fent
vazolt valdszintiségszamitési séma. A probléma a telefontechnikabdl szarmazik.
Egy telefonkdzpontba valtozd, a t id6t6l fiigg6é idobeli siiriiséggel elre meg
nem hatérozhatd, a véletlentdl fiiggé idopontokban érkeznek hivasok. A hivasok
idébeli eloszlasarél a kovetkezd feltevéseket tessziik : annak a valdszinlisége,
hogy t és t 4 /t id6pontok kdzbtt hivas érkezzék, legyen p (f) At 4+ 0(4f).*
Annak a valészintisége, hogy ¢ és f 4 At kozott 1-nél tébb hivas torténjék,
legyen At-nél kisebb nagysagrendii. Feltessziik tovabba, hogy a kiilonboz6
idéintervallumok alatt torténd hivasok egymdstdl fiiggetlenek. Ezek a felte-
vések altaldnosabbak a telefontechnika irodalmaban hasznélatosaknal, ahol
ugyanis fel szoktak tenni, hogy a hivasok iddébeli siiriisége az 1. n. cstics-
forgalmi id0ben allandd. Keressiik annak a valdsziniiségét, hogy O és ¢ ido-
pontok kozott pontosan k hivas érkezzék a kozpontba; ezt a valészin(iséget
Py (f)-vel fogjuk jeldlni. Hogy ezt kiszamitsuk, osszuk fel a (0, f) idGszakaszt
n egyenld részre. Annak a valdsziniisége, hogy az r-edik szakaszon hivas tor-

rt\ t
ténjék, feltevésiink szerint ~ p (T) - Annak a valdszin(isége, hogy az

st t ‘
r-edik szakaszon ne torténjék hivds, ~ 1 —p (—n—) e Ennélfogva annak

a valészintiségét, hogy O €és f kozott pontosan k hivas torténik, kozelitGleg a
n

0 R B (T

s=1 "

SsEr(i=412,...,k

dsszeg adja meg, ahol az Osszegezés Kiterjed az dsszes, az
1, 2,...,n

szamok koziil kivalaszthatd k taga (ry, ry, . . ., r,) kombindcidkra. A (7) kifejezés
azért csak kozelitéleg egyenld a keresett valoszintiséggel, mert nem vettiik
figyelembe, hogy a részintervallumokon egynél tobb hivas is térténhet. Ha
azonban elvégezzitk az n — oo hatardtmenetet, akkor feltevéseink értelmében
az ebbdl szarmazé hiba 0-hoz tart, és igy nyerjiik, hogy a keresett valoszin(iség

) t k
‘J p(x)dx)
Py () = —0"—7{‘!‘““'3
masszéval, annak a valésziniisége, hogy a (0, f) id6tartamban pontosan k hivés

torténjék, Poisson-eloszlast kovet. Ha a hivasok iddébeli siiriisége allando,.

* o(4t) olyan fiiggvényt jeldl, amelyre lim o4y = 0.

At—0 4t

— j P(x) dx ©
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p (x) = p, akkKor J p(x)dx = pt és igy
: )

Pu() = O o~

ez a kozismert Poisson-féle szothasztikus folyamat. Amennyiben mar eleve
feltessziik, hogy p (x) = p, akkor a (7) dsszeg a kovetkezd alaka

-

vagyis itt a Poisson-eloszlas a binomidlis eloszlas hatdreseteként 1ép fel.
Miel6tt tovabb mennénk, megemlitem, hogy a Poisson-féle sztohasztikus
folyamat alkalmazasaiban az id6 szerepét a térfogat is atveheti, és ebben
az interpretacioban a Poisson-eloszlas egyrészt a csillagok térbeli eloszldsat,
masrészt kolloid oldatok sfirliségingadozasait irja le. Hasonléképpen Poisson-
eloszlast kovetnek a radioaktiv bomlasok, a katédbdl kilépé elektronok, a
textilgépek fonalszakadasai is. Visszatérve a telefonhalézat kérdéseihez, a halo-
zatok és kozpontok tervezésénél nemcsak a beszélgetések szamat, hanem azok
id6étartamat -is figyelembe kell venni. Ezzel kapcsolatban felmeriil a kovetkezd
probléma : ha a telefonkézpontban a fent targyalt eloszlassal érkeznek hivasok,
amelyeket a kozpont a rendelkezésre &ll¢ korldtlan szamid szabad vona-
lakra irdnyit, ismerve a beszélgetések id6tartamanak (amely szintén valdszinfi-
ségi valtozonak tekintendd) az eloszldsat, meghatdrozand6 annak valoszintisége,
hogy a kozpont miikdodésbe 1épése utan t idével egyidejiileg pontosan k beszél-
getés legyen folyamatban. A telefontechnikdban a&ltalaban azt szoktak fel-
tenni, hogy a beszélgetések idGtartama exponencidlis eloszldst, azaz, annak
a valésziniisége, hogy a beszélgetés tartama z-t ne haladja meg F (v) = l—e—**
Ezt a feltevést a tapasztalatok csak bizonyos kozelitéssel igazoljak. Tavolsagi
beszélgetéseknél pl. egyaltaldn nem felel meg a tényeknek. A feltevés jogosult-
sagat illetleg figyelemremélté, hogy ezt a feltevést gyakorlati szakemberek
altalaban elméletileg igyekeznek igazolni, olyan mas feltevésekbdl, amelyeknek
teljesiilése szintén meglehetdsen kérdéses. A helyzet valéjaban az, hogy a
beszélgetések tartamdanak exponencidlis eloszldsdra vonatkozd feltevést nem
annyira a tapasztalatok, mint inkabb az a meggondolas indokolja (mar amennyire
ezt indokolasnak lehet tekinteni), hogy a feltevés a valdszinliségszamitasi
meggondolasokat matematikailag egyszeriibbé teszi. A kovetkezbkben az
emlitett problémak tetszéleges beszélgetési eloszlasra fogjuk megoldani, a meg-
oldas ilyen A4ltaldnossdgban tudomasom szerint az irodalomban nem isme-
retes. A kapott képletek, exponencidlis eloszlds feltevése mellett, specidlis
esetként tartalmazzdk T. Erlang és A. Jensen, T. C. Fry, C. Palm¥ és
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masok eredményeit ; ezek a szerz6k az exponencialis eloszlast tételezik fel.
Megjegyzend6, hogy az emlitett szerzok a problémat egy differencidlegyeniet-
rendszerre vezetik vissza, €s moédszeriik az altalanos esetben nem alkalmazhatd,
ezzel szemben az alabb kozolt mddszer teljesen elemi és ugyanakkor altalanos.

Jelentse Q, (f) annak a valdszintiségét, hogy t idépontban pontosan k
beszélgetés van folyamatban. A hivasok id6beli eloszlasara vonatkozolag ugyan-
azokat a feltevéseket tessziik, mint fentebb, és igy a hivasok Poisson-eloszlast
kovetnek. Jeldlje F (x) annak a valdsziniiségét, hogy egy beszélgetés idGtartama
legfeljebb x, és legyen ¢ (x) = 1 —F (x). Ugyanugy, mint az elbbi bizonyitas-
ban, osszuk fel a (0, t) intervallumot n egyenlé részre. Annak a valdsziniisége,

hogy t idépontban folyamatban legyen egy olyan beszélgetés, amely az r-edik

— )t t
Ul €S %— kozott) kezd6dott, kozelitbleg

részintervallumban (azaz

prt rty
p (o fe— )L o
n _ n! n

mig annak a val6szinfisége, hogy t idépontban nincsen folyamatban oly beszél-
getés, amely az s-edik részint intervallumban kezd{dott

st st t .
l—p(—-)tp(t———. (i2)
n ; nl n

fgy tehat annak a valésziniisége, hogy ¢ id6pontban pontosan k beszélgetés
legyen folyamatban, kozelitéleg

k
N, TYRTT it rib sty sty t
V‘) —” ,h) ‘ _;J-”- 1—p|— ,_)
—\n . p(n vyt n p\n/(plt nln (13
i=1 gl - ;
S Ari=12,...,k
ahol az Osszegezés az Osszes, az 1, 2, ..., n elemek kdéziil kivalaszthato (i,

rsy ..., ;) k-adrendii kombinaciokra terjed ki. Mint elGbb, itt is azért csak
kozelitdleg adja meg a (13) a keresett valdsziniiséget, mert nem vettiik figye-
lembe, hogy egy részintervallumban tobb beszélgetés is kezdédhet, azonban
itt is az ebbdl szarmazé hiba O-hoz tart, ha n — ©O és igy nyerjiik, hogy

! \ &k t
Jp () (i-——x)dx —|p@y{t—x)dx (14)

Qu(t)= "= o e

Vagyis a t id6ben folyamatban levé beszélgetések szama is Poisson-eloszlast
kovet. A fenti levezetésben azt is feltehettiik volna, hogy a beszélgetések id6-
tartamanak eloszlasfiiggvénye fligg a beszélgetés kezdetének iddpontjatol.

14 Matematikai és Természettudomanyi Osztalyanak Kézleménvei. IH. o.
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Ez esetben @ (x) helyett egy ¢ (x, f) fiiggvényt kell bevezetniink, amely annak a
valdszin(iségét adja meg, hogy egy x idopontban kezdddd beszélgetés tartama
Z t. Ez esetben a (14) képlet a kovetkez6képpen médosul :

( j p(X)e (x, t —x) dx) k—tf p (x) ¥ (x, i—x) dx (15)

Qi ()= - Il e

Masszdval abban az esetben is Poisson-eloszlast kapunk, ha nem tessziik fel,
hogy a beszélgetés kezdetének idGpontja és a beszélgetés tartama fiiggetlenek.

Amint ez (14)-bél leolvashat6, az eloszlés fiigg a ¢ idéponttdl, azaz attol,

hogy a kézpontot a bekapcsolds utdn mennyi idével vizsgédljuk. Ha p (x)

dllandd, vagy legalabbis lim  p (x) 1étezik, és a kozpont mar elég hosszii ideje
X — 00

miikodik, kialakul egy egyensulyi allapot, mely mar az id6tél fiiggetien. Ez

matematikailag abban fejezddik ki, hogy ha f - oo, akkor @ (f) konvergal a

k
Qu= 2 eom (16)
hatérértékéhez, ahol '
o
m= [ xdF(x) (7)

/]

a beszélgetések atlagos hossza, melyrdl feltessziik, hogy véges.

Meg kell még jegyezniink, hogy ha a p (x) fiiggvény igen erds fluktuaciékat
mutat, akkor nem alakul ki »egyensulyi allapot« ha ¢ - co. Pontosabban, ha

@ t
lim s J p(x) e dx nem létezik és Aty = jP (x) ¢ (t—x)dx
S =0 0 0

akkor 1lim A(f) sem létezhet.
f—>CO

Ugyanis legyen
@
[Z (Dyestdt = A(s),

o

(18)
f p(x)e*dx = 7 (5)
s ’

T«p (x) e=* dx = P (s),
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akkor

A (5) = D(5). n(s).
Mivel

@ (0) = de F(x)=m,
tehat ’

lim sA(s)=m. lim s=(5),
$—>0 S—>0

Ha tehat a lim A(f) =A hatdrérték létezne, akkor
t—> 00

lim s jl(t) e*'dt =2 volna, és igy lim sz (s) = A hatarérték
§—>0 % §—>0

szintén 1éteznék. Amennyiben F(x) = 1 — e—**, azaz a beszélgetések hossza
exponencialis eloszlast mutat és p(x) == p allandé, agy

(p 1 — e—-—lt )k p(l . e—-}.t)
A A , (19)
) =
Q« (1) vl e
€s a [ — OO hataresetben
) .
im Qe () = Qp = A vt (azaz itt m— L). (20)
— 0O kl A
Megjegyzendd, hogy ha (19)-ben 4 — 0, akkor
i k
i Q)= Lt = p, (o), @1)

21— 0 k!

Ennek értelmezése a kovetkezd : Mivel .;; a beszélgetések atlagos idétartama,

ha 2 — 0, akkor % — oo, és végtelen hosszul beszélgetési id6 esetében nyilvan

a t id6ben folyamatban lev§ beszélgetések szama megegyezik a 0 és f kozotti
hivasok szamaval, hiszen minden 0 és t kozt megkezdett beszélgetés a ¢ id6-
pontban is folyamatban van.

Fenti eredményeink nemcsak telefonproblémaknal alkalmazhatok, hanem
mas esetekben is. Még csak egy masik alkalmazast emlitek meg : elektroncsovek-
nél a katédbol kilép6 elektronok szdma Poisson-eloszldst mutat, a kilép6
elektronok sebességeloszlasa szintén ismeretes. A kilépd elektron sebességtdl,
a csé geometriai adataitél és az anddfesziiltségtdl fiigg, hogy mennyi ideig
tartozkodik az elektron a térben (az egyszeriiség kedvéért diodak esetére szorit-
kozunk). Ezen adatok ismeretében kiszamithaté annak az idétartamnak, mint

14%
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valoszinliségi valtozonak az eloszlasa is, ameddig az elektron a katod és andd
kozti térben tartézkodik (futdsid8). Ha most azt kérdezziik, hogy az elektroncsé
bekapcsolasa utan ¢ idével hany elektron lesz a katéd és anéd kozotti térben,
az el6bb targyalt problémaval matematikailag azonos problémara jutunk, és
igy fenti eredményeink erre a kérdésre is valaszt adnak, mégpedig a legaltala-
nosabb feltételek mellett.

Az elmondottakkal képet kivantam adni a val6szin{iségszamitds néhany
gyakorlati alkalmazasarol és ezen beliill a Poisson-féle eloszlassal kapcsolatos
kérdésekrdl. Az id6 rovidsége miatt természetesen csak néhdny kiragadott, de
jellemzé példa vazolasara szoritkozhattamn.!®

Magyar Tudomdnyes Akadémia,
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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