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El6adasomban egy Gjabb eredményemrdl fogok beszamolni a valoszinii-
ségszamitas korébol. A valdsziniiségszamitds iranti érdekl6désemet a Szovjet-
unidban végzett tanulmanyaim sordn A. N. Kolmogorov és Sz. N. Bernstein,
a valosziniiségszamitds nagy mesterei keltették fel; a valoszinliségszamitas
terén az O tanitvdnyuk vagyok és nagy haldval tartozom nekik. Azok a vizs-
galatok, amelyekr6l itt beszdmolok, a valosziniiségszamitas Kolmogorov altal
adott elméletéhez! kapcsolddnak, maga a kérdés feltevése is csak ennek az
elméletnek a keretében lehetséges.

Ismeretes, hogy Kolmogorov a valosziniiségszamitasnak a mértékelméle-
ten alapulo, axiomatikus felépitésével a valosziniiségszamitast exakt matematikai
elméletté tette és ugyanakkor alkalmazasainak korét is jelentosen kiszélesitette.
Kolmogorov axiomatikus rendszere egy H alaphalmaz részhalmazainak T
halmaztestén értelmezett 1 (A) (A € T') abszolut additiv, nemnegativ és a w«(H) =1
feltételnek eleget tevé halmazfliggvényb6l indul ki, a 7 halmaztest elemeit
eseményeknek, a p(A) szamot az A esemény valosziniiségének nevezi. A valo-
szinliségszamitds targyat olyan valtoz6 mennyiségek vizsgalata alkotja, amelyek
valamely tomegijelenség jellemz6 adatait képezik, értékiik esetrdl esetre valtozik,
azonban értékkészletiik eloszlasa ismeretes — az ilyen mennyiségeket valoszinii-
ségi valtozdknak nevezik. Kolmogorov elméletében a valdsziniiségi valtozo
matematikai fogalma igen egyszeriien értelmezhetd: valdsziniiségi valtozon
olyan, a H halmazon értelmezett &= E(@) (a€ H) fliggvényt értiink, amely u-re
vonatkozdlag mérhet6. Ugyancsak igen egyszeriien értelmezhetd egy & valo-

szinfiségi valtozo varhato értéke, M(E), mint a & fliggvény w szerinti integralja :

ME) = | Edu. (1)
"

A kovetkezokben fel fogjuk tenni, hogy w Lebesgue-mérték, azaz szeparibilis
és teljes, tovabba, hogy w folytonos mérték. Az absztrakt Lebesgue-mérték
elméletére itt nem térhetiink ki, csak megemlitjitk, hogy a bizonyitds soran

felhaszndijuk V. A. Rohlin ezirdnyl tdjabb eredményeit®.
Emlékezetbe idézziik a valdsziniiségi valtozok fliggetlenségének definicio-
jat: jelentse A(x) a £< x eseményt és B(y) az n <y eseményt, ahol x €s y
valés szamok ; a & és 7, valdsziniiségi valtozokat akkor nevezziik fiiggetleneknek,
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ha x és y minden értéke mellett fennall a

1(A()B(y)) = 1(A(x)) 1 (B(3)) 2
egyenldség. Az F(x)=u(A(x)) fiiggvényt a & valtozé eloszlasfiiggvényének
nevezziik; ezek szerint a & és w valdsziniiségi valtozokat akkor nevezziik
fiiggetleneknek, ha egyiittes eloszlasfiiggvényiik a két valtdzo eloszlasfiiggveé-
nyének szorzataval egyenld.

A valoszinliségszamitasnak a gyakorlati alkalmazdsok szempontjabol
rendkiviil fontos eredményei egy csoportjat a valdszinliségszamitas centralis
hatarértéktétele néven szoktdk Osszefoglalni. A centralis hatarértéktétel, amely-
nek legegyszeriibb eseteit Moivre (1730) és Laplace (1812) bizonyitottak be,
azutan Csebisev (1887), Markov (1898) és Ljapunov (1900) altalanositottak, az
utolsé otven év folyamdn allanddéan az érdeklodés kozéppontjaban volt; a
centralis hatarértéktétel kiilonbozd irdnyokba valo kiterjesztése és élesitése terén
meg kell emlitentink Lindeberg, Bernstein, Kolmogorov, Cramér, Doob, Feller,
Hincsin, Gnyegyenko, Petrovszkij, Esseen, és Linnik neveit a kérdés rendkiviil
gazdag irodalmdbol. A centralis hatarértéktétel kovetkez6 fogalmazasabdl indu-
lunk ki: ha a &,&,...,&,,... valosziniiségi véltozok fiiggetlenek, mindegyik
kozépérteke M(E,)==0 (n==1,2,...) és

_ S4E
gu - B,, ’ (3)

ahol

NS

BN me) (Nl 4
ko1 [

akkor igen altalanos feltételek mellett (amelyek részletezésére itt nem térhettink
ki, de nem is lesz ra sziikségiink) a <, valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvény
konvergal a normadlis (vagy Gauss-féle) eloszlashoz, masszdval, ha A,(x
jelenti a §, < x eseményt,
Him ¢ (A, (x)) ————]e *
Hoer L I 27( .
Ezek elorebocsatasa utan ratérek a vizsgalataim targyat képezd kérdésekre:
Ha a H alaphalmazon értelmezett « mértéket egy masik «" mértékkel cseréljiik
fel, hogyan modosul a &, valtozok hatdreloszldsa, masszoval, ha az A,(x)
halmazok mértékét egy madsik ¢/ mértékkel mérijiik, fog-e létezni
lim ' (A.(x)) (6)

H—» X

dt:- d(x). (5)

€s mi lesz az értéke, amennyiben létezik ? Annak ellenére, hogy a kérdés igen
kézenfekvs, tudomasom szerint eddig nem vizsgaltak.

Ami a kérdés vizsgélatdnal el6szor szembetiinik, az, hogy a i’ mértékre
vonatkozolag a &, valtozok éltaldban nem lesznek tobbé fiiggetlenek, meg-

by
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valtozik M(E) éricke ¢és M(E) értéke is; ezek alapjan azt varhatnank, hogy a
(6) hatarérték létezésérdl altalaban nem lehet beszélni, €s azt hihetné valaki,
hogy a hatéareloszlas, még ha létezik is, Iényegesen eltérhet a normalis elosz-
lastol. Sikeriilt azonban kimutatnom, hogy a varakozassal ellentétben, igen
altalanos feltételek mellett* a (6) hatdrérték a « mérték vdlasztdsdtol fiiggetleniil
a d(x) normdlis eloszldsfiiggvénnyel egyenld. Ez a tétel tehat nem-fiiggetlen
valoszinliségi valtozok Osszegeire altalanositja a valoszinfiségszamitas centralis
hatarértéktételét; a nem-fliggetlen valoszinfiségi valtozok bizonyos osztilyara
a centralis hatarértéktételeket elsének Bernstein terjesztette ki.?

Tételiink és Bernstein eredményei kapcsolatinak megvizsgaldsara mas
alkalommal tériink ki. Hogy a fentemlitett tételt pontosan megfogalimazhassuk,
egy uj fogalmat kell bevezetniink, a maximdlis sorozatok fogalmat. Tegyiik fel,
hogy a &, valtozok mindegyike csak véges sok killonbozd értéket vesz fel,
mégpedig legyen & =¢&,(a)—=x,,. haa€A,, (k +1,2,...h,). A valdsziniiségi
valtozok §,&,...8&,,... sorozatit maximalisnak nevezziik, ha az [A,;}
(n==1,2,3,...; k- 1,2,...h,) halmazrendszer a u mértékre vonatkozolag
bazist alkot a A alaphalmazon; ezzel teljesen ekvivalens a kovetkezd definicio :
a &, &, ... 5, ... valosziniiségi valtozok sorozatiat akkor nevezziik maximalis-
nak, ha abbdl, hogy & (¢)=25.(b) n minden pozitiv egész értékére, a-~ b
kovetkezik. Ha példaul a H alaphalmaz az a=(a,, a,, ... a.,:..) valds szam-
sorozatok Osszesége, és a &, valoszinliségi valtozét ugy definialjuk, hogy
&(a)=ua, (1. pl. Kolmogorov idézett munkajat 25. 0.), akkor ez a {&,} sorozat
maximalis.

Ezek utan megfogalmazhatjuk eredményiinket:

Legyenek a &, 5, ... &, ... valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, tegyiik fel,
hogy minden £, csak véges sok kiilonbozd értéket vesz fel, tovdbbd, hogy {&.}

n
. rys - . 2 - 2 : ;
maximdlis sorozat. Legyen M(5,)— 0 és B, — > M(E), tovdbbd
Lol

- &1 - &
w=- —p =
tegyiik fel, hogy B, —o, és hogy ha A,(x) jelenti a &, < x eseményt, akkor
lim (A, (x)) = @ (x). (7
Ha a « mérték a v mértékre nézve abszolit folytonos, akkor
lim @' (A, (x) = @(x) (8a)

is fenndll.
A fenti tétel bizonyitasira nem térek ki részletesen, csak annyit emlitek
meg, hogy a kovetkez$ segédtételen alapszik: Ha A tetszdleges esemény és

* Idékozben A. N. Kolmogorov az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson tartott elé-
adasaban eredményeimet messzemenGen altalanositotta (Megjegyzés a korrekturanal).
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(7) érvényes, akkor
lim (A A, (x)) = u(A)- d(x) (8b)
(feltehetjiik, hogy «(A) >0 hiszen ha w(A):=0, az allitas trividlis).

Az ergodikus elméletben az olyan T transzformacidt, amelyre fenndll,

hogy tetszbleges A és B mérheté halmazokra

lim i (T"A-B)—u(A)u(B)]- 0 )
erdsen keverdnek nevezik. Ezen elnevezés mintdjara nevezzitk a mérhetd hal-
mazok egy A, sorozatit Aaltalaban erdsen keverének, ha «(A,)>e>0 és
minden B mérhet6 halmazra

lim [ (A, B)—u(A)u(B)] =0 (10)
fenndll; ezen definicio alapjdn az emlitett segédtételt ugy is fogalmazhatjuk,
hogy az A,(x) halmazok sorozata x minden értékére erdsen keverd. Ennek a
segédtételnek egy masik, talin még meglepdbb fogalmazasa a kovetkezo: a
- valtozok sorozata hatarértékben tetszoleges 7 valosziniiségi valtozotol fligget-
len; ezt ugy lathatjuk be, hogy (8)-ban A helyébe helyettesitjiik az » <y
eseményt.

Hogy egy konkrét példat emlitsiink, legyen H a (O, 1) intervallum, ¢« a
kozonséges Lebesgue-mértek és &, (f) = sg sin 2" wt az n-ik Rademacher fligg-
vény. Ebben az esetben B,==|n, és a tétel sszes feltételei teljesiilnek, mert
hiszen ismeretes, hogy

1 ’J.j's-h:“(t) :
f:_7_:_,2w“ (11)

n.-1
és igy ha &.(t) =& () (n=1,2,...), akkor ¢,—t,. Ebben az esetben tehat
tételiink azt mondja ki, hogy ha A,(x) a (0, 1) intervallum azon { pontjainak
halmazat jelenti, amelyekre

S(O+HED 4
Vn
(masszoval azon t valds szamok Osszesége, amelyek diadikus kifejtésében az

elsé n jegy kozott a nulldk és egyesek szamanak kilonbsége kisebb, mint
x)'n), akkor ha u(A) tetszdleges abszolut folytonos mérték, azaz

(t)

<X, (12)

w(A)=| A(t)dt (13)

ahol a Z(t) nemnegativ fiiggvény Lebesgue szerint mérhetd és

1

Jatyat=1, (14)

U]
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akkor
limu(A.(x)): @(x). (15)
1
Hogy még jobban konkretizaljuk tételiink allitasat, legyen (13)-ban 4(¢) == % £

ahol r >0, akkor azon t valds szdmok halmazdnak mértéke, amelyek r-ik hat-
vdanydt a diadikus szdmrendszerbe kifejive az elsé n jegy kozétt a nulldk és
egyesek szdmdnak kiilonbsége - x| n, konvergdl ®(x)-hez, ha n—»oc.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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