OSSZETETT POISSON ELOSZLASOKROL II.

RENYI ALFRED lev. tag
Eidadta az 1951 majus 8-&n tartott osztalyiilésen

BEVEZETES

Jelen dolgozat Aczél J., Jdnossy L., és a szerzd kozds dolgozatdnak !
folytatasa. Négy részbdl ali. Az 1 §-ban véletlen események inhomogén szto-
chasztikus folyamatdnak altalanos alakjat nyerjiik (1. tétel). Ez a § az ! alatt
idézett dolgozat 2. §-anak altalanositasa. Jelen dolgozat 2. §-dban a kovetkezd
problémat oldjuk meg: tegyiik fel, hogy egy Osszetett Poisson-folyamat minden
eseménye egy oly ,torténés“ kiinduldpontja, amely meghatarozott ideig tart
és amelynek idOtartama szintén valdsziniiségi valtozd; tekintetbe vessziik, hogy
az iddtartam eloszlasfiiggvénye fiigghet az esemény kezdetének id6pontjatol.
Azt kérdezziik, mi az eloszlasfliggvénye azon torténések szdménak, amelyek
valamely ¢ idépontban folyamatban vannak. Ezt n.-vel jeloljiik. Be fogjuk
bizonyitani, hogy ez az eloszlas is Osszetett Poisson-eloszlas (2. tétel). Ezt a
problémat a szerz6 oldotta meg nemrégen a * dolgozatban, arra az esetre, ha
a szobanforgd folyamat egy kozonséges Poisson-folyamat; ebben a dolgozatban
fizikai és technikai alkalmazdsok (tobbek kozott a kovetkezd problémaknal :
radicaktiv bomlasjelenségek, telefon-halozatok terhelési problémai, elektroncss-
vek tértoltése, stb.) is meg vannak emlitve. Egy mdsik alkalmazdsi lehettség
jelen dolgozat 3 §-dban van megemlitve. A 3 §-ban az altalanos dsszetett
Poisson-eloszlasokat, mint egészértékii fiiggetlen valdsziniiségi véltozok dssze-
geinek hatareloszlasat jellemezziik ; mégpedig bebizonyitjuk a kovetkezd tételt
(3. tétel): Legyenek &1, &2, .. Eun, fliggetlen, egészértékii valdsziniiségi val-
tozok, amelyek ,végteleniil kicsinyek®, vagyis feltételezziik, hogy

lim max P, ==0)=0. (1)

n>wl=k=k,

Ekkor ha az
Xn:gnl—{_gnﬁ"!_"'-}—gukn (2)

Osszegek eloszlasai egy nem-elfajuld hatareloszlashoz konvergdlnak ha n-—oo,
akkor ez a hatareloszlas szitkségképpen egy 0Osszetett Poisson-eloszlas kell,
hogy legyen. A (2) tsszeg konvergencidjara sziikséges és elegendd feltételeket
adunk B. V. Gnyegyenko és A. N. Kolmogorov egy tételének 2 felhasznala-
saval. Ez az eredmény szorosan oOsszefiigg azzal a 4 §-ban targyalt ténnyel
(4. tétel), hogy az Osszetett Poisson-eloszldsok osztdlya jellemezhetd ugy, mint
azon korlatlanul oszthaté nem-negativ egész értékii eloszldsok osztalya, amelyek
a 0 értéket pozitiv valoszinfiséggel veszik fel.

22 Matematikai és Fizikai Osztalyanak Kozleményei. III. o.
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Az osszetett Poisson-eloszldsok elmélete, gy, mint azt '-ben és jelen
dolgozatban felépitettiik, most mar sok tekintetben teljes; azonban meég tavol
allunk attdl, hogy ezen eloszlasok alkalmazasi lehetGségeit kimeritettitk voina.

E helyen fejezem ki koszonetemet Csdszdr Akosnak értékes megiegyzé-
seiért, amelyeket felhasznaltam jelen dolgozat megirasanal.

1. § Az inhomogén Osszetett Poisson-folyamat

Tegyiik fel, hogy a folyamat - -0 id6pontban kezdédik és jelolje
Zi(t > 0) azon események szamat, amelyek a (0, f) id6intervallumban torténnek.
A kovetkezdket tessziik fel:

a) ha s, <t -8 <t,<...<s, <t, akkor a &, —&,, &,—&y,, - o5 &, —Cs,
valoszin{iségi valtozok fiuggetlenek (r- :2,3,...).

b) Jelvlie W(s,t) pontosan k esemény bekovetkezésének valosziniiségét
az (s, t) idéintervallumban, vagyis legyen

Wi(s, t) = P& —S = k) (s<t;k=-0,1,2,...); (1. 1)

fel fogjuk tételezni, hogy tetszblegesen kis &> 0-hoz és tetszblegesen nagy
T > 0-hoz talalhato oly J>0, hogy tetszbleges ,r-re (r-=1,2,...) és olyan
S <h<s,<t<:.<s.<t.<T id6pontokra, amelyek eleget tesznek a

»

> (t,'—S_,‘) <d

g1
feltételnek, fennall, hogy

[ Wis 1) 1. (1.2)

A b) feltevés a folyamatot alkotd események ,ritkasagat® koveteli meg abban
az értelemben, hogy 1-hez tetszbleges kozeli valésziniiséggel elegendben kicsiny
hossz-9sszegii idoéintervallumokban nem torténik esemény. 1-ben egy masik
oritkasagi“ feltevés szerepel (C feltevés) amely tobbszoros események lehetd-
ségét zarja ki; e feltevést jelen dolgozatban nem alkalmazzuk.

A kovetkezd tételt fogjuk bebizonyitani :
1. tétel: Az a) és b) feltevések teljesiilése mellett, ha

([)(S, t) Z) :]’—\;’ ‘/V’f(s» t)zk (1 3)

jeloli a folyamat generdtorfiiggvényét, akkor log ¢(s, t, z) elddllithato a kivet-
kezd alakban :

log ¢(s, 1, z)zg(z’—l)J‘c,‘(r) de (1.4)
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@
- Y

ahol ¢,(t) nem-negativ integrdlhatd fiiggvény (r=1,2,...) és > ¢,(r) majdnem
r=1
mindeniitt konvergens. Mds alakban kifejezve :
t
- : e (Jg(nyda)
Wi (s, t)y =exp (——ZJC,.(’!) d’[). Z [—1—|———
r=ls ryb2ry kg o kJ=l rj *

Vagyis < dsszetett Poisson-eloszldst kovet t minden pozitiv értékére.

Bizonyitds : Legyen

—logg(s, t,2)= (st 2). (1.5)
Nyilvanvaloan
o(s, 7, 2) p(1, £, 2) = (s, 1, 2) ' (1.6)
és igy
(s, 1, 2)+(r, t, 2) == (s, ¢ 2) (1.7
ha s<T<t

Tekintetbe véve, hogy ha z valdés és 0<<z<1, akkor O < (s, t,2) < 1,
kovetkezik, hogy
/'/b(s’ t, 2)=¢z(1) (1. 8)
nem-negativ, additiv fiiggvénye az /= (s, ¢) intervallumnak, ha 0<z< 1.
Be fogjuk bizonyitani, hogy ha s<t< T és |z] < 1, akkor .(J) abszolut
folytonos. Valoban, tegyiik fel, hogy O0<s, <t <s,<h<...<s, <t <T €3

N (t—s)) <, ahol a 6>0 szamot ugy valasztottuk, hogy (1.2) érvényes
;]

7

'legyen valamely megadott « >0 mellett. A kovetkezOkben fel fogjuk tenni, hogy
e < %, és igy Wi(s;, ) > %; ebbdl kovetkezik, hogy

s 1
"(P(Sj, t.i’ Z)i = WO(SJ" tj)_% W’),-(S_,'{ [/) =2 WO(SJ: t.i)_l > '2' ’ (1' 9)

9(s;, t,2) tehat a |z| <1 zart egységkorben nem tiinik el s ezért y,([;) =
= —log ¢(s;, t;, 2) az egységkorben analitikus. Alkalmazva a

| log

egyenldtlenséget, amely érvényes minden olyan « komplex szdmra, amelyre

= 2|e!

]l —e

jee| < ~1-4, kapjuk, hogy

()] <2[1—o(s;, t;, 2)| <2 ll — Wu(s, fi)*f‘é; Wi(s;, t,»)]

€s igy, hogy
lp-(1)| < 41— W(s;, 1))
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1
Felhasznalva az « <log- —a (ha 0 < e < 1) egyenlbtlenséget és (1. 2) segit-

ségével nyerjiitk, hogy

Syl 4 30— Wats )= 4log| [, L <anog 1 0
= = =1 Wu(s, 1) 1—
Mint azt megjegyeztiik, ¥.(/;) az egységkorben analitikus ; ezért 1rhatjuk,
hogy
w.(l)) — Bu(l)— B; L)z (1.11)
alakban ahol a Bi(/;) egyiitthatok az 1,--:': (s;, t) intervallum figgvényei. A
Cauchy-féle formulabdl kovetkezik, hogy
Bul)- [-‘ﬁ(’ Y gz
és

N .
2m]5%§.1_)_ i (ko 1,2,..) (1.12)

ahol az mtegracw a |g|=r<1 koron végzendd. Ezért (1. 10)-bol kovetkezik,

Bi(I) =

hogy haZ(z‘ —s) < d és I;=(s;, t;), akkor

> B

vagyis Bi(f) is abszolut folytonos intervallumfiiggvény. Ezért irhatjuk, hogy
#

Billy=[cx(x)dr.

ahol c¢x(7) L-integralhaté (k-=0,1,2,...). Most megmutatjuk, hogy, c.(7)=0
(k=1,2,...). Ez hasonlé médon lathaté be, mint ahogyan az '-ben szerepld
¢ egyiitthatok nem-negativ voltat bizonyitottuk; be fogjuk bizonyitani, hogy

Wilt, t+4t)

Jltlg 7 = (1) (1.13)
majdnem minden f-re és ezért ¢, (¢)=0, ha k-=1,2,.... Valoban:

S Wilt, t4- dt)zh = e-v:@D

koA)
ahol dI=(t,t+4 t). A jobboldalt z szerint k-szor differencidlva z=0
helyettesitésével nyerjiik, hogy
(' dH(e-v=(4 D) )
. dZt -

= W,(t, t + 41t) (— Y (AT +

~

Cirgaeiymr (WA T))j, - o (WED(AT) 50 l

Ji 20 HE- D)1=k

L
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ahol ¢j,.j,...;,_, numerikus egyiitthatok. Miutan, ha |z| <1, majdnem minden ¢
értékre,
. (d])| == O(dt) ha dt—0
ezért
Alym!
(] =-2EDM g,

ha iz{-ir<1, és igy
KIWi(t, t - dt)y = Wi(t, t -+ dt) [—yP () - O(dty] =-
teAt

— Wi(t, 1+ 4t) lk! ' ci(z)dr
y

és ebbol kovetkezik (1.13). Vagyis By(/)—w.(I)-- > Bi.(I)2" egy nem-
k=-1
negativ egyiitthatéju hatvanysor. Tekintetbe véve, hogy w,([):- 0 s ezért

lim N B, ()7 = B.(I), és mivel egy nem-negativ tagu Abel-szummabilis sor

1 I —

konvergens, azt kapjuk, hogy > A B; (1) konvergens és Osszege egyenld B,(/)-vel.
Ezért y.(/) a

w.(l) ,‘\-1 Bi(I)(1 —2)
alakra hozhato. '
Ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.
Ha a folyamat homogén, akkor ¢;(z) nem fiigg r-t6l: ci(v)=c. (k=1,2,..))
' 2. §-dnak eredményeit specialis esetként nyerjiikk. Hac,=0ha k=2,3,...,
akkor a kozonséges Poisson-folyamatot kapjuk. Megemlitjiik, hogy inhomogén

kozonséges Poisson-folyamat esetén az inhomogénitds nem lényeges, mert az
t

idéskala megvaltoztatdsaval kikiiszobolhetd. Valoban, a ¢ = ’.CI(T)dT 11j para-
1]
méter bevezetésével ez elérhetd. Azonban ez nem lehetséges Osszetett inhomogén

Poisson-folyamat esetén, mert egy 1] idoskdla bevezetése esetén egy tetszé-
legesen valasztott ¢.(z)-t konstanssa tehetiink ugyan, de 4ltaldban valamennyi
egyiitthat6t egyidejiileg nem tehetjiik allandéva. Igy tehat léteznek ,lényegesen*
inhomogén Poisson-folyamatok.

2. § Az v vdltozok eloszldstorvénye
A kovetkezd tételt fogjuk bebizonyitani:

2. tétel : Induljunk ki véletlen eseményeknek egy inhomogén dsszetett
Poisson-féle folyamafdbo’l, amelynek karakterisztikus fiiggvényet (1.3) és (1. 4)

adja. Feltessziik, /zogy k | ci(z)ydr konvergens, vagyis hogy v, kizépértéke
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létezik, minden t>0-ra. Tegyiik fel, hogy e folyamat minden eseménye kez-
dete egy ,torténésnek“, amelynek iddtartama szintén valdsziniiségi vdltozo.
Jelolje F(t,, T) a t, idopontban kezdddo torténések iddtartamdnak eloszldsfiigg-
vényét és legyen (i, TY- 1 —F(t,, T), feltessziik, hogy ®(t,, T) folytonos
és pozittv, 1, és T minden értékére. Jelolje v, a t idopontban folyamatban lévi
torténések szdmdt. Az n, valdsziniiségi vdltozo eloszldsa 0sszefett Poisson-eloszlis
amelynek generdtorfiiggvenye

x(z, t) - exp(id,,(t)(zk—l)) (2. 1)
ahol '

t

a(=[| Selfloe 0w oyt
0

dt (2.2)

(Nyilvdnvaléan d.(t)=0).
A bizonyitas alapgondolata ugyanaz, mint amelyet ® 2. §-aban alkalmaztuk.
Bizonyitds. Osszuk a (0, t) intervallumot a #,-. /:lt (k-=0,1,...n) pon-

tok altal n egyenld részre és jeloljik t/.-val a (t: 1, ;) iddintervallumot.
Legyen tovabba #, =t —1#. 1 és

M, =: max ®(i,t—1) (2.3)
tom1 - T=Hp

m = min @(r, t—71)
v (=M

Legyen Vi(r) annak a valosziniisége, hogy a ¢ id6pontban pontosan r olyan
torténés van folyamatban, amely a -/, id@intervallumban kezdoédott. Eldszor
bebizonyitjuk a kovetkezd egyenl6tienséget:

K
-

E | ) u/s(h)m;\(l _le)s " < V;‘-(r) g‘}_‘ (‘;] W,.,(A)M/'(l ﬁ"l/,-)g » (2 4)
ahol : .
-gk) - Ws- (il Sl f/)

Ha r olyan torténés van folyamatban ¢ idépontban, amelyek mind a J/,. id6-
intervallumban kezdédtek, akkor ebben az intervallumban s=r eseménynek
kellett torténnie; ha egy torténés a ¢ idépontban kezdédott (f..1 < 7. ¢) akkor
annak a valosziniisége, hogy még a f idépontban is tart, @(r, f—r7); miutan
t pontos értékét nem ismerjiik, csak azt tudjuk, hogy -//;-ban van, csak azt
allithatjuk, hogy ez a valdsziniiség m; és M, kozé esik; hasonloképpen, annak
a valoszinilisége, hogy a szobanforgd torténés ¢ idopont el6tt befejezodjék,
egyenl6 F(t, t—r7)-val ahol = valamely a /. intervallumba esd érték és igy
F(r,t—1) az 1— M, és 1—m, hatarok kozé esik.
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Vezessiik most be a kovetkezd fliggvényeket:

1(2) = > Vi(r)z (k=1,2,...n) (2.5)

r=10

Feltessziik, hogy 0<z-:1; (2.5)-bol (1. 4)-bol és (1.9)-bdl kovetkezik, hogy

exp | > Bo(d1) ((mz+ 1— M) —1 )] -
r-1
| (2.6)

1" (2) < exp }:B,.(_I L) (M. 2+ 1—my)"—1)
=1
(Hogy a (2.6) jobboldaldn a kitevdben allo sor konvergencidjat biztositsuk,

n-et oly nagyra valasztjuk, hogy M, ~ 2m, legyen és feltessziik, hogy Z<—;,1—2—).

Jelolje
= rB(dl) (2. 7)
. e
&, —&,_, varhato értékét (uw, létezését feltételeztiik). Konnyen nyerjiik, hogy
Z(l«')(z) exp [_’1‘11(f,{7| s b, mpz—+1 —M,‘,) - 3‘1¢,..(M,I.—/n,|.)] (2 8)
ahol |9 1.

Jelolje most py(¢) annak a valoszinliségét, hogy a ¢ idépontban pontosan N
torténés legyen folyamatban.
Nyilvanvaloan

NG Vi) Vulr)- - Vilr) (2.9)

(SRS 1

ahol az Osszegezés a pozitiv egész szamok valamennyi olyan ismétléses n-
rend{i variaciojara terjesztendd ki, amelyekre r,4-r,4-.-4r,= N. Legyen
2z, 1) = 2 py ()Y (2. 10)
N=4

x(2, t) az = valdszinliségi valtozé generatorfiiggvénye. (2. 9) miatt

10 19 (2.11)
és igy (2. 8)-ra valo tekintettel

1(2, t) = exp [— Nt b, iz E1—M)+ 9 > e (Mi—my)| (2.12)
ko1 k-1

ahol |¥[<71.
Ha most n-—»o0o, akkor (2. 12) jobboldaldn az exponensben &allo masodik
tag O-hoz tart, mig az els6 tag hatdrértéke :

ot

7t(z, t) 7:_?” ‘C,.(r) [(D(r,t—0)z+1—D(r, t—1)) —1]dr. (2.13)

[
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Ezért
x(2,t) =D (2. 14)
Egyszerii atrendezéssel adodik

n(z, t) :kzjdk(t) (@ —1) (2. 15)

ahol a d,(t) egyiitthatokat (2.2) definialja; igy a 2. tételt bebizonyitottuk.
Megemlitjiik, hogy ha ¢.(7)==0 ha k=2, 3,... vagyis ha a szobanforgd
folyamat kozonséges Poisson-folyamat, akkor (lasd 2)

(e, t)=( [ ei(0) (1, t—1)dv) (z—1) (2. 16)

s ezért n, is Poisson-eloszlast kovet. Altalanosabban, nevezziik az Osszetett
Poisson-eloszlast D-ed foktinak, ha c,(¢)==0, ha n > D, akkor %, eloszlasanak
a fokszama egyenld I eloszlasanak fokszamaval, (ez igaz D == oo-re is!)

3. § Osszetett Poisson-eloszldsokhoz valé konvergencia

3. tétel : Legyenek &.1,8.2,...,5, nem-negattv, fiiggetlen, egész értéki
valosziniiségi vdltozok, (n—1,2,...), amelyek ,végleleniil kicsinyek®, vagyis
tegyiik fel, hogy

lim max P(E..+0)=:0. 3.1

Hrm I=Zh=hy
Legyen
X - Eu 1 ‘{' :u 2 T— + i:-m kn (3 2)
IN

€8 Puis— P, =-5), végiil pedig c,,= > purs. Annak a sziikséges és ele-

P
IR

gendo feltétele, hogy az X, Osszegek eloszldsai egy hatdreloszldshoz konvergdl-
Janak az, hogy létezzék nem-negativ c,,c,,...Cs,... Szdmoknak egy olyan
sorozata, amely a kovetkezd tulajdonsdggal bir:

’E

lim > |e,,—c¢= 0. 3.3

n—»zs_l
Ha (3. 3) teljesiil, akkor X, eloszldsfiiggvénye n—oc-re ahhoz az dsszetett
Poisson-eloszidshoz konvergdl, amelynek a generdtorfz‘iggvénye

g (2)- exp| 2, cs(z‘—l) 3. 4)

Bizonyitds :"A 3. tételt B. V. Gnyegyenko és A. N. Kolmogorov kovetkez6
fontos tételébodl (3 25. §-anak 1. tétele) fogjuk levezetni: Annak a sziikséges
és elégséges feltétele, hogy konstansoknak egy A, (n=1,2,...) sorozata
létezzék, amelyek X,.—A,=X, eloszlasfiiggvényének a konvergencidjat
biztositjak, ahol X, (3.2) altal van definidlva és a &,, véltozok végteleniij
kicsinyek, F,:(x)-el jelolve &, eloszlasfiiggvényét, a kovetkezs: Iétezzenek
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oly nem-csokkend M(u) (—oee<u<0; M(—oo)=0) és N(u) (0<u<oc;
N(=<)=0) fiiggvények, amelyek korlatos ingadozasuak és létezzék egy o
konstans, ugy, hogy

a) M(u) illetve N(u) minden folytonossagi pontjiaban

ln

lim > F, . () = M(u) ha <0
n—)'tl—'
," (3.5)
lim > = (F,,,(u)—])'f N@) hau>0
H- >.pl.
Fn : N2
b) lim 1im > : J xde,m(x)—( ’ xdF,.,,..(x)) sza’z (3.6)
g>0 u—»wl%l . g
[l fo|-"e

tovabba (3. 6) legyen érvényes akkor is ha lim helyet lim-et irunk.
Abban az esetben, ha a fenti feltételek teljesiilnek, az A, konstansokat

a kovetkezOképpen valaszthatjuk :
I)l

A=

P J xdF, ;. (x)
=1 «
la]<t
ahol = tetszbleges olyan pozitiv szam, hogy —1 és 47 az M(u) illetve N(u)
fiiggvényeknek folytonossagi pontjai. Jelolje f(¢#) X, hatareloszldsdnak karak-

terisztikus fiiggvényét, akkor

logf(l‘) —— i;,t_(j;t2+ |
i u ) ) :
+ 1(6 - Tl )(I'M(u)+l(e = 1 - dN(u)

(P. Lévy formula]a) ahol M(u), N(u) és o jelentése ugyanaz, mint fentebb,
mig 5 egy valos konstans,

A mi esetiinkben az a feltevés, hogy a &, valdsziniiségi valtozok ,vég-
teleniil kicsinyek“ equivalens a lim Min p,,, = 1 feltevéssel. Tovabba F,,; (1)=0

wrn I=k=shy
ha u < 0, vagyis q) elso feltétele teljesiil ha M(u)—O és Fo(u)= Ap,,; s
ha u>0 és ezért ,_p,//..s*l miatt
§=A)
] 1

Fo—1)==— ¢, (3.98)

._(

vagyis a) masodik feitétele equivalens a
lim D, ,=D,, lim D,==0 3.9

s i =) H-—> %

hatarértékrelaciokkal, ahol D,.,=— > 'c,,.

(A D, sorozat nyilvanvaloan nem-rh()vekvé). A b) feltétel esetiinkben nyilvan-
valoan teljesiil és 0=0, mert a (3.6)-ban szerepld integralok eltiinnek, ha



338 RENYI ALFRED

#< 1. Hasonldo meggondoldsokbol abban az esetben, ha (3. 9) feltételei teljesiil-
nek, feltehetjiik, hogy A,--0 (n=1,2,...). Bevezetve a C,,=D,— D, jelolést,

(nyilvan ¢, =0 es c,, konvergens) nyllvanvalo hogy (3. 9)-bodl kovetkezik
lim (c.s—c) = (s=1,2,..) (3. 10)

[

Ennek megforditisa természetesen nem igaz, azonban helyettesitsiik a (3. 10)
feltételeket a kovetkezd egyetlen feltétellel :

xr

lim N ic—c=0. 3. 11)

n >Ls—‘l
Konnyen belathato, hogy (3.11) equivalens a (3.9) feltételekkel. Valoban,
bebizonyitjuk, hogy (3.11)-b6l kovetkezik (3.9) és megforditva. Ha (3. 11)
teljestil, akkor

1

\Dnu_Du]’*[ (Cus C)\ HIC,,S Cs‘ (3 12)

[s>n s—1
vagyis (3.9) minden u- 1,2,... értékre igaz. Megforditva (3.9)-boél kovet-
kezik, hogy

|Cus_Cs| - _ (Cns_c )‘J

: = (3.13)
= 2‘1 (C.\'_Cns) < Dnl_Dl ’% 2‘:(:3 + 2N$$:\)

s=.N

ahol " mindazon s értékekre terjesztendé ki, amelyekre c,—c,, >0 és &%) —
==max (c,—Cc.x) vagyis
NN

\ ‘Clrﬁ—_cs’<DH]_—D 2D\ 1‘2N{"(\) (3 14)

5*

Nyilvan lim &>)- 0, N minden rogzitett értéke ‘mellett, (3. 10)-el megegyezden.

N> x

Véalasszuk most N értéket elég nagyra, ugy, hogy Dx<i legyen és azutan

n, értékét oly nagyra, hogy ha n=n,,'D.,—D,] <? gs & ’< legyen

kovetkezik, hogy (3. 14) jobboldala <&, ha n>n, ami (3. 11)-el eqmvalens
Vagyis, B. V. Gnyegyenko és A. N. Kolmogorov tételének feltételei
M@u)==0 és N(u)== \‘cg és o= 0 mellett akkor és csak akkor teljesiil-

z7n

nek, ha (3. 3) fennall s igy X, eloszldsa egy olyan hatéareloszlashoz konvergal,
amelynek karakterisztikus fliggvénye f(¢) ahol

zuz‘
-+

log f(¢)-=iyt+ ’ (e"’*—l— = ) dN(u) -
0
:‘Cs(ei'q'—l)>rr—l.l((}’—:‘* SCN‘.; .
s .1 5.1 1—{" -
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SCs

I &

5, €sigy

Miutan X, csak nem-negativ egész értékeket vesz fel y = T s

]

&

7= exp[ Sater—)

ami f(t)= ¢(e') miatt (3.4)-el equivalens. Ezzel a 3. tételt bebizonyitottuk.

E hatarértéktétel az Osszetett Poisson-eloszlas ujabb gyakorlati alkalma-
zasainak felismeréséhez segit hozza.

Tekintsiik két vagy tobb szemcsés anyagnak a keverékét, amelyeknek a
fajstlyai kiilonboz6k. Tegyiik fel példaul, hogy csak két anyag van, amelyek
fajstilyanak ardnya 1:2. A keverék fajstilya nyilvdn a komponensek fajstilydnak
sulyozott kdzépértéke, a ,sulyok” ardnyosak az egyes komponensek mennyi-
ségével (térfogataval). Azonban, ha a keverék kisebb részének térfogatat vizs-
galjuk, tekintetbe véve, hogy a keverés altalaban nem lesz tokéletes, azt fogjuk
falalni, hogy az emlitett kozépérték koriil ingadozdsok vannak. Egy taldlomra
kivett térfogatrész fajsiilya valosziniiségi valtozénak tekintendd, amelynek
vizsgalhatjuk eloszlasat. Konnyen szerkeszthetiink egy olyan egyszeri urna-
modellt, amelyik az emlitett probléma modelljéiil szolgalhat és a 3. tételbdl kovet-
kezik, hogy a keverék kivalasztott kis térfogatrészének a fajstilya 9sszetett Poisson-
eloszlast fog kovetni, amelynek generdtorfiiggvénye exp (¢,(z—1)--¢,(2*—1)).
Ugyanez a meggondolds alkalmazhatd két vagy tobb fémbdl alld otvozet
részeinek fajsulyéra is.

4. § Az osszetett Poisson-eloszldsok jellemzése

Végiil be fogjuk bizonyitani a kovetkez6 tételt, amely fényt vet a fenti
eredményekre.

4. tétel : Az dsszeteft Poisson-eloszldsok osztdlya jellemezhets, mint nem-
negativ egész értékeket felvevé valdsziniiségi vdltozok azon korldtlanul oszthato
eloszldsainak osztdlya, amely viltozok a O értéket pozitiv valdsziniisséggel
veszik fel.

Bizonyitds : Kiindulunk egy korldtlanul oszthaté eloszlas karakterisztikus
fiiggvényének kanonikus alakjabol:

. 0-2 2
log £(1) = iyt—"5 1+
+ J (e;ur_l__l%tl?) dM(u) + ] (e{uf__ 1 lﬁfﬁ) dN(lI)

14+
]
ahol y és o valos szamok, M(u) és N(u) a (—oo, 0) ill. (0, + oo) intervallumok-
ban nem csokkend és korlatos ingadozdsu fiiggvények, tovdbbd M(—oc) =
= N(-+ o)=0. Egy Poisson-eloszlas karakterisztikus fiiggvényének a loga-
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ritmusa :
log f(t)— ﬁc eint—1) (4.2)
alaku, ahol ¢, =0 ¢és Z, €. <oc. (4. 1)-ban ¢ —0 és M(u)=0 helyettesitéssel,
n=1
g lnc%l_ és N(u)— — D ¢, (u>0) mellett, azt kapjuk, hogy minden

osszetett Poisson-eloszlas korlatlanul oszthato. (Valoban, ez abbol is belathato,
hogy minden Osszetett Poisson-eloszlas véges vagy megszamlalhatéan végtelen
sok tobbszoros Poisson-eloszlds kompozicidja (lasd 1). Megforditva, tegyiik
fel, hogy a & valdsziniiségi valtozd csak nem-negativ egész értékeket vesz fel
és eloszlasa korlatlanul oszthatd, vagyis & minden n==2, 3,...-ra el6llithato

£-= D', alakban, ahol az n;(k-=1,2,...n) valtozok fiiggetlenek és egyforma
k=1

eloszlasuak. Tudjuk, hogy ha f(¢) jeloli & karakterisztikus fiiggvényét, akkor
log f(t) a (4.1) alakban allithato el6. Nyilvan o==0, mert kiilonben &
eloszlasfiiggvénye folytonos volna. Valdban, legyen f(¢)-=f,(t)/.(¢), ahol

c2t2

filt)=—e * . Miutan f,(t) az Fy(x)= e 2% du normalis eloszlas

1
V2o
karakterisztikus fiiggvénye, ha F(x) & eloszlasfiiggvényét jelenti és F,(x) annak
a korlatlanul oszthato eloszlasnak az eloszlasfiiggvényét, amelynek a karak-
terisztikus fliggvénye f,(f), nyerjiik, hogy

*@

F(x) = l Fi(x—) dF,().

Tekintetbe véve, hogy 'F.(a 4 h)—F,(@)| = il I (—oo<a<oo) kovetkezik,

/27

hogy 'F(x--h)—F(x)|= =7 : -, vagyis F(x) folytonos, ami ellentmond annak
a feltevésnek, hogy & csak nem-negativ egész értékeket vesz fel. Minthogy azonban
fy=2 At (A PE k) (43)

lathatjuk, 110gy f@m)y= 1 s ezért log f(27r) valos része eltiinik. Ezért
l(cos 2au—1)dM(u) + [(cos 2nu—1)dN(u)- 4.4)
1]
Tekintettel arra, hogy M(u) és N(u) nemcsokkendek, és cos 2t u—1 -0,
ha u !0, 1,+2,... kovetkezik, hogy M(u) ill. N(u) csak negativ, illetve
pozitiv egész u értékre novekedhetnek. Ezért irhatjuk, hogy

- %

log f(t) - ity’+ X cu(ei"—1) (4.5)

n=-ao



OSSZETETT POISSON ELOSZLASOKROL II. 341

ahol " azt jelenti, hogy az Osszegezés nem terjed ki az n=-0 értékre, és

+
r_ \" nce,
Arl — y_. -
d W 141

ha a c..(n==1,2,...) egyiitthatok nem tiinnek el mind, akkor & negativ egész
értékeket is felvesz: valdban

n + B 3
ZA”eil(n R exp( Z’ C,](einf__l)) —

. Azonban konnyen belathato, hogy abban az esetben,

n.oad) Hoem K

=V 4.6
. . » (Z C“elﬂt) ( )

. )‘r S‘v -y

e Y] SE

és miutin ¢, =0 ha n==-+1,72,... ha valamely n > 0-ra c., =0 volna,
akkor talalnank e't-nek tetszOlegesen nagy negativ hatvanyat pozitiv egyiitt-
hatéval. Ezért c., =0 ha n==1,2,.... Mivel feltettiik, hogy A,==0 azt kapjuk,

hogy (4.6) baloldalan az e'* legalacsonyabb hatvanyat tartalmazo tag A,e="*"’;
mivel (4. 6) jobboldalan az e‘f-ben legalacsonyabb foku tag konstans, tehat kell
hogy 7"~ -0 legyen, s ennek megfelelen

x®

log /(1) — Xe,(e"'—1) @.7)

n==1
Miutan feltételeztiik, hogy > c.— —N(0) véges, kovetkezik, hogy (4.6) egy
w1

Osszetett Poisson eloszlds karakterisztikus fiiggvénye; a 4. tételt ezzel bebizo-
nyitottuk. Megemlitjiik, a kovetkez6 korollariumot: Ha az F(x) 0sszetett Poisson
eloszlds F,(x) és F,(x) korldtlanul oszthato eloszldsok kompozicicja, amelyeknek
pozitiv ugrdsa van x-- O-ndl, akkor ezek is 0Osszetett Poisson eloszldsok,
amelyeknek a fokszdma nem haladja meg F(x) fokszdmdt. A bizonyitas
nyilvanvalé.

Ez egy Poisson eloszlasokra vonatkozo jol ismert tény altaldnositasa.
(lasd 2 18. §)

Kiemeljiik, hogy ! 3. §-anak a tétele egyszerii kovetkezménye a 4. tételnek.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazoft Matematikai Intézete.
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