SZTOCHASZTIKUS FUGGETLENSEG ES TELJES
FUGGVENYRENDSZEREK

" RENYI ALFRED (Budapest)*.

A sztochasztikus fiiggetlenség fogalma egyike a val6szinliségszamitas leg-
alapvetébb fogalmainak. 4. N. Kolmogorov »A valészintiségszamitas alap-.
fogalmai« cimé munkijaban! ramutat arra, hogy a fiiggetlenség fogalma
bizonyos értelemben kozponti helyet foglal el a valészinliségszamitasban,
és torténetileg a fiiggetlenség fogalma volt az a matematikai fogalom, amely
a valbszinliségszamitas sajatos jellegét meghatarozta. A valészinliségszamitas
alapfogalmainak és igy a sztochasztikus fiiggetlenség fogalmanak is matematikai-
lag preciz és kielégits fogalmazasat. 4. N. Kolmogorov adta meg elsének, idézett
munkajaban ; a fiiggetlenségnek ez a fogalma igen hiien tiikrozi vissza és teszi
matematikailag targyalhatéva az anyagi vilag objektiv jelenségeinek fiig-
getlenségét.

Legyen € egy tetszéleges (absztrakt) halmaz, amelynek elemeit az a, b,

. bettlikkel fogjuk jelolni; legyen F az € halmaz bizonyos részhalmazai-
nak egy oOsszessége, és tegyiik fel, hogy F Borel-féle halmaztest (azaz két hal-
mazzal egyiitt azok kiilonbsége is F-hez tartozik, tovabba véges vagy megszam-
lilhaté sok F-hez tartozé halmaz Osszege is F-hez tartozik), és jeloljik F
elemeit 4, B, C, ... betlikkel ; feltessziik, hogy maga az € halmaz is eleme
F-nek. Legyen adva tovabba egy az F halmaztesten értelmezett 4 (A) nem-
negativ és abszolit additiv halmazfiiggvény [azaz, ha 4, 4y, ..., 4,,... az
F halmaztest paronként idegen elemei, és 4 = A + A4y +... +4, ...,
akkor legyen u(A) = p(A4y) +#(4y) <+ . ( n) ... ] és tegyiik fel,
hogy u(€) =1. Egy ilyen F halmaztestet a ra_]ta ertelmezett # halmaz-
fiiggvénnyel Kolmogorov nyoméan valésziniiségi mezének neveziink. Valészint-
ségi valtozénak egy az € halmazon értelmezett, a # halmazfiiggvényre nézve
mérhetd valés & = ¢ (a) fiiggvényt meveziink ; mas széval ha E (& < x) az §
halmaz azon a elemeinek halmazat jelenti, amelyekre &(a) <x, a ¢ = £ (a)
figgvényt akkor nevezziik valészintiségi valtozénak (a szébanforgé valé-
szinliségi mezén), ha x minden valés értékére az E (¢ < x) halmaz hozza-

* 1950. augusztus 31-én tartott elSadis. 3
1 A. N. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, (Berlin, 1933), 8. o.
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tartozik az F halmaztesthez. Az F (x) =t (E (£ < x)) figgvényt a & .vals-
szinlségi valtozé eloszlasfiiggvényének nevezziik. Hasonloképpen, jelentse
E@E <& <x...¢6 < x,) az € halmaz ,azon a elemeinek hal-
‘mazit, amelyekre a f1(a) <w, &(a) <y ..., £, (a) < x, feltételek egy-
idejileg teljesiilnek; az F' (%1 %9y ooy ) = p (B (& <, 8 < Koy ovey &, < x,)
figgvényt a &, &, ..., £, valészintiségi valtozék egyiittes eloszlasfiiggvé-
nyének nevezzikk. . ‘ .

Egy © halmaz F Borel-féle halmaztestén értelmezett nemnegativ és
abszolit additiv u halmazfiiggvény 4ltal definialt (G, F, #) valészintiségi mezét
szepardbilisnak nevezzilk, ha létezik egy olyan B = (B}, By, ..., B,,...)
megszamlilhaté halmazrendszer, amelynek eleméi  mind F-hez tartoznak és
amely a kévetkez§ két tulajdonsaggal bir : 1) € barmely két kiilonbozé elemé-
bél all6 (a, b) elemparjahoz, kivéve esetleg egy H 0-mértékii halmazhoz tartozé
" a &s b elemeket, talilhaté a B rendszer olyan eleme, amely az a és b elemek
koziil az egyiket tartalmazza, de a masikat nem ; 2) barmely F-hez tartozé
A halmazhoz talalhaté a B rendszer 4ltal generalt Borel-féle halmaztestnek
_olyan B eleme, hogy A ¢ B és u (B— A) =0, azaz, amely A4-t5] csak egy
0-mértékd halmazban kiilonbozik. Az ilyen tulajdonsigi B halmazrendszert a
valészintiségi mez§ bdzisanak nevezziik.

Vezessiik be a kiovetkezd jeloléseket : legyen B! =B és B™1 =@E — B.
Legyen B = (B,, B,, ..., B, -..) az (@, F, p) valészintiségi mez§ egy bazisa
és képezzilk az Gsszes lehetséges ;; B;n alaki szorzatokat, ahol ¢, = 41

n=1
vagy — 1. Ha az ilyen szorzatok sohasem iiresek (és eﬁnélfogva mindig &
egyetlen egy elemébél allnak), akkor a valészinliségi mezét a B bazisra vonat-
kozélag teljesnek neveziink. Egy (G, F, p) valészinliségi mezét a B bazisira
vonatkozélag mod 0 teljesnek neveziink, ha az G halmazt és a B bazis elemeit
egy-egy 0-mértékii halmazon megvaltoztatva (azaz 0-mértéki halmaz elvétele
és hozzatétele tjan) az (G, F, ¥) valészinliségi mez6 a B bazisra vonatkozélag
teljessé tehetd. Bebizonyithats, hogy ha egy valészintiségi ‘mez6 mod 0 teljes
egy bazisira nézve, akkor minden mas bazisira nézve is mod G teljes ; beszél-
hetiink tehat mod 0 teljes valészintliségi mez6krél, a bazis megadasa nélkiil.

Egy szeparabilis ‘és mod 0 teljes (G, F, t) valészintiségi mezét Lebesgue-
féle valészintiségi mezének, a u halmazfiiggvényt pedig Lebesgue-féle mérték-
nek nevezziik. Ha nincsen olyan F-hez tartozé és © egyetlen egy elemébdl
allé részhalmaz, amelynek pozitiv mértéke volna, akkor a # mértéket foly-
tonosnak nevezziik2,

A kévetkezgkben mindig feltessziik, hogy (¢ folytonos Lebesgue-féle mérték.
Ismeretes, hogy ebben az esetben az (G, F, 1) valészintiségi mez6 izomorf

2 A mértékelméleti fogalmakra, vonatkozélag 1. V. A. Rohlin, Izbrannije voproszi metri-
cseszkoj tyeorii gyinamicseszkih szisztyem, Uszpehi Maty. Nauk (1949), 58—128.
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azzal a valészinliségi mezével, amelyet tigy kapunk, hogy G-nek a (0, 1) inter-
vallum pontjainak sszességét, F-nek a (0, 1) intervallum mérhetd halmazai-
nak 8sszességét és p-nek a kozonséges Lebesgue-féle mértéket valasztjuk.
Ilyen médon régtin feltehetnénk azt is, hogy € maga a (0, 1) intervallum és
u a kozonséges Lebesgue-féle mérték. Ebben az esetben valészintiségi véltozé
egyszertien a (0, 1) intervallumon értelmezett mérhetd fiiggvényt jelent. I/lyen
méden jutunk el valés valtozéji fiiggvények sztochasztikus fiiggetlenségének
fogalmahoz, amelyet M. Kac és H. Steinhaus 3 4 vizsgaltak behatéan.

A &, &, ..., &, valbszinliségi valtozékat akkor nevezik fiiggetleneknek,
ha x,, x5, ..., x, minden valés értékére fennall, hogy

M) wEES & <w s b < x) = T (E (& <),

A &y &ppees &y - . valbszintiségi valtozok végtelen sorozatat akkor nevez-
zilk fiiggetlennek, ha &, &, ..., &, fiiggetlenek, akarmilyen nagy is n.

A (0, 1) intervallumon értelmezett sztochasztikusan fiiggetlen fiiggvények -
jol ismert tulajdonsagai koziil csak egyet emlitiink itt meg : ha az f; (x), f, (%),
«+ oo fn (%) fliggvények fiiggetlenek a (0 < x < 1) intervallumban, akkor

1 1 1 1

@) [A@L®: - fo @) de =A@ dx- [fo(x) dx- - - [fu(x) dx,

0 0 0 0

amennyiben ezek az integralok egyaltalin léteznek. Ha f(x) és g (x) figget-
lenek, akkor nyilvan f"(x)és g™ (x) is fiiggetlenek, ha n és m pozitiv egész
szamok, és igy fennall - ;

@ j}" (x)g'"<x)dx=f}"(x>dlegm<x>dx,

0

amennyiben ezek az integralok léteznek. Erdekes megjegyezni, hogy amint
azt M. Kac® bebizonyitotta, ez az éllitds megfordithaté : ha (3) n és m min-
den pozitiv egész értékére teljesiil, akkor f(x) és g (x) fiiggetlenek.

A sztochasztikusan fiiggetlen fiiggvények elmélete szoros kapesolatban
all az ortogonilis fiiggvények elméletével. Legyen ugyanis f; (x), f; (%), - . .,
Ja (), ... fiiggetlen fiiggvények sorozata és tegyiik fel, hogy ‘f, (x) az L2 fiigg-
vénytérhez tartozik (azaz négyzetével egyiitt integralhaté). Legyen

W [ demay e[ () — 0 de—E,

0

3 M. Kac : Sur les fonctions indépendantes I, Studia Math., 6 (1936), 46—58.
4 M. Kac et H. Steinhaus, Sur les fonctions indépendantes, II, III, ibid. 59—66, 89—97.
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és amennyiben b, + 0 (azaz f, (x) nem éallandé majdnem mindeniitt), legyen

(5) fw@=LE =0 50

n
Amennyiben vannak az f, (x) fiiggvények kozétt majdnem mindeniitt allandé
figgvények, azokat egy kivételével hagyjuk ki: ha f; (x) az egyetlen majd-
nem mindeniitt 4llandé figgvény, Ggy legyen g, (x) = 1. Konnyen belathats,
hogy az igy nyert g, (x) fiiggvényrendszer ortogonalis és normélt, ugyanis
definicié szerint, ha n - ky és m - k, o

1
by bm

:[0, ha n £ m,
11, ba n =m,

(6) [ &n (=) gm (x) dx= (j Jon (%) fn () dx — m)

tovabba

1 . 1 1 . ’
fg,,(x)g,{0 (x)dx:b— J.f,,(x) dx — a,| =0, ha.n# k,
° n\o
Sziikségiink lesz a teljes fiiggvényrendszerek fogalmara is. Az L2 fiigg-
vénytérhez tartozé fiiggvények{g, (x)} (n=1,2,...) sorozatat teljesnek
nevezziik, ha

(7 | F @) gn(x) dx =0

csak akkor allhat fenn n minden pozitiv egész értékére egy az L2 fiiggvény-
- térhez tartozé f(x) fiiggvényre, ha az majdnem mindeniitt 0-val egyenld.

A fent emlitett fiiggetlen fiiggvényekbél all6 ortogonalis { 8. (%) }fﬁggvény-
rendszer nem lehet teljes, mert ha g, (x) és g, (x) egyike sem konstans majd-
nem mindeniitt, akkor (7) teljesiil n minden értékére, ha f(x) =g, (x) &n, (%)
(ehhez még csak azt sem kell feltenni, hogy a g, (x) fiiggvénysorozat fiiggetlen,
ehelyett az is elegendd, hogy a g, (x) fiiggvények harmanként fiiggetlenek).
A fiiggetlen fiiggvényekbdl allé { g (x)} ortogonalis fiiggvényrendszerek, mint
ismeretes, az igynevezett lakunaris fiiggvényrendszerek kozé tartoznak, amelyek-
nek bizonyos ér_teleniben tipikus képviseléi. , )

Vizsgiljunk -meg néhany példat: legyen R, (x) = sg (sin2"! = x)
r=1,2,3, ...), vagyistekintsitk a Rademacher-féle fiiggvényeket. Ezek a fiigg-
vények fiiggetlenek és jol ismert lakunaris ortogonilis és normalt fiiggvény-
rendszert alkotnak. Ha ehhez a rendszerhez hozzicsatoljuk az R, (x) fiiggvények
osszes lehetséges szorzatait, azaz a Wy (x) =R, (x) R, (+) ... R, (») fugg-
vényeket, ahol

(8) : N=2n1_*_2n,+,..'+2"k (n,1<n2<"' <nk)?
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az 4. n. Walsh-féle ortogonalis rendszert nyerjilk, amely mar teljes rendszer.
Ha az R, (x) rendszerbél kihagyunk egyetlen egy R,. (x) fiiggvényt, akkor
azR, (x) R, (x) ... R, () szorzatok ésszessége (aholn; - n*i =1,2, ..., k),
mar nem lesz teljes, hiszen mindezek a fiiggvények ortogonalisak az R,. (%)
fiiggvényre. Altalaban, ha{gn (x)}fﬁggetlen fiiggvények egy rendszerre és léte-
zik olyan, nem majdnem mindeniitt allandé, g (x) fiiggvény, amelyet a g, (x)
fiiggvényrendszerhez hozzéacsatolva az igy nyert (g (x); g, (x)) fiiggvényrend-
szer is fiiggetlen rendszer, akkor az osszes lehetséges

(9) ' Emym ... my (x):g{”x(x) ggn, (x) . -gv'?" (x)

fiiggvények rendszere (ahol my, my, ..., m, az Osszes nemnegativ egész sza-
mokon futnak végig és k =1,2, ...) nem lehet teljes, mert ha f(x) =g (x) —

—-f g () dx, az f (x) fuggveny az 0SSZ€S gy m, ... my, (%) fliggvényekhez ortogo-

nahs lesz. A Rademacher- -fiiggvények példaja kézenfekvivé teszi a kovetkezd sej-
tést : ha a{g" (x) } fiiggetlen fiiggvények rendszere a fiiggetlenségre nézve telitett,
azaz nincs olyan nem majdnem mindeniitt 4llandé fiiggvény, amelyet a{ 8. (%) }
rendszerhez hozzacsatolva a rendszer fiiggetlen maradna, akkor az dsszes lehet-
séges (9) alaki fiiggvények rendszere teljes. Ezt a sejtést elsének H. Steinhaus
fogalmazta meg 1937-ben, amikor egy eldadasaban® azt mondotta a fenti
kérdéssel kapcsolatban-: »itt nyilvanvaléan egy 4ltaldnos térvénnyel allunk
szemben, amelyet azonban nem sikeriilt bebizonyitanom« (»il y a évidemment
une loi générale, que nous n’avons pas réussi a démontrer«). Sok példat lehet
felsorolni, amelyek az emlitett sejiést alatamasztjik. Igy példaul, ha a
{zg. (x) } rendszer equﬂen fiiggvénybél, mégpedig a g; (x) = x fiiggvénybdl all,
a (9) rendszer az x" fiiggvényekbdl all (n =0,1,2, ...), az{x }fuggvenyrend-
szer, mint 1smeretes, teljes. Egy masik példa, amelyet H Steinhaus is emlit?,
a kovetkez§ : a{ gn (x) }fuggvenyrendszer alljon két fuggvenyhol g (%) =g (%)
és gq (%) =1 () legyenek folytonosak és u =g (x), v = f (x) legyenek egy Peano-
féle gorbe paraméteres egyenletei, azaz olyan gorbéé, amely a (0, 1) interval-
lumot az egységnégyzetre folytonos és mértéktarté médon képezi le. Egy
harmadik példat W. Sierpiriski® nyoman gy nyeriink, hogy a g, (x) fiiggvény-
rendszernek a g,., (%) =g, (8 (x) (n=1,2,...); g (x) =f(x) rekurziv
relacick 4ltal definialt fiiggvények rendszerét valasztjuk, ahol u =g (x) és
v = f(x) az elébb emlitett Peano-gérbe paraméteres egyenletei.

Mindezekben a példdkban a{ - (x)} rendszer fiiggetlenségre nézve teh-
tett, a{ B, sy 5ot (x)} rendszer viszont teljes. Az elsé példdban utébbi rend-
szer _az{x"} fuggvenyrendszer s mivel, mint ismeretes, az L2-térhez tartozé

5 H. Steinhaus, La théorie et les applications des fovnctionsAindépendan_tes' au sens
stochastique, (Paris,1938), 70. o.
W. Sierpinski, Wiadomosci Matematyc@e, 42 (1936) 1.




304 RENYI ALFRED

i

fiiggvények rendszerének teljessége ezen fiiggvények rendszerének zartsagaval
ekvivalens, tehat az{x"} rendszer teljessége ekvivalens Weierstrass ismert
approximacié-tételével, amely ilyen médon a Steinhaus altal sejtett altalanos
torvényszeriliség specialis esetének tekinthetd. A ;

Steinhaus sejtése mindmaig bebizonyftatlan maradt*. El§addsomban egy
Steinhaus sejtéséhez kozel 4ll6 4ltalanos tételt fogok bebizonyftani, amely fényt
vet a felsorolt tények mélyebb okaira. Eredményeim azonban még nem adjik
a felmeriil§ problémak teljes megoldasat, amennyiben csak olyan fiiggvények
rendszerére vonatkoznak, amely fiiggvények mindegyike csak véges sok kiilon-
boz6 értéket vesz fel, mas széval 1épesds-fiiggvények rendszerének vizsgalatira
szoritkozom. Ugy hiszem azonban, hogy ez a megszoritds nem lényeges és
kikiiszobolheté lesz. _ .

A tétel megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a maximalis fiiggvényrend-
szerek fogalmara, amely fogalmat egy el6z8 dolgozatomban vezettem be'.
A (0,1) intervallumon értelmezeit és egyenként csak véges sok ériéket felvevs

" mérhetd ‘fiiggvényekbdl 4ll6{ g, (v) } fiiggvényrendszert akkor nevezzik maxi-
mélisnak, ha az x valés szam a g, (x) (n =1, 2, ...) értékek altal egyértelmtien
meg van hatdrozva x minden értékére, (kivéve eseileg egy 0-mértékii halmaz
pontjait). Mas széval a{ &, (%) } fuggvényrendszert akkor nevezziik maximalis-
nak, ha g, (x;) =g, (x,) akkor allhat fenn csak n minden pozitiv egész értékére,
ha x, =x, vagy ha dgy x,, mint x, €gy bizonyos 0-mértékd H halmazhoz
tarioznak. ' : i

Kénnyt bebizonyftani, hogy fiiggetlen fiiggvények maximdlis rendszere a
fiiggetlenségre nézve telitett. Ezt direkt tton is bebizonyithatnank, de erre nincs
sziikség, tekintve, hogy ez kozvetve kiovetkezik abbél, hogy, amint mér lattuk,
a { g, (%) } rendszer fiiggetlenségre vonatkozé telitettsége a { B,y + my (%) }
rendszer tieljességének sziikséges feltétele és be fogjuk viszont bizonyitani,
hogy a { g, (x) } fiiggvényrendszer maximalitasa a{gm1 ) } fuggvény-
rendszer teljességének elégséges feltéiele ; igy tehdt a maximalitds feltételé-
bél a telitettségnek kovetkeznie kell. A kozvetlen bizonyitas eléggé kézenfekvd,
de arra kitérni itt nincs helyiink.

A maximalitas fogalmét kiterjeszthetjitk tetszéleges mérhetd fiiggvények-
bl all6 sorozatokra is. Altalaban fennall, hogy a fiiggetlen fiiggvények sorozata-
nak maximalitdsa maga utdn vonja a fiiggetlenségre nézve valé telitetiséget.
Ez azért is fontos, mert a maximalitds bizonyitdsa konkrét esetekben gyak-
ran egyszeriibb, mint a fiiggetlenségre nézve valé telitettség bizonyitasa.

* Td6kézben sikeriilt kimutatnom, hogy minden kiilon feltevés nélkiil Steinhaus sejtése
nem érvényes. Példa erre az f(x) =x,ha 0 <x <1/;; f(x) = 1,ha 1/, <<x <1 fiiggvény, amely
énmagaban  fiiggetlenségre nézve telitett rendszert alkot, azonban az { fr (x)} rendszer nem
teljes a (0, 1) intérvallumban. ) )

7" A. Rényi, K tyeorii pregyelnih tyeorem dlja szumm nyezaviszimih szlucsajnih velicsin,,
.Acta Math. Acad. Sci. Hung., 1 (1950), 99—108. Folytonos fiiggvényekre ez a fogalom sze-
repel M. H. Stone egy munkijiban (Trans. Amer. MaK. Soc. 41 (1937) 375—481.) .
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Nézziik példaul a fentebb emlitett Steinhaustél szarmazé példat. Induljunk ki

”z

egy x valés szam diadikus el8allitasabol : legyen

N m ‘
10) - . x= 5— - (5L /

n=1

ahol e, =0 vagy —1; a rovidség kedvéért, ha (10) fennall, irjuk azt, hogy
x=0,e6...¢,....Legyen g(x) = 0,e,¢; e5... é f (x) =0, e; eze5...
Az u =g(x), v =f(r) paraméteres egyenletek altal definialt gorbe @. n.
Peano-gorbe, azaz ha x végigfut a (0, 1) intervallumon, & gérbe egy 0-mértéki
halmaztél eltekintve vgyszer és csak egyszer halad at az egységnégyzet min-
den pontjan. Marmost nyilvanvals, hogy az f(x) és g (x) fiiggvényekbdl allé
rendszer maximalis, hiszen f(x) és g (x) diadikus kifejtésében szerepld jegyek
sorozatait »egymasbatolva« megkapjuk x diadikus kifejtését és igy magat x-et.
Még nyilvanvalébb az f (x) =« fiiggvénybél 4116 rendszer maximalitésa (x meg-
hatirozza onmagat). Végiil nézzilk meg a Sierpiriski altal vizsgélt fiiggvény-
rendszert. Ha az f(x) és g (x) fiiggvényeket ugyanigy értelmezziik, mint az
“clébb, akkor, ha Whel x =0,¢,,... 6,... 6 g (&) =Ff(%) guy1(x) =
=g.(g8(®)) (n =1,2,...), akkor -

X

&1 (x):Qa CRCZSIRIRN 7 VRE R

82 (x):O, €9 €g° .- Cyniz2” c

1

(1)

n

1
-
.

. st n—1 n
8n (x) =0, 6" €35 RCVER )

\

mas széval x diadikus kifejfésének minden jegye a g, (x) szdmok diadikus kifej-

tései koziil pontosan egyben fordul el§, mégpedig ha m = 2"1(2k 4 1), akkor -
e, & (x) diadikus kifejtésében a (k -+ 1)-ik jegy ; ily médon tehit a g, (x) szémok-
ismeretében x-et meghatérozhatjuk; vagyis a {g,, (x) } fiiggvényrendszer maxi-

malis. . )

Egy{gn (%) } fiiggvényrendszer maximalitdsit a kovetkez8képpen is meg-
fogalmazhatjuk : a (0, 1) intervallum minden x pontjédhoz hozzarendeljiik ‘a
végtelen szimsorozatok terének egy pontjit, mégpedig az (ay, agy . ..) = A (x)
pontot, ahol a, =g, (%) A{ & (x)} fiiggvényrendszert akkor nevezzilk maxi-
malisnak, ha ez a leképezés a .(0, 1) intervallum egy 0-mértékii részhalmazatél
eltekintve egy-egyértelmi.

20 Matematikai Kongresszus
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Ve :

Térjiink most 4t a mar fentebb emlitett tétel pontos megfogalmazisara
és bebizonyitasara. :

Tétel: Legyen { g (x)} a (0, 1) intervallumban értelmezett mérhets
fiiggvények maximdlis rendszere ; Jeltessziik, hogy g, (x) csak véges ‘sok kiilon-
bizé ériéket vesz fel. Akkor a &

(12) By ma + -y (%) =gT% (%) g (x)- - - gk (x)

fiiggvények ésszessége (m; =0,1,2,..., i =1,2,...,k; k = 1,2,...) teljes
fiiggvényrendszert képes®. '

Nézzilk most ennek a tételnek a bizonyitasat. Legyenek g, (x) dsszes
lehetséges értékei g, gnoy - - -» 8ur, » mégpedig g, (x) =g,;, ha x € E,; (mas-
sz6val E,_-vel jeloljiik a (0, 1) intervallum azon pontjainak sszességét, amelyek-
ben g, (x) a g,; értéket veszi fel) ; feltevésiink szerint az E,; halmazok mér-
hetéek. Konnyt belatni, hogy a{g,, (x)} fiiggvényrendszer maximalitasabél
kovetkezik, hogy az{E,“.} ‘halmazrendszer (1 =1,2,...,k,; n = 1,2,...)
bazist alkot a (0, 1) intervallumban a Lebesgue-féle mértékre nézve. Ugyanis
ismeretes?, hogy Lebesgue-féle mérték esetén a bazis definiciéjaban szerepls
két feltétel koziil az 1) feltétel teljesiilése mar maga utdn vonja a 2) feltétel
teljesiilését, és igy csak azt kell kimutatnunk, hogy az 1) feltétel teljesiil, azaz
ha x 5 y, akkor talalhaté az{E,,i}halmazrendszernek olyan eleme, amely az
x és y pontok koziil az egyiket tartalmazza, de a masikat nem, kivéve esetleg
egy bizonyog 0-mértéki halmazhoz tartozé x és y pontokat. Feltevésiink szerint
a{ g, (x)} fiiggvényrendszer maximélis ; ez azt jelenti, hogy ha x és y nem
tartoznak egy bizonyos 0-mértéké kivételes halmazhoz, akkor talalhaté olyan
n pozitiv egész szam, hogy g, (x) 7 g,(¥); ha g, (¥) =g, akkor E,; a keresett
halmaz, vagyis allitssunkat bebizonyitottuk. A fenti meggondoldsbél az is
vilédgos, hogy az 4llitas megforditasa is igaz : ha az{ E,; }halmazrendszer bazist
alkot, akkor a{g,, (%) }fﬁggvényrendszer maximaélis. Ilyen médon — véges sok
killonboz8 értéket felvevs figgvények esetében — a maximalis fiiggvényrend-
szer j definicidjat nyerjiik. Ezzel kapcsolatban meg kell jegyezniink, hogy ha
a g, (x) figgvényekre vonatkozélag semilyen megszoritast sem tesziink, akkor
is adhaté a maximalitisnak a fentihez hasonlé definicidja : jelentse E,,, a
(0,1) intervallum azon x pontjainak osszességét, amelyekre nézve fennall,
hogy r <g, (x) <, ahol r és s racionalis szamok (r <s).A{g, (x) } figgvény-
rendszer akkor és csak akkor lesz maximaélis, ha az{Em{} halmazrendszer
— ahol (r, s) az 8sszes rendezett racionalis szamparokon és n az dsszes pozitiv
egész szdmokon fut végig — bazist alkot a (0, 1) intervallumban. Ez lényegé-
ben ugyantigy lathaté be, mint a fent targyalt specialis esetben az analég allitas

*Idgkézben sikeriilt az alabbi tételt altalanositanom és kimutatnom, hogy az a fel-
tevés, hogy g, (x) csak véges sok kiilonbozé értéket vesz fel, elhagyhaté. (Megjegyzés a
korrektiranal, 1951, IX, 10.)




_ SZTOCHASZTIKUS FUGGETLENSHG S TELJES FUGGVENYRENDSZERER 307

(ha g, (x) csak véges sok kiilonboz8 értéket vesz fel (n =1,2, ...) akkor az
{E,, }.és{En,,} halmazrendszerek azonosak!).

Legyen most
(13) B iyl 8, = E1i1 : E2i2 S Enin .
A Bji,... i halmazok (i; =1,2,..., k ; j=1,2,..., n) nyilvin péron-
ként idegenek és egyiitt lefedik a (0, 1) intervallumot (az m szamot itt rog-
zitettiik). Be fogjuk bizonyitani, hogy minden olyan g (x) figgvény, amely
a Bji, ...;, halmazok mindegyikén allandé, eldallithaté, mint a (12) &ltal
definialt fiiggvényrendszer azon fiiggvényeinek linearis kombinaciéja, ahol
m;a 0,1,2,...,k —1 értékeken futhat végig és j =1, 2, ..., n. Tegyiik fel
ugyanis, hogy

(14) g(®)=bii.. .1, hax€By

és keressiitk g (x)-et a kivetkezs alakban :
k1 Fy—1 kn—1

15) . gE)= 3 Dot S cmmcmBome w8
M0 =0 =0

ez azt jelenti, hogy a ¢, ,, ..
nunk, hogy fennalljanak a

-m, €gyitthatékat oly médon kell meghatéroz-

k1 kgl kn—1
(16) bilie-" in = 22 2 cmlma . mngllngI, g::

m;=0my=0 my=0
egyenletek. A (16) k =k, k, k,-rendd linearis egyenletrendszer megold-

hatésaganak beblzonyltasahoz csak az sziikséges, hogy kimutassuk, hogy
a rendszer determinansa 0-t6l kiilonbozik. Ez viszont kovetkezik Hajés Gyargy
egy determinanstételébil®, amely Kronecker és Rados® egy determinanstételét
altalanositja.

Mivel az{Em} halmazrendszer bazis, abbol hogy minden a B; ; .
halmazokon allandé fiiggvény elallithaté, mint a (12) fiiggvények hnearls
kombinaciéja, kovetkezik, hogy minden mérhetd 1épcsdsfiiggvény, és igy min-
den az L2 fiiggvénytérhez tartozé fiiggvény tetszéleges pontossaggal approxi-
malhaté a (12) fiiggvények linearis kombinaciéival az L2 tér metrikajaban,
vagyis a (12) fiiggvényrendszer az L? fiiggyénytérben zart. Marmost j6l isme-
retesl0, hogy egy az L2 fiiggvénytérben zart fliggvényrendszer sziikség-
képpen teljes.

Ilyen médon a (12) fuggvenyrendszer zartsagabdl annak teljessége és igy
tételiink kovetkezik.

-

8 Hajés Gy., Egy determinans-tétel, Mat. Term. Tud. Ert., 50 (1933), 231—240.

® Rados G.,Egy determinans-tétel altalanositisa, Mat. Term. Tud. Ert 46 (1929),
724—737.

10 S¢. Kaczmarz—H. Steinhaus, Theorie der Orthogonah‘elhen, (Warszawa—Lwéw,
1935), 83. o.
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STOCHASTICAL INBEPENDENCE AND COMPLETE
y SYSTEMS OF FUNCTIONS

By ALFRED RENYI (Budapest)

Let g, (%), 85 (%), ..., 8, (x),... be a system jof measurable stochas-
tically independent, functions on the interval (0,1). Let us suppose that
this system is saturated concerning independence, i. e. that -if g(x) is
not almost everywhere constant, the system of functions g (x), g; (%),
g5 (%),..., g.(x),... can mot be independent. H. Steinhaus conjectured?®
that in this case if the functions ‘

1) ) @) g ()G =1,2. . s m—0,1,2,...; n=1,2,..))

belong to the space L2, the system (1) is complete in +this space. This
assertion is proved in the present paper under slightly stronger supposi-
tions*. The system of measurable functions {gn (x)} is called maximal, if
for almost every x and y = x there can be found a positive integer n for
which g, (x)#g,(y). Using this notion, the author proves the following

Theorem ; Let {gn (x)} denote a maximal system of measurable
independent functions in the interval (0,1), and let us suppose that the
number of possible different values of g, (x) is finite for every n=1, 2,
- 3,... It follows that the system (1) is complete in L2

.It is stated that the condition that each function has on‘ly\a finite
number of different values, could be dispensed with. It is shown, that
the condition of maximality is fulfilled in all examples mentioned by
H. Steinhaus®, further that a maximal system of mdependent functions
is saturated concerning independence. i

The notion of maximality has been introduced by the author in
a previous paper’, where other important consequences of the maximality
of a system of independent funcuons (or a system of independent ran-
dom variables) are proved.

* Without supplementary conditions. the conjecture does not ho]d as it is shown by
" the system consisting of the single function f(x) =« if 0=« <'§ , flx)=1 Jf <x=

=1, which is saturated concernmg independence, but the system { i (x)} is not completc.

a
‘!
'3

j
]
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:
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CTOXACTUUECKAS HE3ABUCHMMOCTD U
TTOJIHBIE CUCTEMBI GYHKIIAN

AJIb®PE]] PEHDBU (Byaramemr)

[TenstTHEe CTOXACTHYECKOM HE3ABUCHMOCTU UI'PaeT OOoNbLUIYIO POJIb B TEOPUU
BepositHocteil. Axan. A. H. Koamozopos B cBoell Kuure »OCHOBHbIE TOHSITHS
TEOPUN ‘BEPOSITHOCTEH« VKasal Ha TO, YTO TOHATHE HE3ABUCHMMOCTU 3aHUMAET
L[EHTPaJIbHOE T0JIOXKEHVEe B TEOPUU BeposiTHOCTEH M, YTO MCTOPUUECKU ITOHSITHE
HE3aBHUCUMOCTH OINpPeZie/INIl Crielind Mueckuii XapaKkTep TeopuH BEPOSITHOCTEH.

JIOTHUYecKH CTPOroe 0BOCHOBAHHE TEOpMM BepOSITHOCTeH BOOGIIE U TIOHS-
THSI He3aBUCHMOCTH B UaCTHOCTH GbUlo ano A. H. Koamozopogsim B Bbiliie-
YIOMSIHYTOM ero KHHUre; MaTeMaTHyecKoe HOHSATHE He3aBUCHMOCTH XOpOLIQ
OTpa)KaeT OOBEKTUBHbIE OTHOLIEHWS] peasybHOro MHpa.

[Iverb € — MIPOM3BOJIHOE MHOXKECTBO, 3JIEMEHTH! KOTOporo Oviem 000~
3HauaTh CTPOUHBIMUA OYKBamu : a, b, ¢,... NVCTb Jajee F GopesieBCKoe mosie
MOOMHOMECTB MHOXKecTBa €, syiemeHThl 0T F Oyiem 0003HaYaTh MPOMUCHBIMU
OvkBamu A, B, C,...; Npeanosoxum, yro camo € € F. Ilvere Hakoren u (A)
(A € F) abCoMwTHO a/IUTHBHAS, HeoTpULaTeIbHAS (YHKIMS MHOXKECTB U
n (€)= 1. =

WHbIMU €JI0BaMH, Mbl PACCMATPHBAEM T10JIe BEPOSITHOCTEH B CMBIC/IE TEOPUH
A. H. Koamozoposa. st KPaTKoCTU 00603HAUMM 3TO TIojle BeposiTHOCTeit uepes
(G, F, p).ViaMepumyIo OTHOCHTEJILHO £ BellleCTBeHHYI0 QYHKIMW & = &(a) ompe-
fesennyvio ra € HaspiBaem CivyabHoH BeqMuMHOM U yepes E (& < x) oGosHaunm
MHOYKeCTBO TexX a € §, ans Kotopbix £ (a) < x. '

dyuxumio F (x) = p (E (§ <x)) HasblBaem (yHKUHed pacripenenenust
cavuaiinodt BesmunHbl &. TToloOHBIM 06pasoM MHO)KECTBO TeX 3JIEMEHTOB a OT
M 17151 KOTOPBIX O/THOBPEMEHHO BbITIOJHEHbl YeoBUs &, (a) < xy, &5 (a) < X, . . oy
£, (a) < x,o0003Hauum: uepes E (& <xy, & <Xy ... & < X;); OVHKUMO
F (X)) Xoy o o« 3 %) = 1 (E (& <Xy & < X9y . .., &, < Xp,)) HasbIBaEM COBMECTHOU
dyHKUMeN pacripe JesleHus cnyyalHbeIX BeNUUuH &, &y, .. ., &p.

[lone BepostHocTeit (€, F, u) HasbiBaeMm cemapabesbHbIM, €CJIM CYINeCT-
BveT. cuetHast cucrema B = (By, B, . .., Bpy...) TOIMHOYKECTB, NMPUHAJIJIEKA ~
Mx K F, Tak, 4To BBINOJIHEHH! CIeAyiouMe sa yerosus : 1. 1uis JioOot mape
pasJIMyHbIX 9JIeMEHTOB a, b mHOXecTBa, € (Kpome ObITb MOMKET ISl SJIEMEHTOB
MHOYKECTBA Mephl 0) CVIIECTBYET MHOMKECTBO B,, KOTOPOE COEPYKUT TOJIbKO
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OJIHY U3 9JIEMEHTOB a, b. 2. s Besikoro A€ F CymeCTByeT MHOYKeCTBO B, KOTO-
poe TNpMHAMIOKUT K HauMeHbIIeMY GOpPeJieBCKOMY M0JI0, KOTOpOe COEPIKMT
BCe MHO)KeCTBa B,, TaK, uto B comepxutr A u u (B—A) = 0, T. e. B ToxI€ECT-
BeHHO ¢ A mod 0. Eciu venoBus 1. 1 2. BITIOJIHEHD, TO cHCTeMA B HasbIBaeTCs
Gasucom mnons (€, F, w).

Beenem creftyonive o0osHauedusi: nyerb Bl =B u B—1 = G—B. Ecmu
B =(By, By, ..., By, ...) — Gazuc nosst eepositHoctelt (€, F, u), paccMoTpuM
BCE BO3MOYKHbIE MHOYKECTBA EMJA | 1 Binrpe e, =l wm=—1; ; TloJie BeposT-

n=1
Hoctell (€, F, p) HacblEzeTcsl TOJIHBIM OTHOCHTEJIbHO CBcero Gacmca B ecnu Bce
911 MHOXKECTBa HenvycThbl (K CliefCEaTesEHO, OFHOTOYeuBbl). Ecru mnojie BeposiT-
Hocreit (€, F, p) MCKeT CbiTb CrenaH NMONHBIM OTHOCMTENILHO CBoero Gasuca B
nyTeMm H3veEerU sl Ha MHO)KecTBO merbl O, To (€, F, u) HasviBaercsi mod 0 TmoJ-
HbIM OTHOCHUTEJIbHO B.

CenapaGenbuoe u mcd O nosnoe noJie BepositHoctel (€, F, ,u) Ha3bIBAEM
rnoJjiem BeposiTHO CcTel 1Mna Lebesguc-a, U (PYHKUMIO MHO)KECTB HasblBaéM B 9TOM
ciyuae mepoil Lebesgue-a. Ecnu Bce OHOTOUEUHbIE MHO)KECTBA MMEKT MephI O,
TO Mepa u HasblBAaeTCsl HEN[LEeLbIBHOU.

B panbnefillem BCerja nfejnosaraem, YTo u — HeNpepbiBHAasi Mmepa
Lebesgue-a.  VIseecTHo, yTo B 9TOM Ciivuae noJie EepositHoctedt (€, F, u) siBns-
‘eTCsl M30MOPGH biM € ToneM, B koTopom € — untepsan (0,1), F — MHOXKECTBO
BCeX MSMELHMMbIX TnorvHekecTB mutereana (0,1) U u — oOGbIKHOBEHHAs .mepa
Lebesgue-a. Takum 00pa3om MOXKHO Gb10 Gbl CpPas3y MCXOMTb U3 TOro, uto & —
naTepsast (0,1) u p mepa Lebesgue-a; Tak Mbl NPUEM K TIOHSTHIO HE3aBHCH-
MbIX (QYHKLMHA.

Cinyualinbie BenuuuHb &, &, ..., &, HasbIBAIOTCS HE3aBHCUMBIMH, €CJIH

JUIS1 BCEX BELECTBEHHBIX 3HAYeHWH Xj, X, . . ., X, UMEET MeCTo
(1) w (E (El < xl» 52 < x2; ceey En < xn)) = H :u’(E (‘Sk < xk)v)'
pe k=1
Ecnm cnyualinbie Be TUUMER &1, &, . . ., &, HezaEMcHVBl INsT Beex n =1, 2, 3, ...,
TO CKa)kem, uTo &;, &, ..., &, ... sIBJISIETCS] MOCJeNOBaTEJIbHOCTbI0 HesaBUCH-.

MBIX - CJTYYaHHBIX BeJIMUKH.

Ecn mna € nrurumeem wartepsan (0,1), u ansg p — wmepy  Lcbesgue- a,
TOrzia ciayyakiHbie BeJHLHHBI OVAYT ECe Havef Uvble ¢VHKLMH & = f (X) EelrecT-
BeHHoro meremenHoro ¢ € (0,1) MTaK TOJYuaeTCS TIOHSITME CMOXACMUYecKy
He3asucuMbIX yHKYULL.

M3 H3BECTHLIX CBOKMCTB HE3aEMCUMBIX (VHKIWM OTMETUM JIMIIb OJHO :
HHTErpaJl OT TPOM3BeJeHUM HesaBMCHMBIX (VHKUMHA paBHO TPOMSBEJEHHI0 OT
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MHTerpayioB 9TUX QYHKUMH ; T. e. ecut f; (), fy (X),... ¥ f, (X) HesaBUCHMBIE
¢vukuuu B uurepsasie (0,1), To umeem

@ (AL L@dx= [(@dx. ... [f)dx

(npefrornarasi KOHEYHO CYIIECTBOBAEUE THX HHTef‘panos). Ecim f(x) n g(x)
HesaBUCHMBI, TO [f™(x) B g™(x) Tarxe HesaBUCHUMBbI (1, m =1, 2, 3,...) U 1o~
9TOMY JIOJDKEH ObiTh

® -|ﬂ®¢®M—jﬂmmgwmw

0

VIHTepecHo 3aMeTHTh, UTO — KaK 9T0 fokasad M. Kac — MMeeT MecTo i oGpaTHast
Teopema : ecyiu (3) BepHO [UIS1 BCeX HATYPAJILHBIX n Um, To f(x) U g(x) HesaBU-
CUMBL.

Teorus1 CTOXaCTHUECKH HEe3aBMCHMBIX q)YHKIIHI/I TECHO CBsisaHa C Teopneﬁ
OpTOroHasbHbLIX cucteM. Ilvers § fn(x)} —- T0C/Ie/0BATENILHOCTD  He3aBUCHMBIX
(YHKUMH, KOTOpble "MHTErfHDYEMble BMECTE C MX KBajpaTamH, T. €. NpHHAJ-

1

1
. Jiexxar K npocrpadersy L2 [lyverb [ fr(x)dx = a, n f (fn(x)—a,)2dx =b2 wu
; i

TIOTIOXKUM g, (x) = -f"—() " Korfa b, 70 T.e. Korfa fr (x) He mocTosHHas

TIOYTH BCIOY ; UTO KacaeTCH TOCTOSTHHBIX, TIPE/TIoNoXHM, uto B cucreme {f(x)}
umeetcs He GoJiee ONHOM TIOCTOSHHOM (YHKUMH ; eclit fr.(X)= ¢, mnonoxum
g, (x)=1. Jlerko y6e,rmeCﬂ, YyTo cucrema {g.(x)} oprorosaybHasi ¥ HOPMH-
poBaHHasl, TaK Kak .

I A

0 ecu n 7= m,

1 ecint n =m.

3nech NPUXOANTCS TOBOLUTH O TOJHBIX CHUCTeMAX (GYHKIMH. Cm'rema {2, (x)}
(. (x) € L?) HaswiBaercs nonHou, ecnu

) | Heouma=o /

mis seex n =1, 2, ... rae f(f) € L2, MO)XeT UMeTb MeCTo TOJIbKO ecid f(x) = 0
TI0YTH BCIOZY.

OproronasbHasi cUcCTeMa {gn(x)} 0 KoTopo# I‘OBOpI/IJIOCb BbILE, HE MOYKET
ObITH TOJIHOM, TaK Kak Hanpuvep g,(x)g.(x) He MoXxeT ObiTh POBHO 0 TOUTH
Bcioay, Ho (5) Mmeer MecTo A7s BeeX n = 1, 2, ... eciu f(x) = g,(x) gu(x) (s
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9TOro JIOCTATOYHO V)Ke, ecil (GYHKUIUU g,(X) 'HE3aBHCHMBI 110 Tpem). VsBecTHo,
YTO OPTOrOHAJIbHbIE cucTeMbl {g,(X)} HesaBUCHMBIX (VHKIMHA NpUHAjear
K TaK HasblBAEMBIM JIAKYHAPHBIM OPTOrOHAJILHBIM CHCTEMAM.

[TocMOTpHM HEKOTOpPbIE TIPUMEPHI.

MyverbR, (x) = sg (sin 27 wx) (n = 1,2, 3,...) T. e. paccMoTpum (YHK-
iy Rademacher-a. 9tM (YHKUMM He3aBHCHAMbl M 00pasyiOT H3BECTHYI) JIaKy-
HApHYIO OpPTOroHajbHYI0 cucTemy. IlpuGaensem K cucreme {R,(X)} Bce HX
[IPOU3BENIEHHS, T. €. PACCMOTPUM BCe (YHKIMU BUJA -

(6) Wn(X) =Rp (X) Rp(X) . . . Ry, (), rae N=2" 2% 4 . 2%

* %
Y I0JIYYMM NOJHYI0 OPTOrOHAJIbHYI0 cuctemy Walsh-a. Eciv U3 crcTeMbl {Rn(x)}
BbIOPOCHM XOTSI Obl OMHY (YHKUUIO R,+(X) WU MOCMOTPUM CHCTEMY (YHKIM
(6), rmen; £ n*,i=1, 2, ..., k,91a cucrema Y>Ke He GY/IET MoJIHOM, TaK KaK Bce
9T (YHKUMM OPTOrOHaJIbHBI K R,+(x). Boobule, eciu {gn(x)} — HeKoTopasi
CrCTeMa He3aBUCUMbIX (PYHKLUMH, U CYILECTBYeT TaKasl He TIOUTH BCIOAY IOCTOSH-
Hast QYHKUKA ¢ (X), yTo NPUGABNssA 9TV GyHKIMIO K cucTeme {g,(X)} oHa ocra-
£TCS1 CHCTEMOM He3aBUCHMbIX (PYHKUMHM, TO cHCTeMa BCEX BO3MOKHBLIX (DYHKLMI
BUJla t‘
(7 O Emum e (%) =gT(X). g(X) . . gTK(X)

(rme my, my, ..., m; OPUHUMAIOT BCE HEOTPULATENILHbIE LeJIbie aHaveHns H

k=1, 2,...), He MOXKeT GbITb NMOJHOH, TaK KaK GYHKuUA f(x) = g(x) — f g(x) dx
. 0
OpTOroHasbHa Ko Beem (yHKuusm Buga (7).

Opmsaxo, npumep QVHKUMI Rademacher-a  Bbl3bIBaeT T[UIOTESY, UTO B
clvuae, eciii cucTeMa {gn (x)} Hacolyernas o HE3ABUCHMOCTH — T. €. €CJU HeT
TaKod He IOYTH BCIOY MocTosiHHOM GyHKIMU g(x), uro g(x), g,(x), gx(x), .
2n(X) ObU Gbl TAaK)Ke HE3aBUCHMbIM, ~— Torjia cucrema (7) GYMIeT MojHoH. JTv
runotesy chopmviuposan H. Steinhaus B 1937 1., B cBoeM J0KJaje, INPOUH-
"TaHHOM HA )KEHEBCKOM KOHrpecce®, Korfa oH 00 9TOM BbICKasall, uTo »37ech
sIBHO JIOJDKEH HMMETb MECTO HEeKOTOPbIM oOlMH 3aKoH, KOTOPOro OJHAK0, MHe
He Y/aJloch JI0KasaTb. '

MoyKHO YKasaTh Ha MHOIHME TPUMEDHI, KOTOPbIE TIONIePKHBAIOT OTY [HII0-
Teay. Tak, HarpuMep, eclid cucTemMa {g,,(x)} COCTOUT U3 eJUHCTBEHHOM (YHKIUH
21(x)=x, cucrema (7) ectb cucrema ¢pyHKIMM X", n = 0, 1, 2, : . ., KoTOpasi, KaK
* XOpOILIO M3BECTHO, SIBISIETCS] TOJIHOMH. Hpvyroil nmpumep, Ha Kortopbltt Steinhaus
VKasaJl, HoJIvyaeTcsl, eciui sa cucremy {g, (X)} npunumaem cucremy mBvX (VHK-
i g(x) u f(x), rme u =g(x), v = f(x)ecrb mapameTpuuecKoe NpeJcTaBieHue
HeKoTopol KpuBoi Peano (3ta KpuBasi oToopaykaer untepsan (0, 1) Ha KBafpat
0=u < 1,0 =v < 1 HenpepsIBHbIM 00Pa3OM M 9TO 0TOOpaXKeHHe COXPaHSIET
mepy).
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Tpetuii mprmep, nonvuaercsl eciau mocrpoum, cneayst W. Sierpinski, cu-
cremy ¢verumn {g,(x)} Takum 0Gpasom :

gnn(x) = ga(g(0) 1 g(x)={(x), Tre u —g(x), v={(x)
ONISITh NIApaMeTpUUecKre. Y paBHEHUS YIIOMSIHY ToH KPUBO#H Pearo.

Bo Bcex o9TUX NpUMepax cucrema {gn(x)} SIBIISIETCSI HaCblHIEHHOI/I 0 Hesa-
BUCUMOCTH U cuctema (7) TOJIHOM.

Jlo cuX mop He M3BeCTHO NPH KAaKUX He0OXOAUMbIX U JIOCTATOUHBIX YCIIO-
BUI BepHa ruroTesa Steinhaus-a*. B HacTosILIeM IOKJI/Ie JIOKa)KeM O0LLYI0 Teopemy,
KOTOpasi B HEKOTOPOM CMbICJIE JIaeT OTBET Ha Bompoc Steinhaus-a. OIHAKO, MOM
pesvIIbTaT elle He JlaeT OKOHUATEeJIbHOro pellieHusi Beei 1poGJIeMbl, TaK Kak OH
OTHOCUTCSI TOJLKO K .cucremMam QYHKUMH, Ka)kaasi U3 KOTOPbIX NMPUHUMAET JIMIIb
KOHEeYHOe YMCJI0 PasJIMuHbIX 3HaueHud. Brpouem MHe KaKeTcsi, uTo 9T0 He
SIBJISIETCST CYIIeCTBEHHBLIM OI'PaHHYeHUEM. .

st GopmMyJIMPOBKU Hallleif Teopembl HY)I(HO BeCTH'  TIOHSITHE MAaKCH-
MaJbHBIX  T10CJIefI0BATENIbHOCTEH  QVHKLUA ;  9TO l'IOHHTI/Ie** BBEJICHO B
moeii paGote.? Tloc/ieloBATENILHOCTE H3MEPUMbIX (Y HKIMA {gn(x)} oTpefiesieH-
gbix- B paTepsasie (0,1) Gvaem HasbiBaTb MaKCMMaJbHOM, Ka)k[oe K3 KOTOPbIX
NPUHEMAET JHIb KOHEUHOE UMCII0 Pas/MYHbIX sHaueHuit, ecym kaxcioe X € (0, 1)
(kpome, ObITb MOYKET, TOUKM HEKOTOPOro MCKIIOUMTESIBHOrO MHOYKECTBA MEPb{
* 0) OJIHO3HAUHO- OTIPeJIeNISIETCS 3HAUSHUSIMU ¢, (X), n =1,2, . .. VHbIMH cJoBaMu
TIocIe[oBaTEIbHOCTD {g,,(x)} HA3BIBAETCS] MAKCUMAJIBHOU, eci g,(X;) = gn(xs)
man=1,2,... BOSMO)I(HO TOJIbKO €CIIM X; = X,, WIH, €ClI1 X; U X, NIPUHAJ-
JIeXAT K HBKOTOPOMY MHOYKECTBY Mepbl 0.

Jlerko J0KasaTb, YTO, MAKCHMaJlbHAsl TOCJIe/I0BATENIbHOCTL —He3a8LUCUMbIX
QyHKUMA BCerjla SIBJISIETCs1 HACBHIIIEHHOM 10 He3aBUCHUMOCTH. OTO MOXKHO JOKa-
3aTh TIPSMBIM TIVTEM, HO JUIsi GVHKUMM C KOHEUHbIM UMCJIOM PasiMYHBIX 3HAYe-
HUI 9TOT pesvJbTAT IOJIVYAeTCs TaK)Ke KOCBEHHbIM 00pasoM, U3 TOro, YTo —
KaK Mbl Y)Ke BUJEJH *— HACbIIeHHOCTb OTHOCUTEJIbHO HE3aBHMCUMOCTU CHCTEMbI
{gn(x)} sBNSETCS HEOGXOAUMBIM VCIIOBHEM TOJHOTBI CHCTEMbI (9) u mb1 Gyaem
JIOKa3blBaTh (CM. TEOPEMY HIDKE), UTO MaKCHMMAJIbHOCTb CHCTEeMb {gn(x)} SIBIISI-
eTCst TOCTATOUYHBIM YCIIOBUEM TIOJIHOTHI cucTembl (7) ; TaKnuM 00pasoM U3 VCIIOBHS
MAKCHMMAJIbHOCTH CJIEJIYeT, UTO CHCTEMA HAChIIIeHHAs 110 He3aBUCHUMOCTH. 3/ieCh
HeT MeCTa U3JIOKUTL IPSIMOE JI0KasaTesIbCTBO 9Toro (aKTa, XoTs 9T0 JoKasa-
TebCTBO He SIBJISIETCS] TPY/IHBIM. ) ‘

[MogsiTHe MAKCHMAJBLHOCTY MOYKET ObITb PACHPOCTPaHeHo Ha civyai
TocJIeloBaTe bHOCTel TIOOLIX M3MEePUMbIX (VHKUMH ¥ B oOlleMm civuae TOKe

* Crefylomud TpHMep ToKaspiBaeT uTo rumoresa Steinhaus-a Ge3 J0TOJHHUTEJbHbBIX
; 1 : 1
yCIOBHSAX BOOOmE He BepHA : IyCTb f(X) =X eciH 0=x= —2— U f(x) =1 ecau ? <x=1,

Torja cama f(x) Oopasye'l‘ CHCleMy HachIeHHYI0 N0 HEe3aBHCHMOCTH HO CHCTEMa {f”(x)} He
siBJisieTcsl TIOJIHOH.
#% J]Ji1 HeNpepPHBHHX (yHKHIE 910 MOHSATHE BBeleHO B paGore M. H. Stone-a. Cm. 7.
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BEPHO, UTO MAKCHMAJIbHOCTL IIOCJIE/IOBATEIbHOCTH HE3aBUCUMBLIX (OYHKLHI Bie-
yeT 3a 000K HACBILIEHHOCTb N0 HE3AEMCHMMOCTU. DTO Ba)KHO, HATIPUMED U [10TOMY,
YTO BO MHOTUX If MvepaxX [0KasaTesbCTBO MAKCHMAJIbHOCTH Jierue, 4em JoKa-
3aTeJIbCTBO HACHIIIEHHOCTH.

Hangumep nverb

oo en
s ) ' n=1 )

rfe e, = 0 Wi 1— Anajnueckoe pasyioykeHye yrcna x; ecid (8) umeer mecro,
JUIST KPATKOCTH THLIEeM X = 0, € €5... €,...; TIOJI03KHM f(xX) =0,¢,/e5...1
By =0y 85 €044 J

KpuBasi ¢ mapameTpHyecKumMi YpaBHeHUsIMU U =f(x), v = g(x) O=x < 1)
€cTh KruBasi Peano, T. €. HenpepelBHBIM 00pasom ortobparkaerT orpesok (0,1)
Ha eauEnuHblit KBagpaT (0 = » <1, 0 = v < 1). Oueeusno, cucrema {f(x),
g(x)} siBnseTca maKcumasbHOM. B KAUECTBE JPYI'Oro TMpHMepa TOCMOTPUM CHC-
cremy Sierpiniski : {g,(x)}, rae g(x) = f() U gy (X) =g, () (n =1, 2,...),
rie f(x)ug (x) onpesiesiensl KaK B TiepBoM npumepe. Torda umeem

gl(x) = 0» € €...6n11,
) go(X) = 0; 65 ... 419

47 ) '
gu(x) = 0, egk—1 egok—1... €k~1(gp 1),

3Hauut, Kakaast upbpa e, IHaIMUecKoro pasyioKeHHs UMc/a X Halijaercs
B IMaN4eCKOM PasJloyKeHUN ofHoH GyHKUMU g,(X) (ecim m= 2= (2n4-1),70 e,
ectb (n 4 1)1 uudpa B pasnokeHUHd uyucna gy(x) 4, TMOITOMY €CJH H3BECTHO
3HaueHre KaKaoro g,(x), camo X OfHO3HAYHO OIpe/esieHo.

[Mepensiem Terepb K TOUHOMY H3JIOXKEHHI0 M JIOKAasaTeJIbCTBY Halllell Teo-
peMbl.

Teopema: ITycmo {g,(x)} — MaxcumaroHast cucmema He3aBUCUMBIX U3-
Mepumorx PyHryuil onpedzaeHuvix 6 unmepgase (0,1) xacdas u3  Komopvix
NpuHUMaem Aullb KOHedHOe YUCA0 PA3AUYHbIX 3HAYEHUll; mo20a.cucmema gyHK-
yuii.

(lo)gmxm,... m‘k‘(x):‘g,m1 (x)g:n,(x) : g?k(x) (mi=. 0,12 ;i=zkk= 1,2,..)
- ABAAEMCA NOAHOUL*

HokasaTenbCcTBO TeopeMb: OBG0O3HAUAM BO3MOXKHBIE SHAUe-
HUSA OT g, (x) uepes g,; (i = k,); nverb g,(x) = gnecnu x € E,; qpyrumu  clio-
Bamu E,; o3HayaeT MHO)KeCTBO TeX ToueK X MHTepsana (0,1), Ansi KOTOPBIX
2n(X) = gn;; MHOKecTBa E,,; 110 TIPEINOJIOXKEHHI0 U3MEL MBI, JIErKO YOeIUThes, UTo
cucrema MHO)KecTB {E,;} ecTb Gasuic BceX HM3MELHMbIX MHOYKECTB B MATEpBaJie

* HepaBHO MHe yJalOCh, 0OKa3aTh, YTO YCJOBHS 4YTO - GYHKYHH gn(X) NpHHHAMAIOT
JIMIIb KOHegHOe YHCJO pas/IHuHBIX 3HaueHHH, MO)KeT GBITh OMNyIieHA.
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(0,1). B camom nesie usBecTHo (cm.2) uTo B cnvuae Mepwl Lebesgue-a, U3 BYX
VCIIOBUM B ornpefiesieHUy GacHca IepBoe BJIEYeT 3a Co0O0I0 BTOPOE,. U, TI03TOMY
JUIS TOTO, YTOOBI JOKa3aTh, YTO CUCTEMA {En,-} ecTb 0asKc, JOCTATOUHO J0KAas3aTh,
yto, ecrd x4y (xuy Touxu wuHrepsana [0,1]), Halbimercss mHOxectBO Ep,
KOTOPOE COIEPIKHUT TOJIbKO OfIHY M3 TOueK X, ¥ (Kpome, ObITb MOXKET, JIsi TOYeK
X, y HEKOTOPOr0 MHOYKECTBA Mepbl 0, HHBIMU CJIOBAMU — TIOYTH BCErja).

Ho mbl npe)monarann yro cucrema (QYHKUMH {gn(x)} MaKCUMaJIbHAS,
TI09TOMY €CJIM X 7 y TIOUTH BCerja HaXO[WTCS TaKoe HaTYpPaJibHOE 11, 4TO
8n,(X) 7 2, (¥); €Clt gy, (X) = g1, TO Ep, i, CONEPHUT X HO HE CONIEPIKHT . I1po-
ueM, U3 3TOro PacCy KMEHHUsI SICHO, UTO HMMEET MecTo M oOpaTHblil civuyaii: eciu
cucrema maoxkecTs {E,;} ecTb Gasuc, To cuctema Gyarumii {g,(x)} MaKcumasbHa.
Mbl NOJIVUMIIM - TAKMM 00pasoM HOBOE OrpefiesieHhe MAaKCUMaJIbHOW CHUCTeMbl
dyuxknit (Kajkmasi U3 KOTOPBIX I MAMMAeT JHIIb KOHEUHOe YHMCJI0 PassIudHbIX
sHauel Wi, B obliem ciyyae To)Ke MvieeTcs NoJoGHoe Ompesieienue : myeTb E, ¢
MHOYKECTBO TEX TOUEK X MJISI KOTOPbIX 7 =g,(x) <s rierus palHUOHAJIbHbIE
yuena (r <s); cucrema (yHKuumit {gn(x)} MaKcHMasbHa TOrJa ¥ TOJBKO TOr/a,
eCcru cucrema {E,,,s) re r, SN U.MvMalT BCe palMoHaJIbHble 3HAUeHHs] — eCTb
fasuc. (B yactHoMm ciivuae, eCid Bce g, (X) NLUHMMAIOT JMLIb KOHEYHOE YHMCIIO
pasnMuHbIX sHaueHuii, cuctema {E,,} u {E,;} TOXK/IECTBEHHbI).

[Tonoyxum

(11) Bixiz---i =E1i,Ezi,...E

n nig

MuoxectBa Bi, i, ... i,((; = k;; j=1,2,...,n) nonapuo He nepeceKa}OTCH "
TIOKPbIBAIOT PlHTepBaﬂ (o, 1) (snecb sHauesWe n TNpUKperieHo). Jlokakem
TIpeXK/ie BCero, uro Besikasi GYHKLMSA g(x) KOTopasi MOCTOSIHHASI Ha KaX</0M U3
MHOXK€ECTBa B,l iy .. iny MOXKET ObITb IPEJCTaBJIeHA B BH/E CYMMbl

I—1 k—1, kp—1

(12) g(X)= 2 2 . 2 cmlms..,mngmlm,-..mn(x)y
m,=0

m=0 my=20

rie KoaGGULMeHTb! Cm m, ...m, IOCTOSHHHL. Ha camom fiesie, nveTbh

13 - g (x)=b,-!'i’_“n ecim X€ B;

By dg...ip*

Ins Toro, yroGel (12) Mmesno MmecTo, KOIDPULMEHTHI Crm, m,...m, AOTDKHBI OBUTH
ompeJiesieHbl, KaK pellleH’sl CUCTEMbl JIMHEHHBIX VpaBHEHUH

y—1 ky—1  kp—1

(14) 2 2 Ecmlm, mnglz,gz,,"'g“";’;

my =0 my=0 m=0

(ijékj; §=LiZe 21

Has1 Toro, uToOBI JIOKA3ATh, UTO CHCTEMA JIMHEMHBIX vpaBHeHul (14) umeer




— 'Ambdper r’»’mn

: 'ppmemde HeoﬁXOIlI/IMO Y6e1m'rbc;1 uTo onpenenmenb 9TOH CHCTEMBI OTIIMUEH -
- OT HYJISL. 9To criefiveT U3 Teopemsl G. Hajds®; - ero Teopema B cBoell ouepemm

sIBJISIETCA oﬁomeﬂnem TeOpeMbl Kronecker 1 Rados® 06 onpefieTeNsIx.
Taxk Kak cHhcTemMa MHO YKECTB {Em} ecThb Oasue, u BCHK asi pYHKUHUS, KOTO-

‘past TIOCTOSIHHA - HA Ka)K[OM K3 MHOXKeCTB B, . ' eCTb JIMHeHHasi KoMOUHa-
uust (pymcunn gm, my....mn (x), cnenver, uro BCﬂKaH Hsmepnmaﬂ KYCOUHO HOCTOHH-
Hast GYHKLWA, U TIOTOMY TaK)Ke BCSKast (yHKIMA NpocTpaHCcTBa L2 MOXKET ObiTb:

NPUGIMIKEHa B METPHKE NMPOCTpaHCTBa L2 C KaKoM JIMGO TOYHOCTBIO C IOMOIIBIO

JIMHEeHHBIX KOM6PIHaLII/II/l dvuakiuit cucrembl (10) — HHBIME CTIOBaAMH : CI/ICTEMa

DYHKIHH (10) siBnIsIeTCS 3aMKHYTON B mpocTpaHcTse L2, i
'OJIHaKO, KaK M3BECTHO,1® B MPOCTPAHCTBE L2 BCAKAsl 3aMKHYTAs CHUCTEMA

SIBJISIETOS1 TOJIHOM, ToaTOMY cuctema (10) noJHasi ¥ Haila Teopema JIOKasaHa.

OTmeqaeM J'II/IHIb YTO TIOHSITHE MAaKCUMAaJIbHBIX CHCTEM ‘HE3aBHUCUMbIX CJIV-

YyaliHbIX BEJIIYMH - OKA3AJIOCh TI0JIESHbIM K. B - -ApYTUX oTHOWeHusTX. B paGore?
JloKa3aHbl HEKOTOpble JApYIUe MHTEepecHble CBOMCTBA TAKUX CHCTEM. :




