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RENY! ALFRED lev tag:

A Matematikai Bizottsag iilésén eddig elhangzott el6éadasok igen értékes
és magas szinvonald beszamoldk voltak a magyar matematikai tudomany fejl6-
désérol a matematika egy-egy atfogobb fejezete terén. Nem véletlen azonban,
hogy ezen eldadasok utan nem alakult ki a sz0 szoros értelmében vett vita, hanem
csak olyan hozzaszolasok hangzottak el, amelyek kiegészitették az el6addst.
Egy ilyen beszamoloval kapcsolatban ugyanis vita csak gy alakulhat ki, ha
az eldéad6d az elért konkrét eredmények - ismertetésén, s6t egyes konkrét még
megoldatlan problémdk ismertetésén tilmendleg kisérletet tesz arra, hogy a
matematika szobanforgd fejezetének kijeldlje a helyét a matematikan beliil és
vazolja azt az iranyt, amelybe a matematika illetd agédnak fejlddnie kell, hogy
a jovOben fokozottabban tolthesse be azt a szerepet, amelyre hivatott. Nem
vitas, hogy Kalmdr Ldszlo elbadasa azon tulmendleg, hogy vildgos és sok
fontos Osszefiiggésre ramutatd beszamoldt nyujtott a matematika alapjai terén
a legutobbi id6kben magyar matematikusok altal elért valéban figyelemre-
méltd eredményekrol, kisérletet tett arra is, hogy a matematika alapjaira vonat-
kozd kutatdsok céljat és jelentdségét is vazolja és ezzel kapcsolatban kijelolje
azt az iranyt, amelybe a kutatdsokat a jovoben folytatni kell. Ezt eléadasa
jelentds pozitivumanak tekintem, ugyanakkor azonban ez az értékes és helyes
kisérlet sziikségessé teszi a Kalmdr Ldszlo altal kifejtett alldaspont megvitatasat
is. Ezzel kapcsolatban mar eloljaroban meg kell mondanom, hogy Kalmdr
Ldszlo allaspontjaval két lényeges ponton nem értek egyet. Az els6 kérdés a
matematikai logika szerepére vonatkozik. Kalmdr Ldszlo elbadasdbol vilagosan
kitiinik, hogy 6 — helyesen — a matematikai logikat a matematika alapjaira
vonatkozo kutatasoknak csak egyik fontos, de nem egyetlen fejezetének tekinti.
A matematika alapjaira vonatkozd kutatdsok feladataként ugyanakkor azt jeloli
meg, hogy utat mutasson a matematikusnak kutato munkajaban. Az eldadas
soran azonban késobb gy targyalta a matematikai logikat, mintha egyediil a
matematikai logika volna hivatott, hogy utat mutasson a matematikusnak, hogy
»ne tapogatodzzék sotétben”, hogy Kalmdr LdszId sajat kifejezését hasznaljam.
Ez a felfogds azonban véleményem szerint szerepének indokolatlan eltilzdsat
jelenti, amit azért tartok kiilondsen veszélyesnek, mert ha a matematikai logika
olyan célokat tiiz ki maga elé, amelyeket nem teljesithet, ez gatolja azt, hogy
tényleges feladatait — amelyek ugyan szerintem szerényebbek, mint ahogy azt
Kalmdr Ldszlé megfogalmazta, de azért igen jelentdsek — valdoban meg is
valositsa. Véleményem szerint a matematikai logika a matematikdnak csak a
formdlis oldalaval foglalkozik és ezen fontos feladatdnak teljesitése kdzben a
tartalom kérdését, a matematika és a valosag viszonyanak kérdését szandékosan
nem is érinti. A feladat 6nmagdban véve is jelentds és nem szorul rd, hogy
jelent6ségét nigy hazzuk ald, hogy olyan szerepet tulajdonitsunk neki, amelyet -
éppen sajatos jellegénél fogva nem tolthet be. Formalis apparatus nélkiil nincsen
matematika és a formalis apparatus jelentdségét lebecsiilni teljesen helytelen
volna. Azonban mas dolog a matematika formdlis appardtusdnak jelent6ségét
elismerni és mds. dolog elfeledkezni a tartalom kérdésérdl. Eppen ez az alap-
vetd ellentét a matematika materialista és idealista felfogdsa kozott: az idealista
felfogas csak a formdt latja, mig a materialista felfogds allanddan szem el6tt
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tartja, hogy a matematikai formakban, habar kozvetve és elvontan, de mégis
a valosag, annak mennyiségi viszonyai és térbeli formai tiikkr6z6dnek — hogy
Engels Kalmdr altal is idézett kifejezésével éljek. Ebb6l azonban nyilvanvaldan
kovetkezik, hogy a matematikai logika csak a matematika formalis kérdéseiben
mutathat utat a matematikusnak, a matematika és a valosdg viszonyanak alap-
vetd kérdéseiben nem. Eppen ezért, véleményem szerint ahhoz, hogy a mate-
matikus ,ne tapogatodzzék sotétben® elsdsorban nem az sziikséges (bdr ez is
hasznos és fontos), hogy fokozottabban megismerje és alkalmazza a matema-
tikai logika modszereit és eredményeit, hanem ennél sokkal nagyobb jelents-
'sége van annak, hogy megismerje a dialektikus materializmust és tudatosan
alkalmazza azt a matematika és a valosag viszonydnak kérdéseire, ez segitia
matematikust leginkdbb abban, hogy ,ne tapogatddzzék sotétben.

A masik kérdés, amelyben nem értek egyet Kalmdr Ldszloval, az analizis
kérdése. Kalmdr Ldszlo parhuzamot vont a valdsziniiségszdmitds és az analizis
kozott. Valojaban a helyzet az analizisben ma egészen mds, mint a valdszinii-
ségszamitdsban. A valosziniiségszamitds szdzadunk els6 évtizedeiben valsagon
ment keresztiil, a valsagbol a kilitat szovjet matematikusok taldltdk meg —
elsésorban A. N. Kolmogorov — ¢és ennek soran, a valosziniiségszamitas
szabatos matematikai elméletének megalkotdsdban, nagy segitségiikre volt,
hogy tudatosan alkalmaztak a dialektikus materializmust. Hasonld jellegii val-
sagrol ma az analizisben nem beszélhetiink. Ilyen jellegii valsag valdéban volt
az analizisben is, azonban ez a mult szazad els6 felében volt és a kidtat az
analizis szabatos felépitésével Dedekind, Weierstrass, Cantor és kovetdik mutattak
meg. Hogy ezt a kérdést vildgosan lassuk, vizsgaljuk meg, hogy mi jellemzi
a matematika valamely fejezetének véalsadgat? A valsdgokat a matematikaban
(ugyantgy, mint a tarsadalomban) elsbsorban ellentmondasok fellépése és
kiélez6dése jellemzi, melyek kovetkeztében minden bizonytalanna valik és
elmosddik a hatar ,igaz“ és ,hamis“ kozott. Az analizis alapvet6 fogalmaival
kapcsolatban a mult szazad elején valoban felmeriiltek ellentmondasok (gon-
doljunk Bolzano paradoxonaira, vagy a konvergencia-fogalom tisztazatlansa-
gabol szdrmazd ellentmondasokra, vagy még el6bb a XVIII. szdzadban a
fiiggvény fogalmaval kapcsolatos vitdkra) és ezeknek az ellentmondasoknak
igen nagy torténelmi jelent6ségiik volt: ezeknek az ellentmondisoknak a fel-
olddsara irdnyuld torekvések nagymértékben hozzdjarultak az analizis szabatos
megalapozasahoz. Ilyen jellegii ellentmondasokkal ma az analizisben nem
talalkozunk és ez is mutatja, hogy nem lehet ma valsdgrél beszélni az anali-
zisben. Hivatkozom itt Kolmogorovnak az l. Magyar Matematikai Kongresz-
szuson tartott eldaddsdra, ahol — a valdsziniiségszdmitds megalapozasa terén
eléttiink allo feladatokat illetéleg — az analizist 4llitotta példaképiil a valdszinii-
ségszamitds elé¢ és azt mondotta: a valosziniiségszamitds matematikai elméle-
tének tovabbfejlesztésénél arra kell torekedniink, hogy a valosziniiségszamitas
konkrét kérdéseinek megoldasahoz ne kelljen visszanyulnunk a val6sziniiség-
szamitas halmazelméleti alapjaira, amelyeken végeredményben az illetd konkrét
probléma matematikai megoldasa nyugszik, mint ahogy egy differencidlegyenlet
megoldasandl nem kell a valds szamok Dedekind-féle, vagy Cantor-féle elmé-
letéig visszanydlnunk, bar végsé fokon a megoldas egy ilyen elmélet l1étezését
feltételezi. Az analizis, alapjainak szilardsagat illetOleg tehat olyan fokon all
ma, hogy mintaképiil szolgalhat mas, fiatalabb matematikai diszciplindknak.
Ha tehat az analizis megalapozdsa koriil nincsenek nyitott problémak, akkor
hogyan értékeljiik azokat a problémaékat, amelyeket Kalmdr Ldszlo felhozott?
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A helyzet az, hogy az altala emlitett problémdk valoban megvannak, és
abban is egyetértek, hogy ezekkel a problémakkal foglalkozni kell, azonban
ezek a problémdk nem az analizis megalapozdsanak a problémadi, hanem egy-
részt az analizis oktatisaval kapcsolatos didaktikai problémak, masrészt a
matematika gyakorlati alkalmazasaval kapcsolatos altalanos problémak, amelyek
az analizis megalapozasatol teljesen fiiggetlenek akkor is, ha az analizissel
kapcsolatban 1épnek fel leggyakrabban. Nagyon vigyazni kell, hogy ezekben
-a kérdésekben tisztdn lassunk, hiszen e nélkiill nem juthatunk egy 1épéssel
sem el6bbre. Nézziink egy konkrét kérdest: Kalmdr Ldszlo beszélt arrol, hogy
egyes fizikusok idegenkednek az analizis szabatos matematikai elméletéts] és
szivesebben megmaradnak a végtelen kicsiny mennyiségek misztikus felfoga-
sanal. Kétségtelen, hogy akadnak ilyen fizikusok, ez azonban nem jelenti azt,
hogy az analizis alapjaiban van a hiba: helyesebb volna a hibat az ilyen
fizikusok matematikai tuddsdban keresni. Akkor volna indokolt az analizisben
keresni a hibat, ha az analizis szabatos matematikai elmélete kevésbbé volna
alkalmazhatd, mint a misztikus differencidlfogalom. Err6l azonban sz6 sincs.
Az Alkalmazott Matematikai Intézet munkaja sordn igen sok gyakorlati probléma
meriilt fel és ezek megolddsa sordan minden esetben tekintettel voltunk a
gyakorlat kovetelményei mellett a matematikai szabatossdgra is. Azonban
egyetlen esetben sem tapasztaltuk, hogy ez a gyakorlati alkalmazhatosag hat-
ranyara lett volna: éppen ellenkezbleg, a matematikai szabatossdg mindig a
gyakorlat kovetelményeit szolgalta. A masik kérdés, amit Kalmdr Ldszlo
érintett a ,precizios“ €s ,approximdcids“ matematika ellentéte. Valdjaban
nincs kétfajta matematika, hanem csak arrdl van szo, hogy az elmélet és
gyakorlat elszakadasa a,burzsod tdrsadalomban a matematika tertiletén is
megnyilvdnul. Ennek megvannak a tarsadalmi okai és valoban beszélhetiink
a burzsoa tudomény &ltaldnos valsdgan beliil a burzsoa matematika valsa-
garol is, ami tobbek kozott az elm€let és gyakorlat elszakadasaban nyilvanul
meg, de ez nem az analizis véalsdga. Nekiink ma, a szocializmus épitésének
korszakdban a matematika teriiletén is az elmélet és gyakorlat egységének
megvaldsitdsara kell torekedniink és ez az analizis teriiletén azt jelenti, hogy
torekedniink kell olyan problémak megoldasara, amelyeknek a gyakorlatban
jelentéségiik van; torekedniink kell példaul sorfejtéseknél a maradéktag gya-
korlatilag hasznalhatd megbecsiilésére; ehhez azonban nincsen sziikseg a
konvergencia szabatos matematikai fogalmanak elvetésére, vagy valamilyen
»Uj“ analizisre, — az analizis ,uj alapvetésére®, ahogy Kalmdr mondta —,
hiszen ez az analizis meglévé elméletének keretei kozott teljes mértekben
megvalosithatd. Egyetértek abban, hogy ,szakitanunk kell a tudomany oncéli-
sagdnak tévtanaval“ de ez egészen mas kérdés; kiilonbséget kell tenni egy
matematikai elmélet és polgari matematikusok vagy filozofusok &ltal ahhoz fiizott
idealista filozofiai megjegyzések kozott. Egyébként is a ,tudomdny oncéli-
saganak tévtandval® a matematika barmely dgaval kapcsolatban talalkozunk,
igy példaul az algebrdval kapcsolatban még nagyobb mértékben, mint az
analizissel kapcsolatban. Azt jelenti ez, hogy az algebraban is ,1j alapvetesre

van sziikség? Természetesen egyaltalan nem jelenti azt. Ezzel szemben valoban
sziikséges, hogy a matematikdval kapcsolatos idealista megnyilvanulasokkal,
a ,matematikai idealizmussal“ minden vonalon felvegyiik a harcot és ugyan-
akkor a dialektikus materializmus alapjan fokozott gonddal foglalkozzunk a
matematika €s alkalmazasainak elvi kérdéseivel. Ezzel 1ényegében visszajutottam
ahhoz, amit a matematika alapjaira vonatkozé kutatadsokkal kapcsolatban mon-



A MATEMATIKA ALAPJAI 107

dottam és abban mar egyetértek Kalmar Laszloval, hogy ezen a téren még
igen sok tennivalonk van.

ALEXITS GYORGY r. tag:

~ Kalmdr LdszIlo igen vildgos el6adasanak néhany filozofiai jellegii rész-
letéhez szeretnék hozzdszolni.

Semmikép sem tudok egyetérteni Kalmdrnak azzal a megallapitasaval,
hogy a ,matematikai logika a matematika alapjainak a tudomanya“. A mate-
matikai logika a matematikai gondolkodds formdival, nem pedig magaval az
anyagi valosaggal foglalkozik. A gondolkodas pedig az anyagi létezésnek egy
sajatos modon valo visszatiikrozése a tudatban (Lenin). A matematikai
logika tehat a valésag egy sajatos visszatiikrozésének formdit vizsgdlja, nem
~ pedig magat az anyagi valosagot Ezzel szemben a ,matematika targyat a
“valosagos vilag térformdi és mennyiségi viszonylatai alkotjak“ (Engels, Anti-
Diihring). A matematikai logika, mint a valésadg visszatiikrozésével foglaikozo
tudomany, nem tartalmazhatja tehat a valdsag bizonyos viszonyait kdzvetleniil
vizsgdlo matematikai alapjait, nem lehet ,a matematika alapjainak a tudo-
manya*“.

yKalmér ebben a kérdésben idealista felfogasu, mert el6bbre helyezi a
tudattal foglalkoz6 matematikai logikat, a 1ét egyes kérdéseit targyaldé mate-
matikdnal. Ez a nézet megegyezik a logikai objektivizmus felfogasaval, ame-
lyet Leibniz ota Bolzano, Husserl, Meinong, Russell és az tsszes tobbi logisz-
tikusok képviseltek. Teljesen helytelen és a dialektikus materializmussal
homlokegyenest ellenkezd, idealista allaspontot foglal el az, aki a matematikai
megismerés formalizmusat tartja a matematika alapjai tudomdanyanak.

Ugyanakkor helytelen volna a matematikai logika eredményeinek lekicsiny-
lése is. Kétségtelen, hogy a matematikai logika a matematikai megismerés
formait, kiilonosen a formalizmus hatérait illetden jelentdés eredményeket ért
el és ezek kozott elokeld helyet foglal el Kalmdr néhdny vizsgdlata. Kiilonosen
érdekes Kalmdrnak az az eredménye, amely szerint a Church-tétel specidlis
esete az altaldnosan fogalmazott Godel-tételnek. Nem tudok azonban teljesen
egyetérteni Kalmdrnak azzal a felfogasaval, mintha ezzel az eredménnyel sike-
riilt volna megcafolni azt az 1deahsta allitast, hogy a tuddsnak vannak abszolut
hatarai. Ez a fogalmazas ismét arra mutat, hogy Kalmdr a matematikai logika
eredményeit a valdsdgra vonatkozd tényeknek gondolja. A Church-tétel bir-
milyen interpretdcidja — akdr ismerjiik Kalmdr eredményét, akdr nem —
mindenképpen legfeljebb azt jelentheti, hogy a pusztadn formalis, axiomatikus
megismerésnek vannak hatarai. Ez az dllitds pedig semmi meglep6t sem tar-
talmaz, hiszen a formdlis gondolkodds korlatozott volta a dialektikus mate-
rializmus ismerdinek nem jelent kiilonds meglepetést. Az érdekes csupdn az,
hogy az idealistak ezt a tenyt sajat modszereik kovetkezetes alkalmazasaval
kénytelenek elismerni.

Nem tudok végiil egyetérteni az eldadds utolsd részének néhany meg-
allapitdsaval sem. Igy helytelennek tartom a preciziés és approximdaci6s mate-
matika merev szétvalasztdsanak felfogasit. A matematikdnak ez a két ten-
dencidja az anyagi valosagrol vald ismereteink kiilonboz6 fejlédési fokat, nem
pedig kiilonboz6 megismerést jelent. Az olyan &llitdsok pedig, hogy az appro-
ximacios matematika ,kicsire nem néz“ elve a kapitalizmus hanyatld koranak
felel meg, a Weierstrass-féle epszilontika pedig Weierstrass kordnak a valo-



