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A  dolgozat  a  következő  probléma  megoldását  tar talmazza  :  Egy  üzemben  több , 
sűr í te t t  levegővel  működő  gép  működik,  a  gépek  véletlenszerűen  lesznek  be­,  illetőleg 
kikapcsolva.  A sűrí tet t  levegőt  egy  kompresszor  szolgáltatja,  amely  egy  tar tá lyt  tölt  fel  ; 
a  fogyasztók  a  tartályból  kapják  a  sűrített  levegőt.  Ha  a  tar tá lyban  egy  bizonyos  к, 
ha tá r t  meghalad  a  légnyomás,  a  kompresszor automatikusan kikapcsolódik  és  csak  akkor 
kapcsolódik  be,  ha  a  nyomás  egy  bizonyos  v., ­с  i>l  ha tár  alá  süllyed.  A  feladat  abban 
áll,  hogy  meghatározzuk,  mekkorának  kell  lennie  a  kompresszor  teljesítőképességének 
ahhoz,  hogy  a  nyomás  a  tartályban  gyakorlatilag  soha  ne  süllyedjen  egy bizonyos  v0  < 
határ  alá,  amely  még  elegendő  a  gépek  zavartalan  működésének  biztosít  sához.  A  prob­
léma  megoldása  valészínűségszámítási  módszerekkel,  mégpedig  a  Markov­féle  láncok 
elméletének  felhasználásával  történik.  —  Az  eredmények  graf ikus  formában  vannak 
ábrázolva,  úgy,  hogy  adot t  fogyasztás­  és  tartályméret  mellett  a  grafikonból  számítás 
nélkül  leolvasható,  hogy  a  kompresszort  hogyan  kell  méretezni. 

Az  ebben  a  dolgozatban  tárgyal t  problémával  a  Gépipari  Tervező  In téze t 
felkérésére  foglalkozott  az  In téze t .  A probléma  jelentőségét  az  ad ja  meg,  hogy 
ha  kompresszorok  és  légtartályok  méretezésénél  a  valószínűségszámítás  alkal­
mazásán  alapuló  pontos  számításokat  végzünk,  ezáltal  ú j  üzemek  létesítésénél 
jelentős  megtakarításokat  lehet  elérni.  A  probléma  elméleti  szempontból 
ahhoz  a  problémakörhöz  tar tozik,  amellyel  az  előző  dolgozat  [1 ]  foglalkozik  : 
i t t  is  véletlen  ingadozásokat  m u t a t ó  energiafogyasztásról  van  szó.  A  probléma 
speciális  jellegét  az  ad ja  meg,  hogy  egyrészt  a  sűr í te t t  levegővel  dolgozó 
fogyasztók  (döngölök,  prések  stb.)  nem  közvetlenül  a  kompresszorból  kap ják 
a  sűr í te t t  levegőt,  hanem  egy  légtartály  van  közbeiktatva,  amelynek  feladata 
éppen  abban  áll,  hogy  a  fogyasztás  véletlen  ingadozásait  kiegyensúlyozza, 
másrészt  pedig,  hogy  bizonyos  részleges  automat ikus  szabályozás  is  tör ténik,* 
amennyiben  a  kompresszor  automat ikusan  kikapcsolódik,  ha  a  nyomás  a  lég­
ta r t á lyban  egy  bizonyos  felső  h a t á r t  túlhalad  és  csak  akkor  kapcsolódik  auto­
mat ikusan  újból  be,  ha  a  nyomás  a  légtartályban  egy  bizonyos  alsó  ha tá r  alá 
süllyed.  Már  itt  felhívjuk  a  figyelmet  arra,  hogy  műszakilag  lehetségesnek 
látszik  a  berendezés  teljes  automatizálása,  aminek  kétségkívül  nagy  előnyei 

* Ennek  következtében  lépnek  fel a probléma  tárgyalásánál  sajátságos  matematikai 
nehézségek,  mégpedig,  hogy  a  légtartály  állapotváltozásai  nem  alkotnak  egyszerű 
Markov­láncot,  hanem  csak  ú.  n­  másodrendű  Markov­láncot. 
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volnának.*  Ezt  a  lehetőséget  azonban  i t t  csak  felvet jük,  a  matemat ikai 
tá rgya lásban  csak  a  részleges  automatizálás  esetével  foglalkozunk. 

A  tu la jdonképpeni  feladat,  amivel  a  dolgozat  foglalkozik,  a  következő  : 
meghatározandó,  hogy  adott  légtartályméret  és adott  fogyasztás mellett  milyen 
teljesítőképességű  kompresszorral  lehet  biztosítani,  hogy  a  t a r t á lyban  a  lég­
nyomás  gyakorlati lag  soha  se  süllyedjen  azon  ha tá r  alá,  mely  még  elegendő 
a  gépek  működtetéséhez.  Ezt  a  problémát  bizonyos  —  gyakorlat i lag  meg­
engedhető  —  egyszerűsítő  feltevések  mellett  oldottuk  meg. 

A  probléma  műszaki  vonatkozásait  illetőleg  értékes  ú tmuta tásoka t 
k a p t u n k  Sors  László  mérnöktől,  a  G É T I  munkatársától  ;  ugyancsak  ő  volt  az, 
aki  felismerte,  hogy  a  szóbanforgó  kérdés  pontos  megoldásához  matemat ikai 
módszerek  alkalmazására  van  szükség,  mindezért  ezúton  köszönetet  mondunk 
neki .  Köszönet  illeti  Takács  Lajost,  In téze tünk  munkatá rsá t ,  akivel  ezen 
m u n k a  készítése  közben  a  felmerült  problémákat  megvi ta t tuk  és  ezek  során 
t ö b b  olyan  megjegyzést  te t t ,  melyeket  munkámban  fel  t u d t a m  használni. 

Az  1.  §  t a r t a lmazza  a  probléma  matemat ika i  formába  való  öntését,  és 
elvi  megoldását,  a  2.  §  a  részletes  számításokat .  A  számítások  eredményét 
graf ikonok  fo rmá jában  ábrázoltuk,  úgyhogy  az  eredmények  gyakorlat i  alkal­
mazása  során  a  k íván t  eredmény  minden  számítás  nélkül  a  grafikonról 
leolvasható  legyen.  Ezeket  a  graf ikonokat  a  dolgozat  végén  közöljük. 

A  3. § néhány  megjegyzést  t a r ta lmaz  a  dolgozatban  tá rgya l t  problémával 
kapcsolatban. 

1.  §.  A  probléma  matematikai  formában  való  megfogalmazása 

Tegyük  fel, hogy  egy üzemben  N  »fogyasztó« (döngölő, prés,  s tb.)  működik 
sűr í te t t  levegővel,  amelyek — amennyiben  működnek — időegységenként  ugyan­
a n n y i  sűrített  levegőt  fogyasztanak.  A  fogyasztókat  időnként  bekapcsolják, 
m a j d  kikapcsolják.  Jelöljük  a  t  időpontban  működő  gépek  számát  f*­vel  ; 
ff  ér tékét  csak  t o lyan  értékeire  fogjuk vizsgálni,  amelyek  egy  időegység  egész­
számú  többszörösei,  vagyis  a  t  == 0,  1,  2,  . . .  értékekre.  Az  időegység  meg­
választásával ,  amely  i t t  igen  lényeges,  később  fogunk  foglalkozni.  Feltesszük, 
hogy  a gépek  ki­ és bekapcsolódásai  csak  a  t  =  0,  1, 2,  . . .  időpontokban  történ­
hetnek,  vagyis  a  k i ­ é s  bekapcsolások  időpont jait  mindig  egészszámmá  kerekít­
jük  ;  ha  az  időegységet  elég  kicsinyre  választ juk,  ez  nem  jelent  lényeges  elha­
nyagolást .  Ugyanúgy,  mint  az  előző  dolgozatban  [1],  belátható,  hogy  az  egy­
idejűleg  működő  fogyasztók  száma  binomiális  eloszlást  követ ,  mégpedig  ha 
a n n a k  valószínűségét,  hogy  egyidejűleg  n  fogyasztó  működik,  Pn­nel  jelöljük, 
úgy** 

( 1 . 1 )  V{£,  =  n)  =Pn  =  (n  =  0 , l , . . . , A ) . 

* Erre  a  lehetőségre  H.  Steinhaus  lengyel  matemat ikus  hívta  fel  figyelmemet 
amikor  1952  szeptemberében  Wroclawban  a  sztochasztikus  folyamatokra  vonatkozó 
konferencián  t a r to t t  előadásomban  többek  között  jelen  dolgozat  eredményeit  is  ismer­
t e t t e m . 

**  F(A)­val  az  A  esemény  valószínűségét  jelöljük. 
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ahol  p  =  .  f  •  , A jelenti egy'fogyasztó bekapcsolásának  időbeli  valószínűség­
Л ­j­ IL 

sűrűségét  és  —  az  átlagos  működési  időt.  Ha  feltesszük,  hogy  a  működési 
LX 

idők  exponenciális  eloszlásúak,  úgy  a  f 0 ,  Çv  . . . ,  Ј7,  . . .  valószínűségi  vál­
tozók  Markov­féle  láncot  a lkotnak,  vagyis,  ha  ismerjük  értékét ,  úgy 
feltételes  valószínűségeloszlása  független  attól,  hogy  f 0 ,  . . . ,  i  milyen 
ér téket  ve t t ek  fel.  fiz  abból  következik,  hogy  exponenciális  eloszlás  esetén 
annak  a  valószínűsége,  hogy  egy  gép,  amely  t  időpontban  működöt t ,  t  +  т 
időpont  előt t  ki  legyen  kapcsolva,  nem  függ  attól,  hogy  a  t  időpontot  meg­
előzően  a  gép  mennyi  ideig  működöt t .  Ugyanis  ha  F(t)  jelenti  a  működési  idő 
valószínűségeloszlását  és  a  gép  a  í0  < í  időpontban  kezdet t  működni,  úgy  a 
keresett  valószínűség 

(1  2)  F(t  +  T ­ t 0 ) ­ F ( t ­ t 0 ) 

1  ­ F ( t ­ t 0 ) 

és  ha  F(t)  =  1 — e~úgy  ez  a  kifejezés  Ď  — e ­ '" '­val  egyenlő,  vagyis  nem 
függ  (t  — í0)­tól  ;  ezzel  szemben  minden  más  esetben  ez  a  kifejezés függeni  fog 
(t  — <0)­tól,  ennélfogva  a  valószínűségi  változók  akkor  és  csak  akkor  alkotnak 
Markov­Iáncot,  ha  a  működési  idők  exponenciális  eloszlásúak. 

Tegyük  fel,  hogy  minden  fogyasztó,  ha  működik,  ugyanannyi t  fogyaszt, 
mégpedig  időegységenként  a  liter  levegőt,*  feltesszük továbbá ,  hogy  a  fogyasz­
t á s  független  a  ta r tá lyban  lévő  levegő  nyomásától.  Mivel  a  gyakorlatilag  elő­
forduló  nyomásingadozások  nem  tú l  nagyok,  ez  a feltevés nem  jelent  lényeges 
elhanyagolást .  Feltesszük  továbbá ,  hogy  ha  a  ta r tá lyban  lévő  levegő  nyomása 
egy  bizonyos  vx  atmoszféra  ha tá r t  tú lhalad,  a  kompresszor  automat ikusan 
kikapcsol  és  csak  akkor  kapcsol  be  ú j r a ,  ha  a  nyomás  bizonyos  v2  <  vx  ha tá r 
alá  süllyed.  A  gyakorlatban  ál ta lában  megadják  a  t a r t á ly  normál  nyomását , 
amelyet  f ­ve l  jelölünk  és  a  szabályozó  berendezést  úgy  építik,  hogy  vx  kh. 
10%­kal  vagy  még  kevesebbel  legyen  nagyobb,  v2  pedig  10%­kal  vagy  még 
kevesebbel  legyen  kisebb,  mint  v.  A  v  normál  nyomásértéke  a  gyakorlatban 
7 — 8  atmoszféra,  mi  a  v  =  8  atmoszféra  esetre  végeztük  el  a  numerikus  szá­
mításokat .  A  ta r tá ly  ű r t a r t a lmá t  köbméterekben  jelöljük  JF­vel,  ez  esetben 
t ehá t  a  kompresszor  kikapcsol,  ha  a  t a r t á lyban  lévő levegő  mennyisége  eléri  az 
1100  i>W  l i tert  és  bekapcsol,  ha  000  vW  literre  süllyed.  Nevezzünk  a  liternyi 
levegőt  1  adagnak,  így  t e h á t  a  kompresszor  kikapósol,  ha  a  t a r t á lyban i 
l l O O i d F  TT 

—  =  Hj­nel  több  »adag«  levegő  van,  és  bekapcsol,  ha  a  t a r t á lyban 

lévő  levegő  kevesebb,  mint  H2  =  ^ "  adag.  Tegyük  fel,  hogy  a  kompresz­

szor  — ha  működik  — időegységenként  ka. liter  levegőt  nyom  be  a  tar tá lyba.** 
Jelentse  rjt  a  t  időpontban  a  t a r t á lyban  lévő  levegő adagok  számát  (tehát 

a  t a r t á lyban  lévő  levegő  mennyisége  a  t  időpontban  r p a  liter).  Az  rjt  valószínű­
ségi  változók  által  alkotott  (diszkrét)  sztochasztikus  fo lyamat  nem  egyszerű, 

*  1  liter  levegőn  i t t  és  a  következőkben  mindig  1  liter  1  atmoszféra  nyomású 
levegőt  ér tünk. 

** A  következőkben  a  számítások  egyszerűsítése  céljából  feltesszük, hogy  к  egész­
szám;  ez  nem  jelent  lényeges  megszorítást. 
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hanem  másodrendű  Markov­lánc  :  ez  teszi  a  problémát  matemat ika i  szempont­
ból  bonyolulttá.  A  következőkben  ugyanúgy,  mint  esetében,  az  rjt  változót 
is  csak  t nem negatív  egészszámú  értékeire  vizsgáljuk,  vagyis  a  t  =  0,  1,2,  . . . 
időpontokban.  Mivel  az  időegységet  általában  igen  rövidre  választ juk,  (általá­
ban  néhány  másodpercnek,  de  legfeljebb  I  percnek)  gyakorlatilag  ez  meg­
engedhető.  Ez  esetben  tehá t  az  r]0,  rjv  rj2,  • • • valószínűségi  változók  sorozatá­
val  foglalkozunk  csak  ;  feltesszük,  hogy  r í0  =  H  =  —  egész  szám. 

Ami  az  automat ikus  szabályozást  illeti,  ezt  a  matemat ikai  elméletben  a  követ­
kezőképpen  vesszük  figyelembe  :  Feltesszük,  hogy  a  kompresszor  a  t  idő­
pontban  (t  =  1,  2,  . . . )  kikapcsol,  ha  гц­1  =  H,  de  rjt  >  H,  továbbá,  hogy 
a  kompresszor  a  t  időpontban  bekapcsol,  ha  гц­i  >  H,  de  rjt  =  H.  Mivel 
feltevésünk  szerint  к  egész  szám,  tehát  гц  egy  időegység  a la t t  mindig  egész 
számmal  változik  meg  és  nq0 =  H  is  egész,  t ehá t  ry  csak  egész  számú  értékeket 
vehet  fel;  ilyen  módon  tehá t ,  ha  rjt­1  =  II  és rjt  >  H,  úgy  77/ lehetséges  értékei 
H  4­  1.  H  ­f  2,  . . . ,  H  +  к,  míg  ha  гц­i  >  H  és  rp  =  H,  úgy  rjt  lehetséges 
értékei  H,  H  —  1,  .  . . ,  H  — N  +  1.*  Az  egyidéjűleg  működő  gépek  átlagos 

NX 
száma  (1)  szerint  ­—  =  Np,  így  tehát  ha  rjt~i  s  H,  úgy  rjt  várha tó 

A  4­  И 

értéke  s  H  — Np,  míg  ha  77̂ —1 S  H,  úgy  rjt  vá rha tó  értéke  <  H  +  к  —  Np. 
Nyilvánvaló,  hogy  a  kompresszor  csak  úgy  t u d j a  ellátni  a  fogyasztást,  ha 
к  >  Np  ;  a  probléma  éppen  abban  van,  hogy  meghatározzuk,  hogy  к  értékét 
mennyivel  kell  nagvobbra  választani  Np­nél  (azaz  mekkora  kell,  hogy  legyen 

Np 
az  —— <  1  hányados),  hogy  a  légnyomás  a  t a r t á lyban  gyakorlatilag  soha­

1С 

sem  süllyedjen  egy  olyan  v0  é r ték  alá,  amely  a la t t  a  nyomás  már  nem  elegendő 
Np 

a  gépek  működtetéséhez.**  Az  1 —  ——  =  e  szám  a  beépítendő  kihasználatlan 
RC 

kapacitás:  ennek  meghatározása  a  dolgozat  célja. Mármost  t ehá t  az  elmondot­
t a k  értelmében  a  kikapcsolás  időpontjában  a  t a r t á lyban  lévő  levegőadagok 
várható  száma  H  +  к  — Np­nél  nem  nagyobb,  míg  a  bekapcsolás  időpontjában 
a  tar tá lyban  lévő levegőadagok  számának  várha tó  értéke  H  —  Np­nél  nagyobb. 
Látn i  fogjuk,  hogy  a  gyakor la tban  előforduló  esetekben  к  értéket  alig  kell 
nagyobbra  választani  Ap­nél  és  mindenesetre  к  <  2 N p ,  t ehá t  a  kikapcsolás 
időpontjában  <  H  ­f  Np,  a  bekapcsolásnál  >  H  — Np  adag  levegő  lesz  a 
tar tá lyban  ;  ha  tehát  az  időegységet  ъgy  választjuk  meg,  hogy  Np  =  —  legyen, 
ъgy  az  automatikus  szabályozást  a  választott  matematikai  modell  hűen  tükrözi 
vissza,  hiszen  a  kikapcsolás nagy  valószínűséggel  1,1 H  adag  a la t t ,  a  bekapcsolás 
0,9  H  adag  felett  fog tör ténni .  í g y  például,  ha  a  t a r t á ly  ű r t a r t a lma  W  =  40  m 3 , 
a  normál  nyomás  8  a tmoszféra  és  a  fogyasztók  száma  200,  egy  fogyasztó 
másodpercenként  50  liter  levegőt  fogyaszt  és  a  gépek  á l ta lában  50%­nyira 

(L  H 

p  =  — j >  úgy  Np  =  100  és  így  az  Np  <  —  feltétel 

* Feltesszük,  hogy  H  =>­ N  azaz  ha  a  tar tályban  normál  nyomás  van,  úgy  a  t a r t á ly 
levegőmennyisége  1 időegységre  még  akkor  is  fedezi  a  fogyasztást,  ha  az  összes  fogyasztó 
működik  és  a  kompresszor  áll. 

** Ezt  a  nyomást  a  következőkben  6.5  atmoszférának  vesszük. 
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azt  jelenti,  hogy  H  =  jqqq  ;  ha  т  jelenti  sec­okban  a  válasz­
50t 

t o t t  időegységet;  ez esetben  tehát  kell,  hogy  T <  6,4  sec  legyen  és  így  6  sec­os 
időegység  ez  esetben  megfelelő  (ekkor  a  =  300  liter).  Hasonlóképpen  lehet 
minden  esetben  a  helyes  időegységet  megválasztani. 

Mármost  vizsgáljuk  meg,  milyen  összefüggés  áll  fen  Јf  és  rjt  között. 
Nyilvánvaló,  hogy 

(1­3)  rlt + i 

Bevezetve  az 

rj,+k  — Et  ha  rj,sáH 

rjt  —Es  ha  rj  t > H . 

•4) 
x  к  ha  y  SH 
x  ha  y  >  H 

kétváltozós  függvényt ,  fennáll  t ehá t  a  következő  összefüggés  : 

(1 .6 )  Vt  + 1 =f(ę,,y],)  ( t =  0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Mint  már  emlí tet tük,  az  nу  változók  nem  alkotnak  egyszerű  Markov­
láncot,  hanem  ú.  n.  másodrendű  Markov­láncot,  va,gyis  adot t  rjt  ér ték  mellett 
rjt+1  értékére  rjt­\  értéke  befolyással  bír,  de  rj0,  rjx,  . .  .,  rjt­2  értékei  már  nem. 
Ezt  a  következőképpen  l á t h a t j u k  be  :  mivel  rjt+i  =  rjt  +  К  —  Et  vagy 
xjt + i  =  rjt  — Et  aszerint,  hogy  rjt  =  H  vagy  rjt  >  H,  t ehá t  adot t  rjt  mellett 
ry +1  értéke  csak  Et  értékétől  függ.  Mivel  másrészt  ту — ry­1  +  к  —  Et­i, 
illetve  rjt  =  ry­i  —  Et  î  aszerint,  hogy  rjt­i  =  H  vagy  r]t­i  >  H,  tehát  ha 
t y  és  rjt­1  adva  vannak,  úgy  ezáltal  Et  j  egyértelműen  meg  van  határozva  és 
így  nem  függ  r/0,  r/j,  . . . ,  ту­2  értékeitől.  De  viszont  a  Et  változók  Markov­
láncot  alkotnak  és  így  ha  Ј/_i  értéke  adot t ,  úgy  Et feltételes eloszlása  nem  függ 
Ј0,  . . . ,  Ј (_г  értékeitől,  ennélfogva  nem  függhet  rj0,  r j l t  . . . ,  r j t ­2  értékeitől 
sem.  Másrészt  különböző  ry­1  értékeknek  különböző  Et  1  értékek  felelnek  meg, 
t ehá t  rjt+i  értékének  feltételes  eloszlása  adott  ry  mellett  még  függ  rjt­1  érté­
kétől. 

Figyelembevéve,  hogy  BJ Ј0,  fel?  • • • ?  b Alj • • •  változók  Markov­láncot 
a lkotnak,  könnyen  belátható,  hogy  a  Et  =  Јf  +  irjt  komplex  ér tékű  változók 
(i  — Y —  1)  is  Markov­láncot  alkotnak.*  Ugyanis,  ha  Ј< =  Ј(  +  irjt  értékét 
i smerjük,  úgy .ismerjük  külön­külön  Et és  ­rjt  értékét,  ezek  együtt  egyértelműen 
meghatározzák  rjt + i  értékét,  míg  Ј( + 1 különböző  értékeket  felvehet,  de  ezek 
valószínűségeire  kizárólag  Et  ér téke  bír  befolyással,  Ej  (/  =  0,  1,  ...  í  —  1) 
nem  és  így  7jj  (j  =  0,  1,  ...  t —  l)  sem.  [Hasonlóképpen  Markov­láncot 
a lkotnak  a  =  Ј(  ­f­ irjt + i  változók  is,  hiszen  ha  értékét  ismerjük,  úgy 
i smer jük  Et és  rjt + i  értékét  és  így  arra,  hogy  L*+1 =  Et + i  +  irjt + 2  különböző 
lehetséges  értékeit  milyen  valószínűségekkel  veszi  fel,  Ј*,  . . .  Et  1 
értékei  semmilyen  befolyással  nem  bírnak,  mivel  Et + i  értékére  csak  Et  értéke 
bírhat  befolyással,  míg  ha  Ј í + i  ismeretes,  úgy  rjt + 2 =.  f{^t + i,  xjt+i)  a  szintén 
ismert  rjt + i  érték  által  egyértelműen  meg  van  ha tá rozva . ]  Mivel  rjt  =  I(Q) 
(I{z)­ve\  a  z  komplex  szám  imaginárius  részét  jelöljük)  t ehá t  az  rjt  sztochasz­
t ikus  folyamatot  előállítottuk,  mint  egy  komplex  ér tékű  Markov­lánc  vetületét 

*  А  С/  =  |f  +  iry  változók  helyett  beszélhetünk  a  (ff,  ry)  koordinátákkal  bíró 
ry)  síkbeli  változó  pontról  is. 
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az  imaginárius  tengelyen.  Ez  lehetőséget  n y ú j t  ar ra ,  hogy  r]t  vizsgálatánál 
—  bá r  az  r]t  vál tozók  nem  egyszerű,  hanem  másodrendű  Markov­láncot  alkot­
n a k  —  az  egyszerű  Markov­láncok  elméletére  t ámaszkod junk .* 

A  Q  változó  lehetséges  ér tékei  az  x  4  iy  komplex  számok,  ahol 
x  =  0,  1,  2,  . . .  N  és  y  S  H  4  К  szintén  egész  szám.  Q  t ehá t  minden  esetben 
a  komplex  számsík  valamely  r ácspon t j ának  megfelelő  komplex  számmal 
egyenlő.  A  Q  =  x  iy,  O S i S i V ^ á f i ­ f í  ér tékek  a  vizsgált  rendszer 
egy­egy  állapotát  jellemzik. 

A  t a r t á lyban  lévő  levegőmennyiség  nyi lvánvalóan  nem  lehet  negatív, 
ennek  megfelelően  a  valóságban  rjt  =  W. Gyakorlati lag  természetesen  még  az 
sem  engedhető  meg,  hogy  rjt  =  0  legyen,  sőt,  azt  kell  elérni,  hogy  rjt  =  / /„ 

legyen  ;  ahol  H0  =  f';s  jelenti  a  műszakilag  megengedhető  leg­

kisebb  nyomást ,  amely  még  elegendő  a  gépek  működtetéséhez.  A  Jc  számnak 
(azaz  a  kompresszor  kapac i tásának)  megfelelő  megválasztásával  éppen  azt  kell 
e lérnünk,  hogy  rjt  ér téke  l­hez  igen  közeli  valószínűséggel  ne  süllyedhessen 
H0  alá.  A  matemat ika i  modell  e lvben  nem  zár ja  ki,  hogy  UP H0­nál  kisebb 
ér tékeket  (sőt  negat ív  ér tékeket)  is  felvehessen,  ennek  azonban  a  mondot tak 
ér te lmében  olyan  elenyésző  kis  valószínűsége  lesz, hogy  az  semmilyen  jelentő­
séggel  nem  bír. 

A  {t =  0,  1,  2,  . . . )  vá l tozókból  álló  Markov­lánc  mint  könnyen  belát­
ha tó ,  a  következő  tu la jdonságokka l  bír  : 

a )  bármely  ál lapotból  bá rme ly  más  ál lapotba  megfelelő  pozit ív  valószí­
nűséggel  el  lehet  ju tn i  ;  ebből  következik,  hogy  a  Ct Markov­lánc  irreducibilis. 

Bizonyítás  :  Tegyük  fel,  hogy  f (  =  x  és  rjt  =  у  és  az  x  ­j­  iy  állapotból 
el  aka runk  jutni  az  и  ­j­  iv  á l l apotba .  Mivel  и  =  x  feltétel  mellett  a  =  x' 
eseménynek  x'  minden  számbaj '3vő  értékére  pozitív  valószínűsége  van,  ha 
y'  =  f(x,  y)  úgy  négy  esetet  kell  megkülönböztetni  : 

1.)J  у'  г=Я,  V  y'  +  k 

ebben  az  esetber  az  á tmenet  pozi t ív  valószínűséggel  két  lépésben  megtörtén­
he t ,  ugyanis  pozitív  valószínűsége  van  annak,  hogy 

Ct + 1 =  (?/  —  v)  +  iy'  és  Ct+2  =  и  4  if  (у'  +  к—V  , у')  =  и  4  iv 

legyen 

2 . )  у'  >  H  ,  ъШу' 

ebben  az  esetben  is  pozitív  valószínűséggel  lehetséges  az  á tmene t  két  lépésben, 
ugyanis 

Ј<+i  —  W  — v)  +  iy'  és  Ct+2^=u  +  if(y'—  v  ,y')  =  u  +  iv 

pozit ív  valószínűséggel  fordulha t  elő. 

3 . )  •  y'  >H,  v  >  y' 

*  Ez  a módszer  igen  sok más  esetben  is alkalmazható  ;  ha  egy  nem­Markov­típusú 
r]t  sztochasztikus  folyamat  előállítható  гц =  F(tt)  alakba,  ahol  Cl Markov­folyamat  és 
F(x)  egy­egyértelmű  transzformáció,  ezt  az  illető  folyamat  markovizálásának  nevezzük. 
Ennek  a  kérdésnek  általános  tárgyalásával  más helyütt  fogok foglalkozni.  Magasabbrendű 
Markov­láncok  tárgyalásának  egyszerű  Markov­Iáncokra  való  visszavezetését  illetőleg 
lásd  H .  Wold  munká já t  [2]. 
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ebben  az  esetben  három  lépésben  lehetséges  az  átmenet ,  ugyanis  két  lépéssel 
á tvihető  a  rendszer  a t ­ й  ­  1 +  i(H  +  1)  állapotba,  amelyből  egy  lépéssel 
elérhető  az  и  ­j­  iv  állapot. 

4 . )  y + f í  v>y'­\­k. 

Ebben  az  esetben  van  olyan  r  szám,  hogy  v  й  у'  +  rk  és  így  Bi + i  =  £t+2  = 
=  . . .  =  Bt+r =  0 esetben  r  lépésben  a rendszer  olyan  állapotba  kerül,  amelyre 
az  1.,  2.  és  3.  feltevések  egyiké  már  teljesül  és  így  legfeljebb  r  ­f­ 3  lépéssel 
pozitív  valószínűséggel  elérhető,  az  и  +  iv  ál lapot. 

b)  A  rendszernek  nincsen  periodikus  állapota,  azaz  olyan  ál lapota, 
amelybe  való  visszatérés  r  lépésben  csak  úgy  történhet  meg,  ha  r  osztható  egy 
bizonyos  D  >  1  egész  számmal  (az  állapot  periódusával). 

Bizonyítás  :  А  к  +  iH  állapot  azzal  a  tulajdonsággal  bír,  hogy  pozitív 
valószínűsége  v a n  annak,  hogy  ha  Ct =  к  +  iH,  úgy  C/+1  =  'Qt  legyen,  mivel 
f(k,  H)  =  H.  H a  most  . a  rendszer  az  x  +  iy  állapotból  r  lépéssel  vihető  a 
К  ­j­ iH  ál lapotba  és onnan  s  lépéssel  vissza  az  x  +  iy  ál lapotba,  úgy  а  К  +  iH 
állapotba  még  egy  lépésen  át  o t t  t a r tha tó  és  így  x  +  iy  ál lapotba  visszatérhet 
egyrészt  r  +  s,  másrészt  r  +  s  +  1  lépés  a la t t  ;  de  akkor  D  osztója  mind 
r  ­f­ s­nek,  mind  r  ­f­ s  +  l ­nek,  tehát  D  =  1. 

c)  На  к  >  Np,  úgy  minden  állapot  rekurrens  és  nem  nulla  állapot  (azaz 
a  rendszer  bármely  állapotból  előbb­utóbb  1 valószínűséggel  visszajut  ugyan­
abba  az  ál lapotba  és  azon  lépések  számának  várha tó  értéke,  ami  alat t  ez  meg­
tör ténik,  véges); 

Ugyanis  (1.  [4])  általános  tételekből  következik,  hogy  elég  k imuta tn i , 
hogy  létezik  egy  rekurrens  nem­nulla  állapot.  H a  ilyen  állapot  nem  léteznék, 
úgy  bevezetve  a 

Phfím ­  V(Cn =  l  +  im  iCo  =  A +  ij) 

e  öleöt*  m  Phjím  =  0  volna,  h,  j,  l,  m  minden  értékére.  Azonban  akkor 

fennállna,  hogy 

N  H  + k 

( 1 . 6 )  QN=  Z  Z  P(HJL~>0. 
1 = 0  M = H + 1 

K i m u t a t j u k  azonban,  hogy  ez  lehetetlen,  gn  ugyanis  annak  a  valószínűségét 
jelenti,  hogy  a  kompresszor  nem  működik  a  t  — n  időpontban,  feltéve,  hogy 
a  t  =  0  időpontban  =  A  és  nq0  =  j  volt.  Fennáll  a  következő  Összefüggés  : 

(1.7)  M ( v n +  i)  =  M(r]n)  +  en(­Np)  +  (1 —Qn)  (k­Np), 

ahol  M(.)  a  zárójelben  álló  valószínűségi  változó  várható  értékét  jelöli,  és  így 
(1.6)­ból  következnék,  hogy 

líra  [M( 77„ +  1) ­  M( Vn)\  =  k ­ N p >  0 

*  V(AIB)  az  A  esemény  feltételes valószínűségét  jelenti  а  В  feltételre  vonatkozólag. 
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azaz,  hogy 

ehát  hogy 

U m  ^3Ü±Ú  =  K ­ N P >  О 
n — n  1 

lim  M ( r ] n  +  1)  = + o o . 
N —>­00 

Ez  azonban  lehetet len,  hiszen  17̂  + 1 S  к  H  t ehá t  .Щрп­и)  =  7  +  77. 

I ly  módon  az  (1.6)  fe l tevés  e l lentmondásra  v e z e t e t t ;  ezzel  viszont  be  v a n 
bizonyí tva,  hogy  v a n  rekurrens  nem­nul la  ál lapot ,  amiből  —  mint  m á r  emlí­
t e t t ü k  —  következik,  hogy  minden  ál lapot  i lyen.  Ebből  megint  csak  ismert 
té telek  segítségével  (lásd  [4])  következik,  hogy  a  Ln  Markov­lánc  minden 
állapota  ergodikus,  t e h á t  léteznek  a 

l im  PW, 
n­ HJLM 

hatá ré r tékek ,  h,  j,  l,  m  minden  számba jövő  ér tékére  és  'ezek  a  ha t á ré r t ékek 
nem  függnek  h  és  j  é r tékétől ,  azaz  í r ha t j uk ,  hogy 

(1 .8)  lim  Р$т=  П1т. 
n—>00  ' 

De  akkor  léteznek  a 

N 

n—>0о 
1. 9)  l im  E

  PÜm  =  Hm  V(r/n  =  mi  £0  =  h  +  i j ) =.  £  П1т  =  IT, 
,  O  NHH°°  10 

határér tékek  is,  azaz  az  17 „  másodrendű  Markov­lánc  minden  állapota  is  ergo­
dikus.  Éppen  ebben  áll  a  nem­egyszerű  Markov­láncok  markovizá lásának  a 
jelentősége:  ezzel  a  módszerrel  ki  lehet  mu ta tn i  az  ál lapotok  ergodikus  jellegét . 
Fe l ada tunk  mármos t  а  Пт  valószínűségek  meghatározása .  Az  egyszerűség 
kedvéért  fe l tehe t jük ,  hogy  f 0  =  0  és  r]0  =  II,  ez  nem  jelent  lényeges  megszorí­
t á s t ,  ez  a  feltevés  az t  jelenti,  hogy  a  t  =  0  i dőpon tban  a  t a r t á lyban  a  nyomás 
a  normál  szinten  áll  és  egy  gép  sem  működik .  A  következőkben  ezt  hal lgató­
lagosan  feltesszük,  anélkül ,  hogy  külön  hangsúlyoznánk. 

A  jelölések  egyszerűsítése  céljából  a  következőkben  a  t a r t á lyban  lévő 
nyomás t  azáltal  jellemezzük,  hogy  megad juk ,  hogy  hány  adaggal  van  kevesebb 
levegő  a  t a r t á l y b a n ,  min t  abban  az  esetben,  lia  a  nyomás  maximális ,  vagyis 
beveze t jük  az  17* =  H  +  К — RJT  ú j  vá l tozókat ,  és  a  (stacionér  ál lapotra  vona t ­
kozó) 

(1 .10)  Am=lhaoV(ri?=m)=tlixn  V(rt  =  к  +  H­m)  =,J7H+fc_m 

jelölést.  (1.3)  é r te lmében  az  rft  vá l tozókra  a  következő  összefüggés  áll  fenn  : 

( 1 . 1 1 ! 
*  _  \r*­K  +  čt  ha  7 ?  is  к 

T
'
t +  1

­  U t + S ,  ha  r*<k. 
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Ebből  következik,  hogy  fennáll  a  következő  összefüggés  : 

( 1 . 1 2 )  V(  rj*+y  —  m)  =  Z  F ( Ј (  =  m ­ Z | r , ? = Z )  + 
1 = 0 

m + k 

+  Z  П V ( З t  =  m+tlc^l\rfî=l) 
t = k 

(m  =  0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Ezen  a  ponton  a  matemat ika i  tárgyalás  egyszerűsítése  céljából f igyelmen  kívül 
hagyjuk  a  Јf  és  rj*  között i  (igen  laza)  sztochasztikus  kapcsolatot .  Abban  az 
esetben,  ha  a  f ,  változók  egymástól  függetlenek  volnának,  úgy  és  rft  is 
függetlenek  volnának,  hiszen  rj* csak  f 2 ,  . . .  értékeitől  függ.  Amennyi­
ben  az  időegységet  elég  nagynak  vá lasz t juk ,  úgy  a  Ј> változók  valóban  m a j d ­
nem  függetlenné  válnak,  ugyanis  mint  azt  később  meg  fogjuk  muta tn i ,  a 
és  £t+T  vál tozók  korrelációs  együ t tha tó ja  rögzített  т  és  t —>  oo  mellett  kon­
vergál  az  e~цт  értékhez,  vagyis  két  időpontban  vizsgálva  a  működő  gépek 
számát  az  ezek  közti  korreláció  a  két  időpont  távolságának  növelésével  expo­
nenciálisan  csökken.  Azonban  és  7*  akkor  is  csak  igen  laza  sztochasztikus 
kapcsolatban  vannak  egymással,  ha  az  időegységet  kicsinyre  választ juk,  és  a 
hiba,  amelyet  azáltal  követünk  el,  hogy  a  és  rj* közötti  sztochasztikus  kap­
csolatot  elhanyagoljuk,  nem  befolyásolja  lényegesen  eredményeinket .  Ezzel 
kapcsolatban  megjegyezzük,  hogy  első  közelítésként  kezdettől  fogva  fel tehet­
t ü k  volna,  hogy  a  gt  változók  függetlenek  egymástól  :  ez  esetben  az  rjt 
változók  egyszerű  Markov­láncot  a lkotnak ,  és  így  az  (1.9)  ha tárér tékek  létezé­
sének  bizonyítása  lényegesen  egyszerűbb  lett  volna  ;  ezt  azonban  azért  nem 
t e t t ü k  xneg,  hogy  mégmutassuk,  hogy  a  rendszer  ergodicitása  nem  függ  ettől 
az  egyszerűsítő  feltevéstől. 

Ezen  a  ponton  azonban  már  szükségünk  van  —  ha  nem  is  erre  a  felte­
vésre,  de  legalábbis  ennek  azon  következményére,  hogy  és  rft  függetlennek 
tek in the tők .  Ezen  feltevés  mellett  a  V{Јt  =  r i \r*  =  l)  feltételes  valószínűség 
nem  függ  Z­től,  és  nem  más,  mint  az  (1.1)  a la t t  szereplő  Pn  =  F(  t  =  n) 
valószínűség.  Mivel  t o v á b b á  (1.10)  szerint  lim  F(t]*+1  —  m)  =  Am  és 

f—>.00 
lim  V(rj*  =  l)  =  Ae,  t ehá t  nye r jük  (1.12)­ből  a  következő  összefüggéseket  : 

k—l  m+k 

(1.13)  Am  =  X  A,Pm_,  +  Z  AlPm  + k­l  ( «  =  0 , 1 , 2 , . . . ) 
í = 0  l=k 

(ha  n  <  0 vagy  n>  N,  úgy  definíciószerűen  Pn  =  0). Ilyen  módon  az  ismeretlen 
Am  számokra  egy  lineáris  egyenletrendszert  nyertünk,  amelynek  segítségével 
ezen  ismeret lenek  meghatározhatók.  Ez  legegyszerűbben  a  generátorfüggvény 
bevezetésével  tör ténhet  ;  legyen 

oo  k—l 
( 1 . 1 4 )  A { z ) = Z A ^ m  és  Ak(z)=  Z  Amzm; 

M=0  M=0 
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szorozzuk  be  (1.13)  mindkét  oldalát  zm­el  és  összegezzünk  m  minden  értékére, 
úgy  nyer jük  a  következő  összefüggést  : 

(1.15)  A(z)  =  P(z)  [Ak(z)  +  z­HA(z)  ­  4kw)], 

ahol 
N 

(1.16)  •  P(z)=EPnz". 
N = 0 

Mivel  (1.1)  szerint 

1.17)  P(z)  =  (1  +  p ( z ­  1))N 

tehát  ( l . lű)­ből  következik,  hogy 

Ak(z)(l­Ywz­l))"(zk­l) 
( 1 . 1 8 )  A(z)  = 

zk—(\  +  p(z­  1))N 

Az  (1.18)  összefüggés a lapján  az  Am  (m  — 0,  1,  2,  . . .  ) számok  meghatá­
rozhatók.  Első  pillanatra  úgy  látszik,  mintha  ezen  számokat  az  (1.18)  össze­
függés  nem  határozná  meg  egyértelműen,  hiszen  a  jobboldalon  szereplő  Ak{z) 
(k  — Ј)­fokú polinom  nem  más,  mint  A{z)  első  к t ag j ának  összege  és úgy  t ű n i k , 
mintha  ennek  együtthatói ,  vagyis  az  Aü,  Nv  . . .  Ak  —  1  számok  önkényesen 
volnának  megválaszthatok,  és  ezek  megválasztása  u tán  ezek  megválasztásától 
függő  értékeket  kapnánk  az  A m  (m  '  k)  számokra.  Ez  azonban  nincsen  így  : 
Az  An,  Alt  . . .  Ak  ­1  számok  is  egyértelműen  meg  vannak  határozva  az  (1.18) 
összefüggés által,  ha  figyelembe  vesszük,  hogy  az  Am  számok  valószínűségeket 
jelentenek,  tehát  nem  negatívok  és  összegük  1­el  egyenlő.  Utóbbi  feltételből 
ugyanis  egyrészt  adódik,  hogy  A  (1)  =  1,  és  így  —  (1­18)  jobboldalára  alkal­
mazva  a  l 'Hospital  szabályt  —  következik,  hogy 

(1.19)  1 .=  Ak{\)
  k  . 

К —  NP 

Ez  máris  egy  összefüggést  jelent  Ak  (z) együt thatói  között ,  mégpedig  azt,  hogy 

^  Nv 
( 1 . 2 0 )  A k (  1)  =  ^ 4 f f l  =  l 

m = 0  К 

Az  (1.20)  baloldalán  álló  összeg  egyébként  éppen  annak  valószínűségét  fejezi 
ki,  hogy  a  kompresszor  ne  működjék  ;  ez  a  valószínűség  pozitív,  mivel  fel­
te t tük,  hogy  к  >  Np.  Másrészt  abból,  hogy  az  Am  számok  nem­negatívok 
és  összegük  1­el  egyenlő,  következik,  hogy  az  A(z)  hatványsor  konvergencia­
sugara  legalább  1,  és  így  az  A(z)  függvény  a  komplex  számsík  egységkörének 
belsejében  reguláris  függvény  ;  másrészt  viszont  a  Rouché­tételből  követ ­
kezik  (lásd  részletesebben  a  2.  §­ban),  hogy  a  zk  —  (1  +  p(z  —  1))N  =  0 
egyenletnek  az  egységkör  belsejében  pontosan  к  —  1  gyφke  fekszik  : 
legyenek  ezek  a  gyφkφk  zlt  z2  ...  zk~i.  Mivel  az  A(z)  függvény  ezekben 
a  pontokban  is  reguláris,  kell,  hogy  az  (1.18)  számlálójában  állo  polinom 
is  el tűnjék  ezekben  a  pontokban  :  ez  csak  úgy  lehetséges,  ha  a  zj  számok 
(j  = ' 1 ,  2,  . .  ;  (к  —  1))  az  Ak(z)  =  0  egyenlet  gyφkei.  Mivel  Ak(z)  pontosan 
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Np 
к  —  1  fokú,  és  (1­20)  szerint  együt tha tó inak  összege  1  ­>  ezál tal 

1C 
Ak{z)  egyértelműen  meg  van  határozva.  Tehá t  а  к,  p  és  N  számok  megadása 
egyértelműen  meghatározza  Ak(z)­1,  és  i lyen  módon  A m ­et  is  m  minden 
értékére. 

A  feladat  ezekután  a  következőkre  redukálódot t  :  megvizsgálandó,  hogy 
ado t t  p  és  N  ér tékek  mellett  melyik  k­nak  az  a  legkisebb  értéke,  amelyre  az 
(1.18)  összefüggés  által  meghatározott  A(z)  hatványsor  Am  együt tha tó i ra 
fennáll  a 

OO 

( 1 . 2 1 )  Z A m < ŕ 
M=M 

egyenlőtlenség,  ahol  M  értékét  úgy  kell  megválasztani,  hogy  az  éppen  a  meg­
engedhető  legkisebb  légnyomásnak  feleljen  meg  a  ta r tá lyban.  H a  a  megenged­

ik  \Y 
hető  legkisebb  nyomás  г>0, úgy  ez  megfelel .1000  "  ­  adag  levegőnek  a  t a r t á ly ­

10Ó.0no W  ,  ,  *  ™  ,  ,  IOOOüq W  . 
ban,  vagyis  az  rt  =  " —  es  így  az  r]t  =  H  ­j­ к  —  erteknek  : 

ezek  szerint  H0  =  1000  jelöléssel  —  (1.21)­ben  M  =  H  +  к  —  H0 

veendő.  Ami  ô  megválasztását  illeti,  ez  a t tó l  függ,  hogy  mekkora  biztonságot 
k ívánunk  elérni  :  a  következőkben  ô  ér tékét  mindig  úgy  választ juk  meg, 
hogy  átlag  3  hetente  legfeljebb  egyszer  fordul jon  csak  elő,  hogy  a  nyomás  a 
megengedhető  alsó  határ  alá  süllyedjen.  Ez  azt  jelenti,  hogy  ô  megválasztása 
függ  az  időegység  megválasztásától. 

A  következő  fejezetben  foglalkozunk  a  most  megfogalmazott  fe ladat 
numerikus  megoldásával.  Előbb  azonban  még  egy  módosítást  végzünk. 
A  számítások  egyszerűsítése  végett  célszerű  az  (1.1)  binomiális  elosztást 
Poisson­féle  eloszlással  közelíteni;  ez  teljes  mértékben  jogosult,  ha  — amint  ez 
a  gyakorlatban  teljesül  — p  igen  kicsiny  és  N  viszont  nagy  szám*.  Bevezetve 
az  Np  =  P  jelölést,  az  (1:1)  binomiális  eloszlást  közelítjük  a  (1.22) 

( 1 . 2 2 )  '  P ' n  =  V l e ­ P 
n\ 

Poisson­féle  eloszlással.  Ezt  a  közelítést  az  egész  eddig  végzett  számításon 
végigvíve  a  különbség  csak  abban  fog  állni,  hogy  az  (1.17)  a la t t i 
P(z)  =  (1  +  p  (z  —  1))N  függvény  — az  ( l . l )  binomiális  eloszlás  generátor­
függvénye  —  helyett  az  (1.22)  Poisson  eloszlás  generátorfüggvénye,  azaz 

(1 .23)  P(z)  =  e p ú ~  « 

helyettesítendő  (1.15)­be,  és  így  (1.18)  helyett  a  következő  egyenletet  k a p j u k 
az  A(z)  generátorfüggvényre  : 

ep<z—D  (zk—  1) 
(1.24)  А(г)  =  Ак(г)­

e P ( z — 1 ) 

*  Ez  esetben  a  $t  változók  olyan  Markov­láncot  alkotnak,  amelynél  a  lehetséges 
»állapotok«  száma  megszámlálhatóan  végtelen.  Er re  az  esetre  elsőnek  A.  N.  Kolmogorov 
szovjet  matemat ikus  terjesztette  ki  a  Markov­láncok  klasszikus  elméletét  (lásd  [3].) 
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Az  (1.24)  egyenletre  áll  mindaz,  amit  (1.18)­ról  mondot tunk ,  és  ugyanolyan 
meggondolással,  mint  (1.18)  esetében  belá tható ,  hogy  (1.24)  egyértelműen 
meghatározza  az  Am  valószínűségeket.  Ez t  részletesebben  a  következő  fejezet­
ben  m u t a t j u k  meg,  amely  az  (1.21)  egyenlőtlenség  fennállását  biztosító  к  ér ték 
tényleges  meghatározását  tar talmazza. 

2.. §.  A  számítások  numerikus  keresztülvitele 

Vizsgáljuk  meg  mindenekelőtt  közelebbről  az 

( 2  1)  *  A l z ) ­

összefüggést,  z  =  1­et  helyettesítve  kap juk ,  hogy 

1 =  A(l)  =  AH(\)~ 
К  —  P 

és  így 

(2.2)  Mfc(l)  = l ­ ~ 
К 

(2.2)­ből  is  nyilvánvaló,  hogy  a  probléma  megoldhatóságának  előfeltétele, 
hogy  P  <  к  legyen.  Ez t  szemléletesen  is  könnyen  be lá tha t juk ,  hiszen  ha  az 
átlagos  fogyasztás  meghaladná  a  kompresszor  teljesítőképességét,  ú g y  nem 
alakulhatna  ki  stacionér  állapot. 

(2.1)  segítségével  az  A r  (r  — к,  к  +  1,.  . . .  )  számok  mind  meghatároz­
hatók,  feltéve,  hogy  A0,  Av  . . .  Ak­X  ismeretesek. 

Az  A0,  Av  . . . ,  Ak­1  számok  látszólag  önkényesen  választhatók  meg, 
valójában  ez  nem  így  van,  hanem  ezek  a  számok  egyértelműen  meg  vannak 
határozva.  Ugyanis  könnyen  be  lehet  lá tni ,  hogy  az  Ak,  Ak+X,  ...  számokat 
a  (21)  reláció  szerint  meghatározva,  ezek  a  számok  az  A0,  Av  ...,Ak­1 
számoknak  csak  egyetlen  lehetséges  választása  mellett  jelenthetnek  valószínű­
ségeket.  Ugyanis 

az  An  szamok  nem­negativok  kell  hogy  legyenek,  akkor 
azonban  a  (2.1)  baloldalán  álló  ha tványsor  —  figyelembevéve,  hogy  — 

oo 
M(l)  =  P  A m  =  1  reguláris  az  egységkörben  ;  de  akkor  (21)  jobboldalának 

m = 0 
is  regulárisnak  kell  lennie  ;  ez  pedig  csak  úgy  lehetséges,  lia  a  nevezőnek  az 
egységkörben  fekvő  gyökei  a  számlálónak  is  gyökei.  Mivel  —  mint  ezt  ki 
fogjuk  mu ta tn i  —  a  zk  — eP(­z­P  =  0  egyenletnek  pontosan  к —• 1  gyφke 
van  az  egységkör  belsejében,  tehát  ezek  a  gyökök  az  Ak(z)  =  0  egyenlet­
nek  is gyöke i ;  mivel  Ak(z)  (k  —  l)­fokú  polinom,  t ehá t  gyökei  á l ta l  egy 
konstans  faktor tó l  e l tekintve  meg  van  határozva.  Mivel  pedig  (2.2)  fennáll, 
ez  a  konstans  is  egyértelműen  meghatározható.  Annak  bizonyítása,  hogy  a 
(2.3)  2 f c _ e p ( z ­ i b =  0 

egyenletnek  pontosan  к  —  1 gyφke  van  az  egységkör  belsejében  a  Bouché­tétel 
segítségével  tö r ténhe t . 

A  (2.3)  egyenletnek  nyilvánvalóan  egyszeres  gyöke  van  a  z  =  1  pontban , 
ugyanis  (2.3)  baloldalának  deriváltja  az  z  =  1  helyen  к  — P  >  0.  Legyen 
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most  /(z)  =  zk,  g(z)  =  —  epá~P,  úgy  ha  z  =  re'^,  ahol  r  >  1,  úgy  \g(z)\  = 
=  EP(r cos J—l)  ^  eP(r­i)  <  +  feltéve,  hogy  P(R  —  1)  <  К log  R, u tóbbi  egyen­
lőtlenség  viszont  bizonyosan  tel jesül ,  ha  (r  —' 1)  elég  kicsiny  ;  ugyanis 

ОС  (  OC\ 
ha  0  <  x  й  1 úgy  log  (1  +  x) >  x  =  x  1  ás  így  к  log  r  >  P(r  — 1 ) 

Ч ­ f ) ­
P  R—  1  1  P 

ha  1  >  ,  t e h á t  ha  r —  1 <  ~ 
К 

A  Rouché­tétel  szerint  tehát  a  |z|  —  r  kör  belsejében  az  f(z)  ­+­  g(z) '=  0 
egyenletnek  ugyanannyi  gyöke  van ,  mint  az  f(z)  =  0  egyenletnek,  azaz 
a  zk  =  0  egyenletnek,  t ehá t  к  gyöke  van  ;  mivel  r  tetszőlegesen  közel 
választható  l­hez,  ebből  •  tehát  következik,  hogy  a  zárt  egységkörben 
a  (11)  egyenletnek  pontosan  к gyöke  v a n ;  az  egységkör  kerületén  azon­
ban  a  z  —  1  ponton  kívül  más  gyök  nem  fekhet ,  mivel  ha  z  =  е'Ч  úgy 
|eP(z—1)|  1 =  |2

fc|;  t ehá t  ( l l ) ­nek  к  —  1  gyöke  v a n  az  egységkör  belsejében. 
Ezek  a  gyökök  mind  komplexek,  ha  к  páratlan,  míg  ha  к  páros,  egy  gyök 
a  negatív  valós  tengelyen  fekszik.  Ugyanis  ha  h(z)  =  zkep({—z)y  úgy  h'(z)  >  0, 
ha  O á z S  1  és  így  mivel  h( 0)  =  0  és  A(l)  =  1,  t e h á t  ha  0  <  z  <  1,  úgy 
A(z)  <  1 ;  ha  к  pára t lan ,  úgy  h'(z)  >  0  a(—  1, 0)  interval lumban  is,  míg  ha 
к  páros,  úgy  h'(z)  < 0 ,  ha  —  1 <  z  <  0  és  h(—  1)  =  e2p  >  1,  t ehá t  az 
1  — h(z)  =  0  egyenletnek  pontosan  egy  gyöke  van  a  (—  1, 0)  intervallumban. 
Az  elmondottakból  speciálisan  következik,  hogy  ha  к  =  1,  úgy  a  (2.3)  egyen­
letnek  nincsen  gyöke  az  egységkör  belsejében. 

Az  elmondottak  szerint  tehát 

P5  (z­zx)(z­z2).  ,.(z­zk_x)(z
k­\)  epu~i> 

(2.4)  A(z)  =  [ l ­ f )  i i ^ H f 
{  к )  (1  — z x ) ( l 

ahol  Zj,  z2,  . . . ,  zk­x  a  (2.3)  egyenletnek  az  egységkör  belsejében  fekvő  gyökei. 
Ebből  következik,  hogy  Mt­ve\  jelölve  r*  várható  é r téké t 

M t  kiszámításához  t e h á t  ismerni  kellene  a  (2.3)  egyenlet  gyökei t .  Fel­
ada tunk  megoldásához  azonban  nem  szükséges  Mt  pontos  meghatározása. 
А  к  =  1 esetben  ez  igen  könnyű,  mivel 

( 2 . 6 )  J f 1  =  M ' ( l )  =  i  | _ i _ _ ( i _ P ) j . 

egyébként  azonban  meglehetősen  fáradságos. 
о ) 

Az  A(z)  =  E  Amzm  ha tványsor  konvergencia­körének  sugara  az  A(z) 
m = 0 

függvénynek  a  z =  0  ponthoz  legközelebbi  szinguláris  pont jának  a  0  ponttól 
való  távolsága.  Ezt  a  távolságot  nevezzük  R­nek.  Könnyen  belátható,  hogy  R 
nem  más,  mint  az  xkeP(­l~x)  =  1.  egyenlet  egyetlen  1­nél  nagyobb  pozitív 
gyöke.  Ugyanis  az  f(x)  =  xkep(1—x>  függvény  ér téke  az  x  =  0  és  x =  ­ f o o 
pontokban  0,  közben  a  függvény  a  maximumát  azon  pontban  veszi  fel,  melyre 
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{kxk~l  —  Pxh)ep^'x)  —  o j  azaz  a  függvény  max imumát  az  x  =  —  >  1  he­

( JC  \ К  F ÍC  \ 

—j  ep~k  =  /  és  mivel  (1 —  x)ex  S  1 
ha  0  <  x  <  1,  t e h á t  /  í—)  =  *  >  1.  Mivel  továbbá 

k — P>  k~P 

К 

/'(ж)  >  0,  ha  x  <  —  és  f'(x)  <  0  ha  x  >  — ,  t ehá t  /(ж)  az  1  értéket  két 

helyen  veszi  fel,  az  egyik  az  x  =  1  hely,  amely  <  — >  a  másik  hely,  amelyet 

К  P 

ü­el  jelölünk,  t ehá t  szükségképpen  >  —  •  H a  viszont  1 <  \z\  <  R,  akkor 

|/(z)|  ё  |z|fcep(1­lzl>  >  1  tehát  az  f(z)  =  1  egyenletnek  az  1 <  |z|  <  R  körgyű­
rűben  n e m  lehet  gyöke;  ebből  és  az  elmondottakból  már  következik,  hogy 
az  A(z)  függvény  reguláris  a ' |z |  <C R  körben,  ahol  R  az 

(2 .7)  RK.EPU­R)=L 

egyenlet  egyetlen  1­nél  nagyobb  pozitív  gyöke.  A  (2.7)  egyenlet  nyilván  a 
következő  alakra  is  hozható  : 

p  «  —p 

(2 .8 ) '  —  R  • e  k  =  — e  k 

К  К 

RR  R 
vagyis  g  =  =  (amelyről  szintén  t u d j u k ,  hogy  1­nél  nagyobb) 

'  *  (7 ) 
gyöke  a 

P  ­ 1 
(2 .9 )  де~е  =  ­ ^ е  k 

egyenletnek,  még  pedig  az  egyetlen  1­nél nagyobb  gyöke  ennek  az  egyenletnek. 
Az  у  =  ge~e  függvény  max imumát  a  q  =  1 helyen  veszi fel, a  m a x i m u m  értéke 
l/e.  Ezen  függvény  inverz  függvénye  kétér tékű;  azt  az  ágá t ,  amely  1 ­ n é l 
nagyobb  értéket  vesz  fel,  \h  — ye  szerint  haladó  sorba  f e j t he t j ük : 

3 

( 2 . 1 0 )  q=  1  +  c í \ ' l ­ y e  +  c 2 ( l ­ y e )  +  cs(l­ye)2  +  ci(l  —  ye)2  +  •  •  • 

.  _  j  X2 
Legyen  x  =  \  1 — y e  ,  akkor  t e h á t  y  =  =  ge~ί  és  ha  q  —  1 ,  úgy  ­, 

1  x 2 

x  —  0.  Legyen  t o v á b b á  и  —  q  —  1,  akkor  ' — ­ —  =  (1  +  u)  ( 1 + u) és  í gy 

x2  = 1  —  ( 1 —(—  u)  e  ",  azaz 

( 2 . 1 1 )  ж =  f l  —  ( 1  +  ufe~" 

(2.1 l )­ben  a  négyzetgyök  azon  ága  veendő,  amely  pozitív  u­ra  pozit ív  értékeket 
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vesz  fel.  A  feladat  t ehá t  a  (2.11)  által  definiált  x  =  x(u)  függvény  и  =  u(x) 
inverz  függvényének  sorbafejtése x  ha tványai  szerint,  t ehá t  az 

(2.12)  и  =  сгх  +  c2x
2
  •+  c3x

3  ­f  c4x4  ­f  •  • • 

sorfejtés  együt thatóinak  meghatározása. 
A  (2.12)  hatványsort  (2.11)­be  helyettesítve,  a  határozat lan  együt tha tók 

módszerével  következik,  hogy 

('i  ­
9 

C2  =  3 

1.1  f 2  • 
Cs  ~  36 

43 
C4 — ' 

135 

Tehát 
9  i l  I/"о  3

  49 
p=  1 +У2(1­уе)  +  ­(1­уе)  +  1—  (1  ­  ye)

2
  +  —  (1 ­  ye)

2
  + 

3  36  135 

es  így 

К 
1  + (2.13)  R  =  — 

P 

P 
A  sorfejtés  akkor  konvergál ,  ha  —  közel  van  l­hez. 

К 

Legyen 

1 ­ е 
azaz 

P 
(2.14)  e =  1 

RC 

akkor  0  <  e  <  1.  e  tehát  a  relatív  kihasználatlan  kapacitást  jelenti,  vagyis  a 'ki 
nem  használt  kapacitás  és  a  teljes  kapacitás  viszonyát;  100  e  tehát  a  kihaszná­
latlan  kapacitást  százalékban  adja  meg. A  (2.13) sorfejtésből megkaphat juk  P­nek 
e  ha tványai  szerinti  sorfej tést . 

(2 .15)  R=  1 +  2 e +  ­ Ј *  +  —  e3  +  —  Ј
4  +  .  .  . 

3  9  135  • 

Első  közelítésben  t e h á t 

(2.16)  R  л*  1 4­  2e  =  1 +  2  11 —  — \ • 

•  " , 9 



Fontos  megjegyezni,  hogy  ez  a  közelítés  alsó  becslést  ad  R­re,  azaz  va ló jában 
R'>  1  ­j­  2e.  E z t  a  következőképpen  l á t h a t j u k  be  : 

A  b izonyí tandó  egyenlőtlenség  ekvivalens  azzal  az  állí tással,  hogy  az 
xkep(\—x)  f üggvény  az  x  =  1  +  2e  helyen  1­nél  nagyohb  é r téke t  vesz  fel  ;  ez 
viszont  azt  jelenti ,  hogy 

(2 .17)  (1  4­  2e)  e ­ 2 Ј d ­ Ј )  >  1. 

Utóbbi  egyenlőtlenség  viszont  érvényes  e  minden  számbajövő  értékére,  azaz 
ha  0  <  e  <  1,  ugyanis  ha  c(e)  =  (1  +  2e)e— 2 E ( 1 — E ) ,  ú g y  c(0)  =  1  és 
c"(e)  =  8e3e— 2 e ( 1 — 'E ) ,  vagyis  c(e)  monoton  növekvő  függvény. 

Az  e lmondo t t ak  a l ap ján  most  már  gyorsan  e l ju tha tunk  a  probléma  te l jes 
megoldásához.  Fe lada tunka t  megoldot tuk,  ha  éles  felső  becslést  a d u n k  a 

oo 

Z  Am  kifejezésére.  Ebből  a  célból  szükségünk  lesz  a  Cauchy­féle  együ t t ­
n = M 

h a t ó  becslésre,  amely  szerint 

Max  \A(z)\ 
( 2 . 1 8 )  i  (m  =  0 , 1 , 2 , . . . ) . 

R™ 

Ezt  az  egyenlőtlenséget  bá rme ly  olyan  Rx  ér tékre  a lka lmazha t juk ,  melyre 
A(z)  az  Rx  sugarú  közben  reguláris  ;  speciálisan  tehá t  a lka lmazha t juk  az 
Rx  =  1  +  2e  értékre.  Mivel  =  e, nyi lvánvaló ,hogy  ha  \z\  =  1 +  2e,  úgy 

L l ( ; ) |  < e ( 1  +  2 е ) " ~ 1 ( 1  + ( 1  + 2 f ) * ) 

(1  +  2e)fce  I 

Másrészt  azonban,  ha  r  >  1,  úgy  rk  —  1  =  k(r  —  1) 

és  így 

2 % 
(1  +  2e)  e  k  —  1 (1  +  2t)k  e~2PE  —  l  ^k 

Mivel 
e 

(1  +  2e)  e ­ 2 E < 1 ­ Ј )  —  1 =  j 8 x 2 e ­ 2 * ( 1 ­ * )  dx 

/  _ i 
és  ha  0  <  e  <  1,  úgy  e.—2*<i—x)  Ш e  i ,  ha  0  â  x  S  e  t e h á t 

8e
3 

(1  +  2e)  e—2E(1—E) —  1  ­

P 
[  ( 1 +  2e)  e ­ 2 E ü ­ « ) ­ l  I 

1  —  e 

3 f e 

és  így 

3  1/7 
\A(z)\  S  (1 _  e)  ( 1  2£p­i. 

4e2P 

1 2 0 



Tehát  a  Cauchy  egyenlőtlenség  szerint 

A  зУе(1­е)  (m =  M,Jf+  1,...) 
4e2P(l  +  2e)™ +  i ­ » 

és  így 
OO  I Г— 

(2.19)  Z A  ­  » I M
1

­ * ) 

т Г м  8 е
3
Р ( 1  +  2 е ) л » ­ » 

A  feladat  megoldása  azt  k íván ja ,  hogy  igen  kicsinnyé  tegyük  annak  a 
valószínűségét,  hogy  r]t  <  H0  legyen  ;  ennek  valószínűsége  viszont  nem  más , 
mint 

m — H  +  k—HQ 

és*így  (2.19)  szerint,  azt  kell  elérni,  hogy 

( 2 . 2 0 )  ^ λ ( l ­ e )  < ŕ 

8 c
3
P ( l  +  2 e ) « ­ " . 

(egyen,  ahol  ô  egy  igen  kicsiny  szαm,  pl.  ô  =  0,0001.  Ha  az  időegység  1  perc, 
ez azt  jelenti,  hogy  αltalαban  10 000  percenként,  azaz  — 8 órás  munkanapoka t 
számítva  kb.  21  naponként  egyszer  fordul csak elő, hogy a  n y o m á s a  megenge­
dett  legkisebb  nyomás  alá  süllyed.  Természetesen  ő  értékét  még  kisebbre 
választva,  a  biztonság  még  növelhető. 

Ez t  к  megválasztásával  kell  elérnünk. 
H a  például  ô  —  0,0001  ér téket  választ juk,  (2.20)­ból  e­ra  a  következő 

P 
egyenlőtlenséget  nye r jük ,  figyelembe  véve,  hogy  к  = 

1 —  e 

+  ^  3 • 10
4 • Уё 

1 ­ е  ,  8 P 

P 
Ha  e  értékét  f2 .21 )­nek  megfelelően  megválasztjuk,  ъgy  а  к  =  ———össze­

1  —  e 

függésből  adódik,  hogy  a  kompresszor  teljesítőképességét  milyen  nagyra  kell  meg­
választanunk,  hogy  a  fogyasztást  fedezni  tudja. 

A  numerikus  megoldás  tekinte tében  két  esetet  kell  megkülönböztetnünk. 
Ha  H  —  H0 nagyP­hez  képest,  úgy  (2.21)  ál ta lában  e­nak már  kicsiny  értékeire 
teljesül,  és  így  (2.21)  nevezőjében  az  1 —  e tényezőt  elhagyva  és  a 

H _ H  p_ 

( 2  22)  B(e)  = P t 3 ( l  +  2e)  0  >­«  == 6200  =  С 

egyenlőtlenséget  vizsgálva,  ha  (2.22)  teljesül,  úgy  (2.21)  is teljesül.  A  megoldás 
mármost  úgy  tö r t énhe t ,  hogy  keresünk  egy  felső  becslést  arra  az  e­ra,  amelyre 

121 



(2.22)­ben  egyenlőség  van,  azaz  egy  e­ér téket ,  melyre  m á r  a  (2.22)  egyenlőt­
lenség  biztosan  t e l j e sü l  ;  legyen  ez  e j  ;  a k k o r  mego ld juk  a 

(2 .23) 

egyenletet  e­ra,  vagy i s  vesszük  az 

( 2 . 2 4 ) 
1 

Јo 
PesJ 

közelítő  értéket  és  ez t  az  el járást  még  egyszer  vagy  még  háromszor  megismé­
te l jük ;  ugyanis  az  e1 ;  e2,  e3,  . . .  é r t ékek  v á l t a k o z v a  felülről,  i l letve  alulról 
közelítik  a  helyes  e  értéket ,  azaz  ha  >  e,  a k k o r  e2  <  e,  e3  >  e  s.  i.  t .  és  úgy 
ahhoz,  hogy  felső  becslést  k a p j u n k ,  p á r a t l a n  indexű  közelítő  é r téknél  kell 
megál lanunk. 

Mielőtt  az  e l járás  konvergenciá já t  megvizsgálnánk,  á l lapí tsuk  meg, 
hogy  milyen  fe l té te lek  mellett  e légí thető  ki  egyá l t a l án  a  (2.22)  egyenlőtlenség? 
H a  feltesszük,  h o g y 

(2 .25)  H  ­ H 0  >  2 P  1 
P  log  3  ) 

(ami  biztosan  te l jesü l ,  ha  H  —  H0  >  2,8 P  f i gye l embe  véve,  hogy  P  >  17 
a m i t  fel  fogunk  t e n n i  (lásd  (2.26)  ],  úgy  a 

B(e)  = P e 3 ( l  +  2e)"  •  l~E 

f ü g g v é n y  monoton  növekvő  a 

'  3 

P l o g  3 

V­

felvesz  minden  é r t é k e t  0  és  C0  =  В 

— P  log  3/ 

\ 
P  log  3 

in te rva l lumban  és  így 

1  + 

belá tha tó ,  hogy 

'  3  • 

P  Jog  3 / 

között .  Mivel  könnyen 

C n 

l ,8e  2  45  y  P 

VP 

t e h á t  a  (2.22)  egyenlőtlenség  bizonyosan  kielégí thető,  ha  c0  >  c,  a m i  viszont 
tel jesül ,  ha  te l jesül  az  1,8 e 2 ' 4 5 f p  >  6200  f P  egyenlőtlenség  : 

u tóbbi  v iszont  fennáll,  ha 

(2.26) 
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A  következőkben  feltesszük,  hogy  úgy  (2.25),  mint  (2.26)  teljesülnek. 
Rá té rünk  ezek  u tán  a  vázolt  eljárás  konvergenciájának  vizsgálatára  ; 

az  e l járás  nem  más,  mint  a  közönséges  iterációs  eljárás, a lkalmazva  az  s  =  <p(e) 
egyenletre ,  ahol 

(2 .27;  <p(e) 
( p t 3 ) 

—  1 

Tehát  a  konvergencia  biztosításához  csak  azt  kell  ellenőrizni,  hogy  tel­
jesül­e  a  |g/(e)|  <  1  feltétel.  K ö n n y e n  belátható,  hogy 

( 2 . 2 8 )  q>'(e) <  0 

ha  e  < 

Д 
í  2 P  u 

es 

t e h á t 

(2 .29) 

\<p'(e)­\ <  \ 
e 

1  c   
log  — 

p e 3 

|дз'(е)|  <  1  ha  e  < 
0,92 

Mivel  a  (2.29)  a la t t i  egyenlőtlenség  kevesebb  megszorítást  jelent,  mint  a  (2.28) 
a l a t t i ,  ha  P  >  7,5,  t ehá t  a  fortiori ,  ha  P  >  17  következik,  hogy  ha 

0  <  e < 

3 

2 p 

1  +  í z 
2 p 

•  ,  ,  0 , 9 5 
ami  teliesul,  ha  e  <.—­=r­

J  Up 

ugy 
­ 1  < ç ) ' ( e ) <  0. 

és  így  az  iterációs  eljárás  konvergál . 

Mielőtt  eredményeinket  összefoglalnánk,  foglalkozzunk  H  — H0  szám­
ér tékének  meghatározásával.  Mivel  a  maximális  nyomás,  amelynél  a  kom­
presszorkikapcsolódik  8,8 atmoszféra,  és a  minimális,  amelynél  még  működnek 
a  gépek  6,5  atmoszféra,  ha  a  t a r t á l y  űr tar ta lma  Wm

3
,  ъgy  tehá t  a  t a r tá ly 

8  atmoszféra  nyomásnál  8000  W  liter  levegőt,  6,5  atmoszféra  nyomásnál 
6500  W  liter  levegőt  tar ta lmaz,  vagyis 

„  8000 К  ,  „  6500 W 
H  —  es  H 0  — 

A.  A 
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t ehá t  a  minket  érdeklő  H  —  II0  különbség  a  következőképpen  számítható  ki  : 

(2.30)  Я ­ Я 0  =  ^ , 
A 

ahol  tehát  \V  jelenti  a  t a r t á ly  űr ta r ta lmát  m3­ekben  és  a  egy  fogyasztó  idő­
egységenkénti  fogyasztását  literekben.  A  (2.30)  a la t t i  kifejezés  felfelé  kerekí­
tendő,  hogy  egész  szám  legyen. 

A  (2.30)­ban  szereplő  a  számszerű  értéke  az  időegység  megválasztásától 
függ. Mint  arra  már  az  1. §­ban  rámuta t tunk ,  az  időegység  megválasztását  úgy 
kell  végezni,  hogy figyelembe vesszük  azt ,  hogy a kikapcsolás  a normál  nyomást 
legfeljebb  10%­kal  meghaladó  nyomásnál,  a  bekapcsolás  a  normál  nyomásnál 
legfeljebb  10%­kal  kisebb  nyomásnál  történik.  Ezt  —  mint  arra  már  szintén 
r á m u t a t t u n k  — azáltal  vehe t jük  figyelembe,  hogy  az  időegységet  úgy  választ­
juk,  hogy  fennálljon  az 

(2.31)  A>  =  P <  — 
10 

egyenlőtlenség.  Ha  a x  jelenti  egy  fogyasztó  egy  perc  a la t t i  fogyasztását,  és  т 

a  választandó  időegységet  percekben,  úgy  Я  =  —  és  (2.31)  szerint  fenn 

,  „  m i  •  n  8 0 0 T ^  •  ° ' l T 

kell  allm  a  P  <  ,  vagvis  ti 
ax  r 

, ,  800  W 
(2.32)  т <  axP 

egyenlőtlenségnek.  Graf ikonjainkat  a  következő  időegységekre  készítet tük  el  : 
1  perc,  30  sec,  12  sec  és  6  sec.  Grafikonjaink  használatához  tehát  először  ki  kell 

800 W  , 
számítani  a  —:  szamot  ;  ha  ez  1­nél  nagyobb,  ъgy  1  percet  választunk  idö­

axP 

egységül;  ha  értéke  0,5  és  1  közé  esik,  ъgy  az  időegységet  fél  percnek, 
axP 

ha  0,2  és  0,5  közé  esik,  ъgy  12  másodpercnek,  ha  viszont  0,1  és  0,2  közé  esik, 
ъgy  az  időegységet  6  másodpercnek  választjuk.  Természetesen  lehet  t öbb  külön­
böző  időegységnek  megfelelően  is  elkészíteni  a  graf ikont ,  azonban  mivel  a 
gyakor la tban  úgyis  csak  bizonyos  számú  kompresszor­típus  áll  rendelkezésre, 
ez  nem  látszott  egyelőre  szükségesnek. 

Eredményeinket  t ehá t  a  következőkben  fogla lhat juk  össze  :  H a  a 
sűrített  levegőt  N  fogyasztó  veszi  igénybe,  és  a  fogyasztók  általában  a  munkaidő 
p­ed  részében  működnek,  vagyis  a  sűrített  levegővel  dolgozó  gépek  kihasználási 
tényezője  p­vel  egyenlő  és  P  =  pN,  továbbá  ha  a  fogyasztók  percenként  ax  liter 
levegőt  fogyasztanak  és a  tartály  űrtartalma  W  m3,  ъgy  a  kompresszor  percenkénti 

PY 
teljesítménye  —  liternél  nagyobb  kell,  hogy  legyen  ahhoz,  hogy  ne  süllyedjen 

1  —  e 
a  nyomás  6,5  atmoszféra  alá  ;  itt  e  az 

1500ív  _  о onn 

(2 .33)  Ј3(1  ­f­ 2e)  «  I ­«  =  A J Î Ď 
P t 

1 2 4 



egyenlet  gyöke,  ahol  a  =  axt  és  a  r  időegység  úgy  van  megválasztva,  hogy  teljesül­
jön  a  (2.32)  egyenlőtlenség.  Ha  a  P,  W  és ол  adatok  adva  vannak,  akkor  tehát  úgy 
járunk  el,  hogy  először  (2.32)­ből  meghatározzuk  a  helyes  r  időegységet,  azután 
а  =  c/.jT érték  mellett  megoldjuk  e­ra  a  (2.33)  egyenletet,  és az  így  kapott  e  értékkel 

Pa 
kiszámítjuk  а  к  =  К  számot  ez  adja,  hogy  hány  liter  percenkénti  teljesít­

1  —  Ј 
ményű  kompresszorra  van  szükség. 

Lássunk  most  egy számpéldát  :  az  üzem  sűrített  levegővel  dolgozó  gépeinek 

szбma  legyen  N  =  100,  a  gépkihasznбlбs  legyen  p  =  0,5,  vagyis  50%­os  és  így 

P  =  Np  =  50  ; 

tegyük  fel,  hogy  egy  fogyasztó  percenként  50  litert  [ax  =  50)  fogyaszt,  és  a  tartбly 

800 W 
űrtartalma  legyen  10  m3

  (W  =  10)  ;  ez  esetben  =  3,2 >  1 ,  tehát  az 
axP 

időegységet  v e h e t j ü k  egy  pe rcnek ,  vagyis  т  =  1,  а  =  a x ,  akko r  tehá t 

я ­ й 0  =  Н = з о . о . 

Mego ldandó  t e h á t  az  5 0 

Ј3( 1 +  г е ) 3 0 0 " " ^  =  124 

egyen le t .  Első  kцze l í tő  é r t é k n e k  válasszuk  az  Ј  =  0,05  é r t é k e t . 
M i v e l 

1  +  2e  =  1,1  és  1 , 1 8 >  2 

t e h á t 

3 0 0 ­ ­ ^ 
( l  +  2E)  2 3 0  >  8  ­  108 

,  ,  124 

másreszt  —j­  <  10®,  vagy is  v a l ó b a n  e4  v a l a m i v e l  n a g y o b b  a  szükségesnél. 

Számí tsuk  k i  a  másod ik  kцze l í tés t  : 
1 

e ,  =  ­
2 

124  • 10e i  j 

125 
=  0,029. 

E z  va lam ive l  kevesebb,  m i n t  a m i r e  szükség  v a n ,  t e k i n t v e ,  hogy  te l jesü l  az 

F 2  p 
Ј t <  =  0,1 1 

1  + 
2  P 

fe l té te l .  Megjegyzendő,  hogy  az  el járás  k o n v e r g á l  is,  m i v e l  te l jesü l  a 

9 
<  1 

,  6200 
l og  

*  Pe
s 

fe l té te l . 

1 2 5 



N é z z ü k  most  a h a r m a d i k  kцzel í tést  : 

124  • 109\  1  I 
— %  249 _  1 I =  0 ,032 . 

24  • 500 )  I 
Ez  tehá t  k ie légí tő  kцzel í tés  ;  a  helyes  e  ér ték  0,029  és  0,032  kцzц t t  v a n ,  ha 
a  felső  é r téke t  f ogad juk  el ,  ez  csak  n ц v e l i  a  b iz tonságot .  Ez  esetben  t ehá t 

P 
к  =  =  52  vagyis  a  kompresszort  úgy  kell  méretezni,  hogy  percenként  43,5 

1  —Ј 
liter  levegői  adjon. 

A b b ó l  a  célból,  h o g y  ne  ke l l jen  a  számi tás t  m i n d e n  egyes  esetre  e lvégezni , 
a  kцve tkezőképpen  j á r h a t u n k  el  :  e  kü lцnbцző  ér téke i re  p l . 

e =  0 , 0 1 0 ,  0 ,015,  0 , 0 2 0 ,  0,025  0 ,030 ,  0 ,035 ,  0 ,040 ,  0 ,045 , 

0 , 0 5 0 ,  0 ,060,  0 , 0 7 0 ,  0 ,080,  0 ,090 ,  0 , 1 ,  0 , 1 2 ,  0 ,14 , 

0 , 1 6 ,  0,18',  0 , 2 0 ,  0 , 2 5 ,  0 , 3 0 ,  é r tékek re 

á b r á z o l j u k  —  ér téket ,  m i n t  p  f ü g g v é n y é t ,  azaz  á b r á z o l j u k  a 
A 

( 2 . 3 5 ) 
W  _  J _ 

a  1500 

1  6 2 0 0  1  7} 
Ing  l o c  P 

P  ,  ° ё  т е а  ° 
1 ­ Е  '  l o g ( l  +  2e ) 

f ü g g v é n y t ,  í g y  egy  gцrbe­há lóza to t  k a p u n k ,  amelyet  т  =  1  az  1.  á b r a  szem­
lé l te t i .  A  2.,  3.  és  4.  á b r a  a  30,  12,  i l l .  6  másodpercny i  időegység  esetére 
v o n a t k o z i k . 

A d o t t  P  és  —  ér tékekhez  a  hozzá ta r tozó  Ј­ér téke t  úgy  h a t á r o z z u k 

meg  ezen  áb rák  segítségével,  hogy  megkeressük  az  á b r á n  azt  a  pon to t  ,  ame ly ­

nek  abszcisszája  P  és  o r d i n á t á j a  —  ,  és  megnézzük,  h o g y  me ly  Ј ­é r téknek 

megfelelő  gцrbe  ha lad  közvetlenül  ezen  p o n t  a l a t t . *  í g y  p l .  a  P  =  50,  W  =  10, 
a  =  50  esetben  az  ezen  é r tékeknek  megfe le lő  pont  az  e  =  0,030  és  e  =  0,035 
é r tékeknek  megfelelő  g ц r b é k  kцzц t t  feksz ik  ( in te rpo lác ióva l  n y e r j ü k  az 
e  =  0,032  ér téket ,  megegyezésben  az  e lőbb  végzett  n u m e r i k u s  kцze l í tő  e l já­
rással).  '  • 

A  gц rbék  nagy  Ј­ra  kezde t t ő l  f ogva  emelkedők,  k i sebb  e ér tékekre  ele inte 
enyhén  esnek,  azután  eme lkednek . 

Az  e l m o n d o t t a k  azt  j e l e n t i k ,  hogy  a d o t t  fogyasztás  me l l e t t  miné l  n a g y o b b 
a  l é g t a r t á l y o k  ű r t a r t a l m a ,  anná l  k i sebb  tel jesí tőképességű  kompresszor  ele­
gendő  az  üzem  el látásához,  m íg  ado t t  l ég ta r tá l ymére t  (VF)  és  gépenkén t i  idő­
egység  a l a t t i  fogyasztás  (a )  me l le t t  az  e  szám  á l ta lában  p ­ v e l  együ t t  n ц v e k s z i k , 

de  nagy  —  mel le t t ,  azaz  igen  nagy  t a r t á l y m é r e t  m e l l e t t  P  nцvekedésével 

e e le inte  csцkken  és  csak  n a g y  P­re  kezd  nцvekedn i .  Ez  t e h á t  azt  j e l en t i ,  hogy 
v a n  egy  meghatá rozo t t  P ­ é r t é k ,  ame lyné l  E m in imá l i s ,  azaz  a  kapaci tás  k ihasz­
nálása  op t imá l i s . 

*  H a  nagyobb  pontosságot  k ívánunk,  ъgy  interpolációt  végzünk. 
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M i n é l  k i s e b b  e,  a n n á l  j o b b  a  kompresszor  k ihaszná lása ,  a n n á l  kevesebb 
kapac i t ás  v a n  k i h a s z n á l a t l a n u l ,  t ehá t  egy  ú j  ü z e m  méretezésénél  a  leghelyesebb 
ú g y  e l j á rn i ,  h o g y  előre  r ц g z í t j ü k  e  é r t éké t ,  (p l .  e  =  0,03,  v a g y  e  =  0,05­ben) 

W  Pa 
és  a  v á r h a t ó  P ­ h e z  megkeressük  a  hozzá ta r tozó  —  é r t é k e t ,  és  a  ka.  =  ^  ^ 

é r t éke t  és  e n n e k  megfe le lően  k e l l  a  kompresszo r t  és  a  l é g t a r t á l y t  mére tezn i . 
W 

A m e n n y i b e n  a  k e t t ő  k ц z ü l  az  e g y i k  —  p l .  a d o t t ,  ú g y  e  é r téke  m á r  P 

W  ,  .  ,  , 
á l t a l  meg  v a n  h a t á r o z v a .  H a  v i szon t  ú g y  —  , • m i n t  ka.  a d o t t a k ,  ú g y  k i s zámí t ­
h a t ó ,  hogy  m i l y e n  fogyasz tás t  b í r  a  berendezés  e l l á t n i ,  mégped ig  a  k ц v e t k e z ő ­
k é p p e n  :  m e g o l d j u k  P ­ r e  a 

egyen le te t . 
I l y e n  m ó d o n  f e n t i  e r e d m é n y e k  segítségével  b á r m i l y e n ,  a  kompresszor  és 

a  l é g t a r t á l y  méretezésére  v o n a t k o z ó  p rob léma , szabatosan  mego ldha tó .  E z  lehe­
t ő v é  teszi  a  te rvezésné l  j e l en tős  цsszegek  m e g t a k a r í t á s á t ,  feleslegesen  n a g y 
beruházások  e lkerü lésével .  A  szükséges  s z á m a d a t o k  a  g r a f i k o n o k r ó l  leo lvas­
h a t ó k ,  és  í g y  sz in te  semmi  fá radságo t  n e m  o k o z n a k ,  ha  egyszer  a  szükséges 
g r a f i k o n o k  e lkészü l tek . 

E b b e n  a  §­ban  n é h á n y  k iegészí tő  meg jegyzés t  k í v á n o k  t e n n i  az  előző 
§ ­okban  m e g o l d o t t  p r o b l é m á v a l  kapcso la tban ,  a m e l y  megjegyzések  a  p r o b l é m a 
megoldása  so rán  f o l y t a t o t t  v i zsgá la tok  o l y a n  e redménye i re  v o n a t k o z n a k , 
a m e l y e k  —  b á r  a  fen t  i s m e r t e t e t t  megoldás  s z e m p o n t j á b ó l  n é l k ü l ц z h e t ő k n e k 
b i z o n y u l t a k  —  t o v á b b i  i l y e n  i r á n y ú  v i zsgá la tok  esetében  szükségesek  l ehe tnek . 
I t t  k ц z l ü n k  t o v á b b á  n é h á n y  o l y a n  e r e d m é n y t ,  a m e l y e k e t  az  e lőzőkben  m á r 
f e l h a s z n á l t u n k ,  azonban  b i z o n y í t á s  n é l k ü l . 

Ezen  megjegyzések  egyrésze  a  fogyasz tás  ingadozása inak  t o v á b b i  v i zs ­
gá la tá ra ,  másrészt  a  l é g t a r t á l y ­ n y o m á s á n a k  kцzépér tékére ,  t o v á b b á  a  p r o b l é m a 
más  lehetséges  m e g o l d á s m ó d j á r a ,  végü l  ped ig  a  (2.33)  egyen le t  g y ц k e i n e k  meg ­
határozására  a l k a l m a z o t t  i te rác iós  módszerre  v o n a t k o z n a k . 

Az  egyszerűség  k e d v é é r t  előszцr  a r r a  az  esetre  s z o r í t k o z u n k ,  a m i k o r  p 
ér téke  k i c s i ny  és N  é r téke n a g y  és a f ogyasz tók  e g y f o r m á k ,  vagy i s  a m i k o r  a  t  i dő ­
p o n t b a n  az  egy ide jű leg  m ű k ц d ő  fogyasz tók  száma,  a m e l y e t  az  e lőbb iekben  éV 
v e l  j e l ц l t ü n k ,  a  s tac ionér  hatásesetben  Poisson­e losz lásúnak  vehe tő  : 

3.  §.  Kiegészítő  megjegyzések 

A)  Megjegyzések  a  fogyasztás  ingadozásaival  kapcsolatban 

( 3 . 1 ) 
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a h o l  P  =  pA  és  p  =  ­ — — — ,  t o v á b b á  Ŕ  j e l e n t i  egy  g é p  bekapcso lásának 
A  +  Ц 

1  .* 
va lósz ínüségsűrűségé t  és  —  az  1 —  e x p o n e n c i á l i s  e losz lású  m ű k ц d é s i 

F  Л 
i d ő  v á r h a t ó  é r t é k é t .  M i v e l  f e l t e v é s ü n k  sze r i n t  p  =  —  k i c s i n y , 

Л  d ­  ъ­
T,  T 

t e h á t  Ŕ  is  k i c s i n y  /x­hez  képes t  és  í g y  ^  ^  k ц z e l í t ő l e g  ­  ­ ve i  v e h e t ő 

e g y e n l ő n e k  ;  beveze t ve  a  A  =  N A  j e l ц l és t ,  a z t  k a p j u k  t e h á t ,  h o g y  Bt  eloszlása 

k ц z e l í t ő l e g  —  v á r h a t ó  é r t é k ű  Po isson­e losz lás .  U g y a n e r r e  az  e r e d m é n y r e 

j u t u n k ,  h a  a b b ó l  i n d u l u n k  k i ,  h o g y  v é g t e l e n  sok  gép  v a n ,  és  a  g é p e k  bekapcso ­

lása i  P o i s s o n  f o l y a m a t o t  a l k o t n a k  A  va lósz ínűségsűrűségge l  ;  e b b e n  az  eset­

b e n  —  m i n t  az t  e g y  e lőző  d o l g o z a t b a n  [ 5 ]  k i m u t a t t u k ,  —  h a  t  =  0  i d ő p o n t ­

b a n  e g y  g é p  sem  m ű k ц d ц t t ,  ú g y  a  t  i d ő p o n t b a n  m ű k ц d ő  g é p e k  száma  —  a m e ­

l y e t  t o v á b b r a  is  f r v e l  j e l ц l ü n k  —  Po isson  e losz lású  —  ( 1  —  e~V)  v á r h a t ó 

é r t é k k e l ,  azaz 

[ J ­ D ­ E ­ ^ Y  _A 

n\ 
( 3 . 2 )  V(Bl  =  n)  =  Pn(t) 

H a  t—у  oo,  ú g y  s t a c i o n é r  h a t á r e s e t k é n t  k a p j u k  a 

(1 

­  É­P) 

ЛУ 

( 3 . 3 )  •  = 

va lósz ínűsége losz lás t . 
A z  1.  §­ban  szó  ese t t  a r r ó l ,  h o g y  a  Bt  =  n,  Bt  t­s  =  m  »á tmene tnek«  m  és  n 

m i n d e n  é r téké re  p o z i t í v  va lósz ínűsége  v a n  ;  ez t  a z o n b a n  o t t  n e m  b i z o n y í ­
t o t t u k .  S z á m í t s u k  ezér t  m o s t  k i  m i n d e n e k e l ő t t  a 

(3.4)  Pm\n(t,s)  =  V(Bt+s  =  m\Bt  =  n) 

f e l t é te les  va lósz ínűségeke t ,  a  Bt M a r k o v ­ l á n c  átmenet­  valószínűségeit.  E g y s z e r ű 
va lósz ínűségszámí tás i  m e g g o n d o l á s s a l  a d ó d i k  (3.2)  f e l haszná lásáva l  ( fe l té te ­
lezve ,  h o g y  a  m ű k ц d é s i  i d ő k  e x p o n e n c i á l i s  e losz lásúak) ,  h o g y 

[A  lm—J 

( 3 . 5 )  P m , „ ( M ) =  E 
—É~ PS) 

FTX  4 )  (M  —  J)\ 

E n n e k  a l a p j á n  k i s z á m í t h a t j u k  Bt  és  Bt+s  e g y ü t t e s  e losz lásának  g e n e r á t o r ­
f ü g g v é n y é t  :  l egyen  V(Bt  =  n,  Bt+s  —  m)  =  Pnm  ( t ,  s) 

OO  oo 

és  Е Е  pnm(t,s)  x"  ym  =  G(x,y,t,s),  akkor 
n = 0  M = 0 
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(3.6)  G(x,y,t,s)  =  exp[  —  ( 1 ­  e­M*)  (y  ­  1)  + 
L p, 

+  —  (1 — e­V)  ( x ­  1)  +  —  (1 —  e­fít)e~tux(y~l).  I 
IX  u,  J 

A  G(x,  y,  t,  s)  generá to r függvény  segítségével  k i s z á m í t h a t j u k  Et  és  Çt+s  k o r r e ­

lációs  e g y ü t t h a t ó j á t  ;  m i v e l 

ГЛ\* 
+  ( 1 —  e~M<)  ( 1 —  e ­ M C + ' l ) 

t o v á b b á 

( 3 . 8 )  M ( i t )  =  <г»(&)  =  —  ( 1 ­ e ­ M ' ) 
p, 

t e h á t 

{ 3 ­ 9 )  =  ­  O r ( f ( ) < r ( f l +  . )  ­ = e  1 ­ e ­ ^ ) 

és  í g y  rцgz í te t t  s  me l le t t 

<3­  Ю)  l i m  g(£t,  it+s)  —  e — . 
г—>oo 

Erre  az  e redményre  is  h i v a t k o z t u n k  az  1.  §­ban. 

Számí tsuk  mos t  k i  a  t  i d ő p o n t t ó l  t  ­f­  s­ ig  t e r j edő  i dő  a l a t t i  цsszfogyasztás 
v á r h a t ó  é r téké t  és  szórását.* 

H a  ezt  a  fogyasz tás t  N s(7)­vel  j e l ц l j ü k ,  ú g y 

t+s 

( 3 . 1 1 )  Xa(t)  =  a $ S , d t 

T 

és  így 
t+s  _  _ 

(3.  12)  ЩХЛЩ  =  a  J  M(í,)  dt  =  «  ^  [«  +  e  ^  ] 

t e h á t 

( 3 . 1 3 )  l i m  M ( X , (ty)  = 
í—>oo  p, 

*  E b b e n  a  §­ban  a t vál tozót  folytonos  vál tozónak  tek in t jük . 
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t o v á b b á 

(3.14)  <т2
(Х,ф)  =  M(X

2
(t))  ­  М

2
(Х3Ф) 

és  m i v e l 

í + s  t+s 

(3.15)  M(X2(t))  =  a2
 J J  M(ęuęv)dudv, 

a
2
A

2
s

2
  2a

2
A  (  (1 —  e~P

s
) 

s  

t e h á t 

(3.16)  l i m  М(Х
2
Ш  =  ^  + 

'­>  OO  /X  /X  V  (X  ) 

és  í gy 

2 a 2 A  г  ( 1 —  e—  1 
( 3 . 1 7 )  l i m  <r 2 (X s«))  =  ^ J L  !  L  . 

'—>oo  JO­  L  Û.  J 

Ezen  e r e d m é n y e k  a l a p j á n  a  CsebiseV­egyenlőt lenség  a l k a l m a z á s á v a 

becslést  n y e r h e t ü n k  a n n a k  va lószínűségére,  h o g y  az  цsszfogyasztás  s  i dő  a l a t t 
m e g h a l a d  egy  b i zonyos  A  é r téke t .  A  Csebisev­egyenlőt lenség  szer in t  u g y a n i s 
(3.13)­ból  és  (3 .17) ­bő l  k ц v e t k e z i k ,  h o g y 

( 3 . 1 8 )  l i m 
'—>oo  Л  f x  JX  с 

E z t  az  e r e d m é n y t  a k k o r  a l k a l m a z h a t j u k ,  ha  igen  n a g y  t a r t á l y u n k  v a n ,  és  az t 
k í v á n j u k  t u d n i ,  h o g y  a m e n n y i b e n  a  kompresszor  n e m  m ű k ц d i k ,  m i  a  v a l ó ­
színűsége,  h o g y  a  t a r t á l y b a n  lévő  készlet  s  i de ig  elegendő  a  fogyasztás  fedezé­
sére  ;  a m e n n y i b e n  a  t a r t á l y  befogadóképessége  g y a k o r l a t i l a g  k o r l á t l a n n a k 
vehe tő ,  ú g y  ugyanez  az  e r e d m é n y  m ű k ц d ő  kompresszor  esetében  is  m e g a d j a 
a n n a k  va lósz ínűségét ,  hogy  a  kompresszor  fedezn i  t u d j a  a  fogyasz tás t  : 

B)  Megjegyzések  a  légtartály  nyomásának  középértékével  kapcsolatban 

A m i n t  az t  a  2.  §­ban  m e g j e g y e z t ü k ,  r *  v á r h a t ó  é r tékének  k i számí tásához 
i s m e r n ü n k  ke l lene  a 

( 3 : 1 9 )  z* —  e p O ­ i )  =  0  (0  < P  < k , k  egész) 

egyen le tnek  az  egységkцr  belsejében  f e k v ő  zx,  z2,  . . .  zk~i  g y ц k e i t .  Ezen  g y ц k ц k 
segítségével  u g y a n i s  r j *  v á r h a t ó  é r téke  a  k ц v e t k e z ő k é p p e n  fe jezhető  k i  : 

TZ1  1  P — l  К 
( 3 . 2 0 )  M(  r*)  =  Z  — —  + 

l ­ z j  2  2  (k­P) 

H a s o n l ó k é p p e n  a Zj g y ц k ц k  i smere te  szükséges  r *  szórásának  k i számí tásához  is. 
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M e g  f o g j u k  m u t a t n i ,  h o g y  a  z j  g y ö k ö k  e x p l i c i t  a l a k b a n  k i f e j e z h e t ő k , 

a  W  =  ze~2  f ü g g v é n y ,  i n v e r z  f ü g g v é n y é n e k  sor fe j tése  segí tségével .  K ö n n y e n 

b e l á t h a t ó  u g y a n i s ,  h o g y  a  W  =  ze~z  f ü g g v é n y  z  —  Z(  IV)  i n v e r z  f ü g g v é n y e  a 
k ц v e t k e z ő  sor fe j tésse l  á l l í t h a t ó  e lő  : 

oo 
Ц1п71п — 

( 3 .  22)  z  =  Z(w)  —  2J  г — >  a m e l y  h a t v á n y s o r  a  \w\  S 
n = i  n ' 

k ц z b e n  k o n v e r g e n s . 
M i v e l  к  f e l t e v é s ü n k  sze r in t  egész  szám,  t e h á t  a  zx,  z2,  . . .  z k _ i  g y ц k ц k 

—  v a l a m i l y e n  s o r r e n d b e n  —  a 

( 3 . 2 3 )  z  =  e  k  ek  ( j . =  1 , 2 , . .  .le  ­  1) 

e g y e n l e t e k  g y ц k e i  :  s z á m o z z u k  ezen  g y ц k ц k e t  é p p e n  ú g y ,  h o g y  Zj  a  (3.23) 
e g y e n l e t n e k  az  e g y s é g k ц r  be lse jében  f e k v ő  —  a  Rouché­tétéi  é r t e l m é b e n 
e g y e t l e n  —  g y ц k e  l e g y e n .  E z  ese tben  t e h á t  a l k a l m a z v a  a  (3.22)  s o r f e j t é s t  a 

(Pz\  ­í—')  P  — ­  í  —1  Pzj 
—  e  t  k  J  =  —  e  k  a>J  [ ы  =  e  k  J e g y e n l e t n e k  e lege t  t e v ő  z * =  ­ —  számra , 

\  JC  )  JC  LC 
n y e r j ü k ,  h o g y 

oo  [4  e  k  WjYn»­1 

( 3 . 2 4 )  Z  У  ()  —  1 , 2 , . . . / *  1 ) 

n = 1  I  • 

I l y e n  m ó d o n  a  Zj  g y ц k ц k e t  s o r f e j t é s  a l a k j á b a n  k a p t u k  meg :  ezek  a  so rok 
k o n v e r g á l n a k ,  m i v e l 

_  p 

e  k  wj 
P  1 

=  —  e  X  <  ­
К  E 

t e k i n t v e ,  h o g y  xe  x  m a x i m u m á t  az  x  =  1  h e l y e n  vesz i  fe l ,  és  o t t  xe  x  =  e  1  ; 
P 

de  ezek  a  s o r o k  csak  a k k o r  k o n v e r g á l n a k  g y o r s a n ,  h a  —  k i c s i n y  ;  m í g  a 

P  k 

m i n k e t  é r d e k l ő  ese tben  — é p p e n  h o g y  k ц z e l  v a n  l ­ h e z .  Й p p e n  e z é r t  vá lasz­
JC 

t o t t u n k  az  e lőző  § ­ban  m á s  u t a t . 

C)  Megjegyzések  a  tбrgyalбsmód  vбlasztбsбval  kapcsolatban 

A z t  a  t é n y t ,  h o g y  a  k o m p r e s s z o r  a k k o r  k a p c s o l  k i ,  ha  a  n y o m á s  a  lég­
t a r t á l y b a n  k b .  1 0 % ­ k a l  m e g h a l a d j a  a  n o r m á l  n y o m á s t ,  és  a k k o r  k a p c s o l  be , 
h a  a  n y o m á s  k b .  1 0 % ­ k a l  a  n o r m á l  n y o m á s  a lá  s ü l l y e d ,  a  p r o b l é m a  m a t e m a t i ­
k a i  t á r g y a l á s á b a n  o l y  m ó d o n  v e t t ü k  f i g y e l e m b e ,  h o g y  b i z o n y o s  kés le l t e tés t 
v e z e t t ü n k  be  a z á l t a l ,  h o g y  a  k o m p r e s s z o r  be­  és  k i k a p c s o l á s a i  csak  t  egész­
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s z á m ú  ér tékeinél  köve t kezhe tnek  be  :  vagy is  f e l t e t t ü k ,  hogy  a  kompresszor  t 
i d ő p o n t b a n  k i kapcso l ,  ha  a  nyomás  í  —  1  és  í  i d ő p o n t o k  k ö z ö t t  t ú l h a l a d t  a 

n o r m á l  nyomáson  :  ez  ugyanis  v a l ó j á b a n  azt  j e l en t i ,  hogy  a  k ikapcso lódás­
v a l a m i v e l  a  n o r m á l  n y o m á s  fe le t t  (és  ennek  megfele lően  a  bekapcsolás  v a l a m i ­
ve l a  n o r m á l  n y o m á s  a l a t t )  k ц v e t k e z i k  be. H o g y  a  10%­os  t ú l ha ladást  ne  l é p j ü k 
t ú l ,  az t  az  időegység  megfelelő  vá lasz tásáva l  é r t ü k  el.  E z t  a  t á rgya lásmódo t 
azér t  v á l a s z t o t t u k ,  m e r t  ha  a  m a t e m a t i k a i  t á rgya lásban  k ц z v e t l e n ü l  vesszük 
f i gye lembe ,  hogy  a  be­  és  k ikapcso lódás  sz in t j e i  n e m  azonosak  (és  nem  kцz ­
ve tve ,  ahogy  t e t t ü k ) ,  a k k o r  nemcsak  hogy  a t a r t á l y  nyomásingadozásai ,  vagy is 
az  r]t  vá l t ozók ,  n e m  a l k o t n a k  kцzцnséges  M a r k o v ­ l á n c o t ,  hanem  még  a  t a r t á l y 
és  a  fogyasztás  e g y ü t t e s  á l lapota ,  azaz  (£<,  тр)  sem,  el lenben  még  hozzá  ke l l 
v e n n i  a  kompresszor  á l lapo tá t  is,  vagy i s  egy  a>t  v á l t o z ó t ,  ame l ynek  értéke  1 
ha  a  kompresszor  m ű k ц d i k ,  és  0  ha  n e m .  Ugyan i s  ha  H2  je lц l i  тр  azon  é r téké t , 
a m e l y n é l  a  k ikapcso lódás  és  Hx  a z t ,  ame lyné l  a  bekapcsolódás  t ц r t é n i k ,  ú g y 
ha  T]t  é r téke  Hx  és  H2  k ц z ц t t  van ,  lehetséges  az  is ,  h o g y  a  kompresszor  m ű k ц d i k 
és  az  is,  hogy  n e m  m ű k ц d i k ,  v iszont  ez  befolyással  bí r  r j t + i  ér tékére.  Ebben  az 
esetben  is  lehetséges  a  tárgya lás  az  e l m o n d o t t a k h o z  hasonló  m ó d o n ,  azonban 
ezzel  i t t  n e m  f o g l a l k o z u n k  bővebben,  csak  meg jegyezzük ,  hogy  i l y e n  felfogás­
b a n  is  megv izsgá l tuk  a  p rob lémát ,  és  az t  t a l á l t u k ,  h o g y  a  g y a k o r l a t  szempont­
j á b ó l  a  ké t  t á r g y a l á s m ó d  á l ta l  k a p o t t  fc­értékek  k ц z ц t t  az  eltérés  n e m  lényeges. 

I))  Megjegyzések  a  gyökközelítésnél  alkalmazott  iterбciós  eljбrбssal  kapcsolatban 

A z  e lőzőkben  az 

( 3 . 2 5 )  е з ( 1 +  2 £ ) H _ H ° ~ ο = i 

egyenle te t  úgy  o l d o t t u k  megkцzel í tő leg,  hogy  e  =  <p(e) a lakra  h o z t u k ,  mégpedig 
a  kцve tkezőképpen  : 

( 3 . 2 6 )  s  =  ­
С  \  H­  H0­

  P 

í — ) [ P e 3 J 
1 ­ е  _  1 

és  erre  az  egyenle t re  a l k a l m a z t u k  az  i terációs  e l já rás t .  A  (3.25)  egyenletet 
azonban  tцbb fé leképpen  lehet  e  =  <p(e)  a lak ra  hozn i ,  pé ldáu l  a  kцvetkező­
képpen  is  : 

3 

[ 
Б  = 

С  ——  н  + н„ 
p i  l + 2 f i ) i ­ « 

Azé r t  v á l a s z t o t t u k  éppen  a  (3.26)  a l a k o t ,  h o g y  az  i terác ió  konvergenc iá ja 
gyors  legyen.  U g y a n i s  á l ta lában,  ha  az  F  (x,  x,  . . .  x)  —  с  egyenletet  k í v á n j u k 
x  =  cp(x)  a lak ra  h o z n i  és  i t e rác ióva l  mego ldan i  (vagy is  egy  o l y a n  egyenletet , 
ame l yben  az  i smere t len  x  több  helyütt  (k­szor)  f o r d u l  elő),  úgy  a  kцve tkezőképpen 
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célszerű  e l j á r n i  :  megv izsgá l juk  az  F(xx,  ОС2,  • • •  X.)  ^ ­vá l tozós  f ü g g v é n y 
parc iá l is  d e r i v á l t j a i t  9iZ  —  —  . . .  —  —  Xs  he lyen  ( i l le tve  m i v e l  az  x 

Д F 
ér téke t  nem  i s m e r j ü k ,  annak  kцrnyeze tében)  és  megv izsgá l juk ,  hogy  a  ­ — 

d x k 

de r i vá l t ak  k ц z ü l  m e l y i k  abszo lú t  ér tékre  a  legnagyobb,  vagy i s  hogyP(x 1 , x 2 , . . . x * ) 
me l y i k  v á l t o z ó j á n a k  megvá l toz ta tásá ra  a  »legérzékenyebb«  :  t e g y ü k  f e l , 
hogy  ez  a  v á l t o z ó  éppen  xx,  ú g y  k i f e j e z z ü k  ­et  az  F(xx,  x2,  x 3 , . . .  xk)  =  С 
egyenle tbő l  a  t ц b b i  vá l tozó  segítségével  xx  =  G(x2,  x3,  .  .  .  x*)  a lakban  és  v i zs ­
g á l j u k  az  x  =  cp(x)  =  G(x,  x,  .  .  .  x)  egyen le te t ;  m ive l 

( 3 .27 )  (p'(x) 

z 
Э  F   

д х х 

9 F \ 

9  xi 

XJ 

t ehá t  ha  a  (3.27)  j obbo lda lán  ál ló  f ü g g v é n y  az  xx  —  x 2  =  •..  xk  =  x  h e l y 
kцrnyezetében  abszolút  é r t ékben  1­nél  k i sebb ,  úgy  az  i te rác iós  el járás  k o n ­
vergá ln i  fog.  Persze  e lő fo rdu lha t ,  hogy  a  (3.27)  j obbo lda lán  á l ló  szám  a b s z o l ú t 
ér téke  n a g y o b b  1­nél. E b b e n  az  esetben  és  á l t a l ában  bármely  egyenlet  esetében 
a  kцvetkező  e l járás  vezet  célhoz  :  v a l a m i l y e n  módon  x  —  <p{x)  a lakra  h o z z u k 
az  egyenlete t ,  m e g á l l a p í t j u k ,  hogyqj(x)  m i l y e n  ha tá rok  kцzé  esik  :  t e g y ü k  fe l 
pé ldáu l ,  h o g y  <p(x)  a  és  b  kцzé  esik,  a h o l  1  a  6,  m i v e l  az  x  =  q>(x)  és 
x  —  tj)a{x)  =  (1  —  a)x  ­ f  аф(х)  egyenle tek  gyöke i  azonosak,  úgy  v á l a s z t j u k 
meg  az  a  kons táns  ér tékét ,  h o g y  m á r  b izonyosan  1­né l  k isebb  l egyen , 

•  ezt  e lé r jük  p l .  a  =  —  vá lasz tásáva l ,  ugyanis  a k k o r 
1 

1  b 

b—  1  b 
­  <  Y'JX) 

, .  ,  ,  1  A  B —  A 
=  ]  ­  a  ­ f  AM'(X)  <  1  d  =  <  1 

6 — 1  6 ­ 1  6 — 1 

ezek  u t á n  az  x  ==  rpa(x)  egyenle t re  már  a l k a l m a z h a t j u k  az  i terációs  e l j á r á s t . 

H  И  p 

A  v i zsgá l t  esetben  F(x1,x2,x3)  =  x 2 (  1 +  2xx)  "  x
3  és  m i v e l  az 

X j  =  x2  =  x3  =  x  helyen 

P 
H ­ H n 

Э F  0  1 ­ х  ЭР  ЗС  ,  ЭР  Р  log  ( 1  +  2x).C 
С ,  —  =  —  es 

9Xj  V  1  ­ f  2x  dx2  x  dx3  ( 1 ­ х 2 ) 

JJ  TJ 
t ehá t  —  f i gye lembe  véve,  h o g y  2  á l t a l ában  igen  n a g y  szám,  —  tehá t 

az  F(xv  x 2 ,  x 3 )  függvény  xx  vá l t oz ta tásá ra  a  »legérzékenyebb«,  ezért  a l k a l m a z ­
t u k  az  i t e rác ió t  a  (3.26)  egyenlet re. 
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РАЦИОНАЛЬНЫЙ  РАСЧЕТ  КОМПРЕССОРОВ  И  ВОЗДУШНЫХ  РЕЗЕРВУАРОВ 
ДЛЯ  СНАБЖЕНИЯ  ЗАВОДОВ  С  ЖАТЫМ  ВОЗДУХОМ 

А.  РЕНЬИ 

Р е з ю м е 

Работа  содержит  решение  следующей  проблемы  :  В  некотором  заводе  работают 
несколько  машин,  действующих  со сжатым  воздухом.  Машины  будут  включены  и  выклю­
чены  случайно.  Сжатый  воздух  прибавляется  компрессором,  насыпающим  резервуар, 
потребители  получают  сжатый  воздух  из  резервуара.  Если  давление  воздуха  в  резервуаре 
превысит  некоторую  границу  v2,  компрессор  выключается  автоматически  и  включается 
только  тогда,  если  давление  понижается  под  некоторую  границу  v1.  Наша  задача  : 
определить  мощность компрессора так,  чтобы давление  в  резервуаре  практически  никогда 
непонижалось  под некоторую  нижную  границу  У„,  достаточную  для  обеспечения  беспере­
бойной  работы  машин.  Проблема  решается  с  методами  теории  цепей  Маркова.  Резуль­
таты  изображены  графически  так,  что  при  данном  потреблении  и  размере  резервуара 
измерение  компрессора  отсчитывается  без  исчисления  из  графика. 

DIMENSIONNEMENT  RATIONNEL  DES  COMPRESSEURS  E T  DES  RÉSERVOIRS 
D'AIR  POUR  F O U R N I R  AUX  USINES  L 'AIR  COMPRIMÉ 

A.  RÉNYI 
•  • 

R é s u m é 

L'article  contient  la  solution  du  problčme  suivant  :  Dans  une  usine  plusieurs 
machines  actionnées  par  air  comprimé  fonctionnent,  la  mise  en  service  et  hors  service  des 
diverses  machines  s 'effectuant  d 'une  maničre  aléatoire.  L'air  comprimé  est  fourni  par  un 
compresseur,  qui  remplit  un  réservoir.  Les  consommateurs  reçoivent  l'air  comprimé  de  ce 
réservoir.  Si  la pression  de  l'air  dans  le  réservoir  dépasse  une  certaine  borne  г>2, le  compres­
seur  est  mis  hors  fonctionnement  automatiquement  et  n'est  remis  en  fonctionnement 
qu'aprčs  que  la  pression  sera  tombée  au­dessus  d'une  autre  borne  vv  La  tâche  ŕ  résoudre 
est  de  déterminer  quelle  grandeur  la  capacité  de  la  production  du  compresseur  doit  avoir 
pour  assurer  que  la  pression  dans  le  réservoir  ne  tombe  pratiquement  jamais  au­dessous 
d 'une  certaine  borne  inférieure  v0  qui  suff i t  encore  pour  assurer  le  fonctionnement  sans 
dérangements  des  machines.  Le  problčme  est  résolu  moyennant  des  méthodes  probabilis­
tiques,  notamment  moyennant  les  chaînes  de  Markov.  —  Les  résultats  sont  réprésentés 
en  forme  graphique  d 'une  telle  maničre  qu'avec  une  consommation  donnée  et  une  gran­
deur  du  réservoir  donnée  on  pourra  sans  autres  calculs  lire  des  représentations  graphiques 
comment  le  compresseur  devra  ętre  dimensionné. 
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