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EINE NEUE METHODE IN DER THEORIE
DER GEORDNETEN STICHPROBEN

Von ALFRED RENYI in Budapest

In der mathematischen Statistik erwirbt die Theorie der geordneten Stichproben,
die sog. Ordnungsstatistik oder, anders ausgedriickt: die Theorie der Variations-
reihen, eine stiindig wachsende Bedeutung. Die Bedeutung der Methoden der Ord-
nungsstatistik wird durch den Umstand gegeben, daB ihre Resultate auf statistische
Gesamtheiten mit beliebiger (kontinuierlicher) Verteilung angewendet werden
konnen; die Methoden der Ordnungsstatistik sind daher sog. nichtparametrische
Methoden, deren Anwendungsbereich ein viel weiterer ist als der der parametrischen
Methoden, die nur im Falle von Verteilungen eines gewissen angegebenen Typs
verwendet werden konnen.

Seit dem Beginn des gegenwirtigen Jahrhunderts haben sich mehrere Autoren,
insbesondere PEARsON [1], v. BorTkIEWICZ [2], DopD [3], T1PPET [4], FRECHET [5],
mit solchen Fragen beschiftigt, die als zu dem Bereich der Ordnungsstatistik gehorig
betrachtet werden konnen. Zu einer wirklich umfassenden Theorie wurde die Ord-
nungsstatistik von sowjetischen Mathematikern, soin erster Linie von KoLM0oGOROV 6],
GLIVENKO [7], SMIRNOV [8], GNEDENKO [9] und ihren Schiilern entwickelt.

Besonders in den letzten drei Jahren beschéftigten sich zahlreiche Artikel mit
diesem Problemkreis; unter diesen wollen wir die Arbeiten von GNEDENKO und
KoRroLIUK [10], GNEDENKO und RvACEvA [11], GNEDENKO und MICHALEVIC [12],
MicHALEVIC [13], KviT [14], MANIJA [15], GICEMAN [16] hervorheben. An der Weiter-
entwicklung der Ergebnisse der sowjetischen Mathematiker haben sich auch zahl-
reiche amerikanische Mathematiker beteiligt : unter diesen méchten wir die Arbeiten
von FELLER [17], DooB [18], MassEY [19], DoNskER [20], ANDERSON und DAR-
LING [21] hervorheben.

Die Theorie der geordneten Stichproben hat mannigfaltige wichtige praktische
Anwendungen, z. B. im Zusammenhang mit der statistischen Qualititskontrolle ; aber
darauf kann ich hier nicht eingehen.

Der Zweck meines Vortrages ist, eine neue Methode mitzuteilen, mit deren Hilfe
die heute bereits klassischen Resultate der Theorie der Ordnungsstatistik mit iiber-
raschender Einfachheit gewonnen werden kénnen und die auch den Beweis neuer
Siitze ermoglicht. Das Wesen der Methode besteht darin, daB sie die Probleme der
Ordnungsstatistik auf die Untersuchung gewisser Markoffscher Vorginge bzw.
Markoffscher Ketten zuriickfiihrt.

Im folgenden beniitze ich die wohlbekannte Kolmogoroffsche Theorie der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, welche heute ganz allgemein angenommen ist, d.h., ich nehme
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an, es sei gegeben: 1. eine Grundmenge M von abstrakten Elementen a, b, I
Elementarereignisse genannt; 2. ein Borelscher Mengenkorper K von Untermengen
A, B,C,... von M, schlechthin Ereignisse genannt, unter denen M vorkommt;
3. eine total additive und nichtnegative Mengenfunktion P(A), definiert auf K,
die Wahrscheinlichkeit von A, mit P(M)=1. Mit anderen Worten: es ist ein
Wahrscheinlichkeitsfeld (M, K, P) gegeben. Zufillige GréBen oder Zufallsverinder-
liche nennt man die Funktionen & = £(a) (a wird nicht angeschrieben), die auf M
definiert und beziiglich K meBbar sind. Jede solche zufillige Verinderliche besitzt
eine Verteilungsfunktion F(x) = P(¢ < z); der Mittelwert M(é) von & wird als
(abstraktes) Lebesguesches Integral von & beziiglich P definiert: M(£) = [&(a)d P
ir

und das Streuungsquadrat D?(&) von £ als M[(&— M (£))?]= D2(£). Ferner heiBen
£ und 7 unabhingig, wenn P(§ < z,n< y) = P(£ < z) P(n < y) tir alle z und y
gilt. Mit P (A | B) bezeichnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der
Bedingung B.

Wir gehen von dem folgenden Spezialfall aus: es seien die Ergebnisse von n un-
abhéingigen, auf den Wert einer exponentiell verteilten Zufallsverinderlichen ¢
beziiglichen — oder, mit anderen Worten, aus einer exponentiell verteilten Gesamtheit
genommenen - Beobachtungen gegeben, die durch &,, {,, ..., {, bezeichnet werden
mogen; mit anderen Worten: es seien {,, ¢y, ..., {, unabhiingige und die gleiche
exponentielle Verteilungsfunktion besitzende Zufallsveréinderliche, d.h.

Plk<z)=1—e¢"4= (z=0;k=1,2,...,n).

Wir werden die folgende wohlbekannte Eigenschaft der exponentiellen Verteilung
bendtigen : besitzt { eine exponentielle Verteilung, so ist (wenn z> 0 und y=0)

(1) Pl<y+zllz=y)=PC<m).

Diese Eigenschaft kennzeichnet iibrigens die exponentielle Verteilungen eindeutig,
Es besitze némlich { die Verteilungsfunktion # (z), d.h. F (z)= P(¢ < z), soist nach
der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

F —F
P(C<y+xlCEy)=W

und daher (1) mit der folgenden Relation &quivalent:

(2) D(z+y)=D()D(y),

worin @ (z) = 1— F (x) ist. Andererseits gilt jedoch (2) unter allen die Bedingung
0 < ®(z) <1 erfiillenden Funktionen, abgesehen von den trivialen Fillen @ (z) = 0
und @ (z) = 1, nur fiir die Funktionen @ () = =% (1 > 0).

Besonders einleuchtend wird die Bedeutung von (1), wenn man die Zufalls-
veriinderliche { als die zufiillige Dauer eines Ereignisses interpretiert. Bei dieser
Interpretation 148t sich die Behauptung (1) so formulieren, daB im Falle eines eine
exponentiell verteilte Dauer besitzenden Ereignisses, das in einem Zeitpunkt y =0
noch andauert, die Frage, wie lange dasselbe noch dauern wird, von Y, d.h. von dem
Umstande, wie lange dasselbe bereits andauert, unabhingig ist. Als Beispiel soll er-
wihnt werden, daB fiir die Zeitdauer zwischen zwei nacheinander folgenden Ereig-
nissen in einem Poissonschen ProzeB (z.B. in einem radioaktiven ZerfallsprozeB) die
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Bedingung erfiillt ist. Auf diese Weise ergibt es sich, daB3, wenn wir die Zahlen

¢ys Cs ..., £y ihrer GroBe nach ordnen und die Bezeichnungen
(3) C*i'=0k(claCZaan) (k=1,2,,n)
einfithren, wo die Funktion Oy (,, %,, ..., &,) von n Verinderlichen die der Grole

nach k-te unter den Zahlen z,, @,, ..., , bedeutet (k =1, 2, ..., n), die Verteilung
der Elemente und die Verteilung der Gesamtheit der Elemente der geordneten Stich-
probe {3 <5< = & sehr einfach bestimmt werden kann.

7Zu diesem Zwecke wollen wir die Verianderlichen {; als die Dauer von n vonein-
ander unabhiingigen und die gleiche exponentielle Verteilung besitzenden zu-
falligen Ereignissen definieren ; (% bedeutet die Dauer jenes Ereignisses, das als k-tes
endet. Es sei t > 0 ein beliebiger Zeitpunkt, und es bedeute ¢ die Anzahl der Ereig-
nisse, die noch im Zeitpunkt ¢ im Gange sind. Dann ist {;} ein Markoffscher Prozef3,denn

) P(Drye=i| =ty g =0 = () (1 — =3 e

hingt nicht davon ab, was fiir einen Wert 9,_; besitzt, d.h., die Vergangenheit des
Prozesses ist von EinfluB auf die Zukunft nur durch den gegenwirtigen Zustand.
Anders ausgedriickt: die Veranderlichen L¥ ¥ ..., T selbst bilden eine Markoffsche
Kette; um das zu zeigen, werden wir vor allem die Verteilungen der Differenzen
Lt +1— Ck berechnen. Ist =y, so bedeutet in :

(5) PGna—Cti>z|li=y)=PEn>2+y[li=9),

die auf der rechten Seite stehende Wahrscheinlichkeit, daB unter den im Zeitpunkte y
noch andauernden (n — k) Ereignissen kein einziges bis zu dem Zeitpunkt z + y
endigt. Andererseits ist die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses gemil (1):

P (C > x)n—k — e—(n—k)lx’

und somit ist die bedingte Verteilungsfunktion von {j ., — (% unter der Bedingung
Li=y:

(6) Pl —li<z|li=y)=1—e 0—hiz
Da die Verteilung (6) von y nicht abhéingt, ergibt sie gleichzeitig auch die unbedingte
Verteilungsfunktion von (i1 — (%, d.h.

(7) P(lf—Ci<o)=1—en-R4z

Die Differenzen f.; — (} selbst besitzen somit ebenfalls eine exponentielle Ver-
teilung mit einem Erwartungswert (nleT}l und die Verénderlichen

(8) 6k+1=(n—k)(c;::<+1—c70) (k:051a2a'an'_l,c3_="0)

insbesondere mit dem gleichen Erwartungswert % .
Aus dem Gesagten folgt auch, daB die Veranderlichen

O 1= (n—k) (CE+1— 53]
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unabhéingig sind. Somit kénnen die Verinderlichen ¢ % in der Form

(9) CZ=%+£‘1+"'+ﬁ+—1
als aus unabhéngigen und die gleiche Verteilung besitzenden Verénderlichen gebildete
lineare Ausdriicke dargestellt werden. (9) 1Bt sich auch so ausdriicken, da8 die Ver-
dnderlichen 3, {3, ..., X eine Markoffsche Kette, und zwar eine sog. additive Kette
oder — anders ausgedriickt — eine Markoffsche Kette mit unabhéngigen Zuwichsen
bilden. Mit Hilfe von (9) liBt sich die Verteilung von {} bzw. die gemeinsame Ver-
teilung einer beliebigen Anzahl von Verinderlichen unter den % auch explizit be-
stimmen, ferner kénnen die auf die Verteilung der Veréinderlichen beziiglichen Grenz-
wertsitze mit Hilfe von (9) auf den zentralen Grenzverteilungssatz der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zuriickgefiihrt werden.

Betrachten wir nun die Frage, auf welche Weise das Gesagte auf die Untersuchung
von geordneten Stichproben aus Gesamtheiten mit beliebiger Verteilung angewendet
werden kann. Es sei £ eine beliebige, kontinuierliche Verteilung besitzende Zufalls-
verdnderliche, deren Verteilungsfunktion wir mit F (z) bezeichnen wollen. Es sei
(61,84, ..., &) eine aus unabhéngigen Beobachtungen bestehende (auf den Wert der
Veriinderlichen & beziigliche), n Elemente enthaltende Stichprobe, d.h., es seien
&y, a5 ..., &, voneinander in ihrer Gesamtheit unabhéngige und die gleiche (kon-
tinuierliche) Verteilungsfunktion ¥ (%) besitzende Zufallsverinderliche. Wir ordnen
nun die Stichprobenelemente &, ihrer GroBe nach, d.h., wir bilden die neuen Ver-
dnderlichen Oy (&,, &,,..., &)= &F k=1, 2, ceos M),

Die Aufgabe der Ordnungsstatistik besteht in der Untersuchung der Veriinder-
lichen £%; dies 1aBt sich jedoch auf den Spezialfall zuriickfithren, in dem die Ver-
&nderlichen £ eine exponentielle Verteilung besitzen, und somit — geméB Formel (9)-
auf die Untersuchung von Summen unabhiingiger Zufallsveréinderlichen, und zwar -
folgendermaflen: es sei

(k=1,2,...,n)

i ;
(10) v Ck’—“logm—) (k=1,2,...,n)
und
i
* o =
(11) Ck_logF(5:+1—k) (k=1,2,...,n).

Da log F(l_x) eine monoton abnehmende Funktion ist, so ist

(12) G =081 8a--, ).

Untersuchen wir nun die Verteilung der Verinderlichen ¢ - Da im Falle > 0, wenn
man die inverse Funktion von z = F (y) mit Yy = F~1(z) bezeichnet,

(13) Pr<2)=P(F (Ens1—p) > e %) = P(fp1_p >F- (e=?)

und somit

(14) Plp<a)=1—F(F~1(e=%) =1 — e

ist, sind die Veréinderlichen (k=1,2,....n) unabhiingige und die gleiche exponen-

tielle Verteilung besitzende Zufallsverinderliche, und zwar mit einem Er-
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wartungswert —;— = 1. Auf diese Weise konnen die Zufallsverinderlichen & selbst in
der Form

5, 8 on +1—k
(1) g =F- [e—(7+”‘1+“‘+ n" )]

dargestellt werden, wobei d,, 0, ..., 6, unabhiingige und die gleiche exponentielle
Verteilungsfunktion 1 —e™* besitzende Zufallsverinderliche sind. Aus unserem
Resultat folgt auch, daB die Quotienten

- F (o)

F (&%)

voneinander unabhingig sind und daB auf diese Weise die Veréinderlichen 0} = F (&%)
und somit die Verinderlichen & selbst eine (endliche) Markoffsche Kette bilden.
Die Verinderlichen 7, = F (&) besitzen offenbar eine gleichférmige Verteilung im
Intervall (0, 1), und somit sind die Verdnderlichen 5} nichts anderes als die ihrer GréBe
“nach geordneten Elemente einer aus n Elementen bestehenden, aus einer in dem
Intervall (0,1) gleichférmige Verteilung besitzenden Gesamtheit genommenen
Stichprobe.

Um zu illustrieren, auf welche Weise man auf Grund des Gesagten die bekannten
Ergebnisse der Ordnungsstatistik auf sehr einfache Weise erhalten kann, beweisen
wir den folgenden

Satz. Wenn F' (z) = f(%) existiert, 0 < p < 1, F(q,) = p und f(g,) >0 und ferner
f(x) in einer Umgebung des Punktes g, kontinuierlich ist, ferner wenn n — co und
|k (n) — np| < konst. ist, so besitzt ¢y, d.h. das p-Quantil der Stichprobe im Grenz-
wert, eine normale Verteilung mit einem Erwartungswert q, und mit einer Streuung

1 p(l1— p), mit anderen Worten
f (gp) &
o — 5
(17) lim P(—E® Ty =”1:fe s
e |1 VP_(I_-_I’_) e
fap | n -
Es ist ndmlich

3 5n+1_k(n))_1 1 S R |
(18) . M<7+"'+—T(n‘)—‘* '—?_l‘n-——fl_}_ --+Hn—)~logm~10g7,

ferner (da auch die Streuung der einen Erwartungswert 1 besitzenden exponentiellen
Verteilung 1 betrigt):

8 Oy 41— 1 1 —
(19) Dz(Tl+"'+JL—-‘I;2TM>=W+'”+ Lo b Ll

. . 5 . 61 671, +1-k(n) . . .
und schlieBlich, da fiir die Summe e 4o ~ W0 die Bedingungen des Satzes

von LyAPUNoOFF erfiillt sind, so besitzt

. P e, P&
np (5% (my) np (6% (ny)
NP jop_VEM) 1/ _BF

l/l—pog P 1/1~P0' F ()
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im Grenzwert eine normale Verteilung mit einem Erwartungswert 0 und einer
Streuung 1. Andererseits ist aber

F (Elt(n)) —(Elt(n) - qp) *
T(%T:l-i-—‘p——f@p‘i‘ﬂ(fk(n)—qzz)) 0<d<l,
und so besitzt im Sinne unserer Voraussetzung auch

& m "I

1 Vp(l =)
1 (1p) n
im Grenzwert eine normale Verteilung mit dem Erwartungswert 0 und der Streuung 1.
(Auf gewisse triviale Einzelheiten der Berechnung gehen wir nicht ein.) Speziell, wenn

p= % ist, so besagt dieser Satz, auf welche Weise man aus dem empirischen Median

der Stichprobe auf den unbekannten Median der Verteilung schlieBen kann. Auf
ahnliche Weise 148t sich auch der bekannte Satz erhalten, laut dessen zwischen &b

und £%, () im Grenzwert eine normale Korrelation besteht, wenn lim le(”) = p; und

N—>00
lim k’T@)= P2 (0 < py < p,<1) ist, ferner, daB &, () und &, im Grenzwert un-
n->o00 :
abhéngig sind, wenn lim k‘T(”) —0 und lim %™ _ ist. AuBerdem kénnen noch
Nn=>00 N~>00

zahlreiche andere bekannte Siitze und deren Verschirfungen erhalten werden. Auf
Grund von (12) werden die sich auf die Grenzverteilung der sogenannten ,,extremen*
Glieder beziehenden Sitze, d.h. die auf die Grenzverteilung von &% und &,
beziiglichen Sitze, wo n — oo und k konstant ist, geradezu evident.

Der wesentliche Vorteil unserer Methode besteht darin, dal sie uns ermoglicht,
alle diese Sitze mit Hilfe der Formel (9) aus den bekannten Sitzen des am weitesten
entwickelten Kapitels der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Theorie der Grenz-
verteilung fiir Summen unabhéngiger Zufallsveriinderlicher, abzuleiten.

Mit dem bisher Gesagten haben wir nur gezeigt, auf welche Weise es moglich ist,
mittels unserer Methode gewisse wohlbekannte klassische Resultate der Ordnungs-
statistik mittels eines einheitlichen Verfahrens auf einfache Art zu beweisen und zu
verschiirfen. Jetzt mochte ich noch einige Worte dariiber sagen, welche neuen Ergeb-
nisse mit der gleichen Methode gewonnen werden kénnen.

A. N. KoLM0GoROV und N. V. SMIRNOV haben zwei grundlegende Sitze bewiesen,
die Kriterien hinsichtlich der Frage bieten, ob eine Stichprobe aus einer Gesamtheit
mit gegebener Verteilung stammen kann, d.h. auf welche Weise man aus der Ver-
teilung der Elemente der Stichprobe auf die unbekannte Verteilung der ganzen Ge-
samtheit folgern kann. Es sei

0 (==&,
(20) Fam)=1% (@i<oséiisk=12.,n-1),
1 (&h<a),

d.h., es moge F,(z) die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe bezeichnen.
Mit anderen Worten: F,, (z) ist die relative Haufigkeit jener Elemente der Stichprobe,
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die kleiner als x sind. F,(z) ist also eine Treppenfunktion, die in den Punkten &,

&, ..., &, die Spriinge —71; hat. Die Sitze SmirNovs und KorMocorovs lauten
folgendermalflen:
_ =2y P
[ 1im P <]/n sup  [Fa(z)—F (@)] < y) _[i—e (fiir y > 0),
n—>0c0 —oco<T< 00 (firy <0),

(21) i — 2 92 .
limP(]/r—z sup IFn(CL')-—-F(x)|<y): k:Z_OO(— 1)k e— 2 ¥ (fiir y > 0),

_— —0<T< © 0 (firy < 0).

Diese Satze geben daher die Grenzverteilungen des Maximums bzw. des Maxi-
mums des absoluten Wertes der Abweichung zwischen der empirischen und der
theoretischen Verteilung an, wobei diese Grenzverteilungen nicht von der Ver-
teilung F (x) abhéingen, von der man zur Giiltigkeit des Satzes nur so viel voraus-
setzen muB, daB dieselbe kontinuierlich ist. Naturgemif ergibt sich das Problem, die
Grenzverteilung des Maximums bzw. des Maximums des absoluten Wertes, der
relativen (d. h. auf den Wert der theoretischen Verteilung bezogenen) Abweichung
zwischen der empirischen und der theoretischen Verteilung zu untersuchen. Diese
Fragestellung ist in mancher Hinsicht noch natiirlicher, da man in der Praxis immer
relative Fehler betrachtet. Es gelang, diese Probleme mit Hilfe der in meinem Vor-
trage skizzierten Methode zu losen, welche zur Losung dieses Problems durchaus
geeignet ist. Im Laufe der Losung des Problems muBte eine natiirliche Beschrinkung
eingefiihrt werden: da F (x) auch beliebig kleine Werte annehmen kann, so ist es nicht

Pul@) = F(2) i1 dom ganzen Intervall — oo <z <4 o0

zweckmifig, das Maximum von ——4 @

zu untersuchen, sondern nur in irgendeinem Intervall z, < & < + o0, wo %, durch
die Bedingung F (x,) = a > 0 definiert ist; der Wert von a kann jedoch eine beliebig
kleine positive Zahl sein. Das ist eine Einschrinkung, die vom praktischen Stand-
punkt aus natiirlich ist, da wir im allgemeinen wirklich nur ein begrenztes Beobach-
tungsintervall haben. Hinsichtlich des in Rede stehenden Intervalles habe ich die
folgenden Resultate bewiesen:

Satz 1.
==
/2 /‘ ¢
v . — [ e~z dt (wenny>0),
o m e w [M92T) ) J=.
n—>oo a<F(z)<1 0 (wenn y <0).
Satz 2.
= B o ol )
4 e e
B P ol W (wenn y>0),
limP(Vn sup M«/): nl;: et
n—> 00 a< F(z) <1 F(II})
0 (wenn y <0).
(23) ~

14 Mathematikertagung
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Ich habe auch die Grenzverteilung des Maximums bzw. des Maximums des ab-
soluten Wertes von M}%F(Q in dem Intervall z, < z < z, untersucht, worin
F(x,)=aund F(z) =h (0<c<b< 1) ist. Der auf das Maximum beziigliche Satz
ist der folgende :

Satz 3. , i) E
. - F,(x)—F (z) 195 - =22 sl 7
24 hmP( n  su ["% < ):_]//—_ fe 2(1—b) e zdtdz.
( )n—>oo Vzagngzb F(a) Y)== -3 J ;

leh mochte nur auf eine sehr iiberraschende Konsequenz des Satzes 3 hinweisen.
Es folgt aus dem Satz von SmirNov, daB

(25) lim P ( sup  (Fo(@) —F (2)) < 0) —0,
n—> 0o —o< T < +00

d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die empirische Verteilungsfunktion in ihrem

ganzen Verlauf unterhalb der theoretischen Verteilungsfunktion verliuft, strebt

gegen 0, wenn n — co. Es folgt aus dem Satz 1, daB

(26) lim P (

n— oo

sup  (Fu(2) —F (@) < 0) =0,

\ZTg< T <+oo /

d. h., dasselbe besteht auch, wenn man nur das Intervall (x, < < 4 o0) untersucht:
durch VergréBerung des Umfanges der Stichprobe wird es immer seltener, dafl F,(x)
im ganzen Verlauf im Intervalle z, < z < - co unterhalb (oberhalb) F (z) liegt. Dem-
gegeniiber ist im Sinne des Satzes 3:
ab
0 V=
/ X 1qf® f=22_ 2
(27)  lim P ( sup (£, (x)—F (2)) < O) ’——;1/ _bfe 2(1-0) fe 2dtdz >0,
0

1
n—> oo xagzgxb

— 00

d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB auf dem Abschnitt, auf dem der Wert von
F (z) zwischen gewissen Zahlen ¢ >0 und b < 1 fallt, die empirische Verteilungs-
funktion unterhalb der theoretischen Verteilungsfunktion verliuft, wie klein die
positive Zahl ¢ auch sei und wie nahe zu 1 sich auch die Zahl » befinden mag, ist im
Grenzwert positiv. Dieses iiberraschende Ergehnis ist offenbar auch vom Gesichts-
punkte der statistischen Praxis aus von Bedeutung. Es bedeutet, daB, wenn zwischen
%, (F(%,) = a) und @ (F (xp) = b) F, () unterhalb (aber sehr nahe) F(x) liuft, noch
nicht gefolgert werden kann, daB die Hypothese beziiglich F (z) falsch ist, denn durch
VergroBerung von n, d.h. des Stichprobenumfangs, wird das Vorkommen solcher
Stichproben nicht seltener; wenn auch selten, kommen solche Fille doch immer
wieder vor. ;
DaB der auf der linken Seite von (27) stehende Grenzwert positiv ist, ist, wie ich
nach Entdeckung dieser Tatsache erfuhr, schon friiher von GICHMAN bewiesen
worden, der das Resultat

(28) lim p( sup (F(2) —F (2)) < 0) — ~ aresin ]/“ (]

n— oo Tp<T< 7Y b(1—a)
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erhielt. GICHMAN teilt ferner mit, daB das Resultat (28) — nach einer personlichen
Mitteilung — auch GNEDENKO schon bekannt war. Die auf der rechten Seite von (27)
und (28) stehenden Ausdriicke sind natiirlich identisch, was durch eine einfache
Rechnung, aber auch ohne Berechnung auf Grund von wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Erwigungen eingesehen werden kann; es ist ndmlich die linke Seite von (27)
gleich dem Integral

z

2 1/ b—a m—zz(b—a)( 1 [=Z
(29) V?—,‘zl/mfe 2a(1—b) ﬁ-‘—;Je 2dy>dx,

0

und dies ist nichts anderes als die doppelte Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein auf
der Ebene eine normale Verteilung besitzender Punkt, dessen Projektionsverteilungen
a(1—b)
b—a
0 < z<o0,0<y< z falle, und diese Wahrscheinlichkeit ist nichts anderes als

auf die Achsen z und y Streuungen und 1 besitzen, in den Winkelraum

a(l—0b)
2arctg |/ —————— s
30 b—a 1 . a(l—0b)
(30) S —”arcsm]/——b(l_a).

Es ist ndmlich, wenn die normale Verteilung eine symmetrische ist (bei der die Streu-
ungen der Projektionen auf der z- und y-Achse gleich sind), die dem eine Offnung ¢

besitzenden Winkelraum entsprechende Wahrscheinlichkeit 2%, und hieraus 148t sich

der allgemeine Fall mittels affiner Transformation erhalten.
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