H. STEINHAUS EGY SEJTESEROL

RENYI ALFRED lev. tag
Eldadta az 1951. mdjus 8-dn tartott felolvaso iilésen

Bevezelés

Egy 1937-ben tartott eldéaddsdban' H. Steinhaus a kovetkezd sejtést
mondotta ki: ha valamely :
h)y  (=12.) (1
véges vagy megszamlalhatéan végtelen szdmt mérhetd egy véges (e, b) inter-
vallumban értelmezett sztochasztikusan fiiggetlen?® fliggvénybd! allo fliggvény-
rendszer fliggetlenség tekinfetében felitetf, vagyis ha nem létezik olyan g(x)
mérhetd fiiggvény, amely nem majdnem mindeniitt dlland6 és amely az (1)
rendszerhez hozza volna csatolhato a rendszer fiiggetlenségének csorbitdsa
nélkiil, ugy az

| (AL f" ()} )
fiiggvényrendszer, ahol m,, m,, ..., fiiggetleniil futjdk be az tsszes nem-negativ
egész szamokat és n=1,2,3,..., az (a, b) intervallumban feljes. Steinhaus
megemlitett néhdany gondolkodédsra készteté példat, amelyekben a fenti allitas

érvényes: pl. ha (1) az '
R..(x) = sg sin (2" 7zx) (n=1,23,...) (@3)

Rademacher-féle fiiggvények rendszere, tgy (2) a jol ismert Walsh-féle rend-
szer, amelyr6l tudjuk, hogy teljes. Egy maésik példa a kovetkezd: egy olyan
fliggvényt, amely fiiggetlenség tekintetében mér oOnmagaban telitett rendszert
alkot, univerzdlis fiiggvénynek fogunk nevezni; vildgos, hogy fi(x)==x uni-
verzalis fiiggvény ; ebben az esetben (2) az 1,x,x% ..., x", .., rendszer, melyrdl
tudjuk, hogy az teljes. -

E megkapé peldak ellenére a sejtés altalaban nem igaz. Vizsgéljuk pl. a

x ha ngg%
h(x)= |
1 ha ?<x§1

fiiggvényt. Minthogy A(x) (O, %—)-ben monoton és ezen az intervallumon Kkiviil

nem veszi fel 1jbol azokat az értékeket, amelyeket a (0, —;) intervallumban
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felvesz, ennélfogva G. Offaviani* tétele értelmében /i(x) univerzélis fliggvény.
Masrészt konnyii belatni, hogy a {4"(x)} rendszer nem teljes, mivel A"(x) x
minden értékére ortogondlis a g(x) fiiggvényre, mely a kovetkezOképpen var
definialva

O ha O0=x=

1A

N N

g(x)= 1 ha %<x

3 ’
—1 ha ‘Z*<X§1.

Mindazonaltal Steinhaus sejtése a fiiggetlen fliggvények telitett rendszereinek
egy igen altalanos osztalyara érvényes.

A jelen értekezés célja az, hogy Steinhaus fentemlitett sejtését igen
dltalanos feltételek mellett bebizonyitsuk. 1950-ben az 1. Magyar Matematikai
Kongresszuson tartott el6addsomban® ugyanezt a sejtést erdsebb korlatozé
feltételek mellett bizonyitottam be; id6kozben sikeriilt a feltételek koziil
némelyeket kikiiszobolni. Az 1.§. egy altal&nos tétel bizonyitdsat tartal-
mazza, amely tétel lehet6vé teszi a (2) rendszer teljességének megdllapitasat
oly feltétel mellett, amelyben a fiiggetlenség fogalma egyditaldin nem szerepel.
Ez a tétel valds fiiggvénytani tétel, mindazonaltal magaban foglalja mindazokat
az ismert eseteket, amelyekben Steinhaus sejtése érvényes. Bevezetjilk a maxi-
mdlis rendszerek fogalmat; az (a, b) intervallumban értelmezett valds, mérhetd:
fiiggvények (1) rendszerét maximdlisnak nevezziik, ha x kiilonbozd értékeire
az {f.(x)} sorozatok kiilonbozdéek (kivéve x értékeinek egy O mértékii halma-
zat). lly modon az (1) rendszert maximalisnak nevezziik, ha létezik egy olyan
0 mértékii Z halmaz, hogy ha x, és x, koziil egyik sem tartozik Z-hez és
fu(x)) =/fu(x) minden n=1,2,3,... értékre, igy x,= x,. A tétel dllitisa az,
hogy ha az (1) rendszer maximalis, tgy a (2) rendszer teljes. A fiiggetlen
fiiggvények (1) rendszereinek valamennyi oly ismert példaja, melyekre nézve
a (2) rendszer teljes, maximalis rendszer.*

Erdekes megjegyezni azt is, hogy fiiggetien fiiggvények valamely maxi-
malis rendszere fiiggetlenség tekintetében mindenkor telitett (3. lemma). Maxi-
malis rendszer érdekes példdja a sinx és cos x fiiggvényekbdl all6 rendszer
a (0, 2s7) intervallumban: ebben az esetben a (2) rendszer — a tobbiektol
linedrisan = fiiggé fiiggvények elhagydsa utdin — a {cos"x,sinx-.cos"x;
n=20,1,2,...} rendszer amely ekvivalens a {cos nx, sin(n+1)x; n=0, 1,2, ...}
rendszerrel, tehat a jol ismert trigonometrikus rendszerrel, melyrdl tudjuk, hogy
az teljes.

-

* Keét fiiggvényrendszert egymassal ekvivalensnek neveziink, ha a két rendszer linearis
kombinacioinak Osszeségei azonosak. Vilagos, hogy ha valamely rendszer teljes, minden vele:
ekvivalens rendszer szintén teljes.
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Tovabba cos x dnmagaban véve maximdlis rendszert alkot (O, :v)-ben és
igy a {cos"x} rendszer, vagy ami ugyanaz, a {cosnx} rendszer a (0, zz)-ben
teljes. (V. 6.9)

A [sinx, cosx} rendszer példaja a kovetkezOképpen dltalanosithatd: ha
u=:f(x) és v=g(x) (@=x=0b) valamely az (u,v)-sikban fekvd gorbe
paraméteres egyenletei, amely gorbe nem metszi dnmagat (vagy amely gorbe
tobbszords pontjainak halmaza x O mértékii halmazanak felel meg), ugy az
(f'(x)g"(x); n,m=0, 1, 2,...} rendszer teljes (feltessziik, hogy f(x) és g(x)
korlatosak és mérhetdk). Az az eset, amelyben az (1) rendszer csak egyetlen
fiiggvénybol all szintén nem teljesen trivialis: ebben az esetben a tétel azt
allitja, hogy ha y = f(x) az (a, b) intervallumot egy az y tengelyen 1évé hal-
mazra egyértelmilen és kolcsonosen képezi le, ugy az {f"(x)} rendszer tel-
jes: ez a jelen dolgozat 2. lemmadja; lemma alakjaban kozoljiik ezt az allitast,
bar az tételiinknek specidlis esete, minthogy az altalanos eset bizonyitasa erre
a specialis esetre van alapitva. Oly fiiggvényt, amely 6nmagéaban ma‘nmahs
rendszert alkot, maximalis fiiggvénynek fogunk nevezni.

A legfontosabb Ilépés, amely a masodik lemmatol tételiinkhoz vezet,
A. N. Kolmogorov egy gondolatanak alkalmazasa; Kolmogorov ezt a gondo-
latot egy a feltételes valtozo értékekre vonatkozo tétel bizonyitdsdra hasznalta
fel egy dolgozatdban’ amelyben egy kordbbi, a valdsziniliségszamitas kozponti
hatareloszlastételének az alapulvett val6szinfiségi mérték abszolut folytonos
transzformdcidjara nézve invarians jellegére vonatkozo tételemet® éltalanositja.
Koszonettel tartozom Csdszdr Akosnak egy értékes megjegyzéséért, amely segit-
ségével a bizonyitdst bizonyos mértékben sikeriilt egyszeriisiteni.

1. §. A teljes rendszerekre vonatkozo tétel bizonyitdsa

Eldszor bebizonyitjuk a kovetkez6

1. lemmdt. Jeloljon f(x) egy a (0, 1) intervallumban ertelmezett mérheto,
korldtos fiiggvényt *, melynek értékei ugyanehhez az intervallumhoz tartoznak.
Ha g(x) tetszdleges korldtos Baire-féle fiiggvény a (0,1) intervallumban
ugy minden pozitiv s-hoz és pozitiv A-hoz megadhato egy olyan P(x) polinom,
amelyre

[ le(Fe)— P dx <. (1. 1)

Bizonyitds : eloszor bebizonyitjuk (1)-et arra az esetre, amikor g(x)=1,
ha 0=x=u<14és g(x)=0, hau<x<l.

Tetszbleges pozitiv e-hoz taldlhaté egy oly FP(x) polinom, meiy a kovet-
kezd sajatsagokkal rendelkezik:

I.0=P(x)=1. 2. |g(x)—P(x)|<e halO=x=u

* Az egész dolgozatban a (0,1) intervallumon értelmezett fiiggvényekrdl beszéliink,
de nyilvan valamennyi tételiink barmely véges intervallumra érvényes.
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és ha ute=x=1.Igy pl. a

1

4 5 R
(1 —(x—1)*)" dt
1
-n—-_3—
P(x)=*"— , (1.2)
N f(Q—)"dt
-1

polinom, ha n-et elegend6en nagynak vélaSztjuk, rendelkezik valamennyi meg-
kivant sajatsaggal. Ebbdl kovetkezik, hogy

iig(f(x)) P(f(x))[*dx = st +|E(s)| (1.3)

ahol E () jeldli x azon értékeinek halmazat, melyekre u < f(x) <u & és |E(#)|
ennek a halmaznak Lebesgue féle mértéke. Minthogy nyilvdnvaléan lm(l) |E(¢)|=0

az emlitett fiiggvényre (1.1) be van bizonyitva. Alkalmazva H. Minkowski ismert -
1 1 1 1

1 = 1 — _—
| [laGy+oerax =t [laoitax +{ [le1ax® (.9
0 -0 1]
egyenlbtlenségét, kovetkezik, hogy ha az 1. lemma a gi(x) (k=1,2,...)

fiiggvényekre igaz, gy a g(x)= D c.gi(x) fiiggvényekre is igaz. Illymédon
k==1
az 1. lemma barmilyen lépcsds fiiggvényre igaz. Ugyanezt az egyenlétlenséget

felhaszndlva, kovetkezik, hogy ha az 1 lemma a g.(x) (n=1,2,. ) fiiggve-
nyekre igaz és ha

lim _f & (fO)—g (fO)Idx=0 - (1.5)

ugy a lemma g*(x)-re is igaz. De minthogy minden folytonos fiiggvényre és

ennek folytin minden korldtos g*(x) Baire-féle fiiggvényre nézve megadhat6 a

8n(x) 1épcsbs fiiggvények oly sorozata, hogy (1.5) igaz, kovetkezik, hogy az

1. lemma minden korlatos Baire-féle fiiggvényre igaz.
Most bebizonyitjuk, a

A 4

2. lemmdt. Ha f(x) mérhets, korldtos és maximdlis fiiggvény a (0, 1)
intervallumban ugy az
'} | (1.6)
fiiggvénysorozat az L* térben zdrt. '
Bizonyitds : tegyiik fel el6szor, hogy f(x) Baire-féle fiiggvény. Jeloljon
G(x) béarmely, a (0, 1) intervallumban korlatos Baire-féle fiiggvényt. Tekintetbe
véve, hogy f(x) maximdlis, kovetkezik, hogy f'(»)* és igy G(f () =g (»)

* y azon értékeire, amelyek nem tartoznak f(x) értékkészletéhez, legyen definicio-
szertien f1(y)=0.
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szintén korldtos Baire-féle fiiggvények ¢és alkalmazva az 1. lemmadt
A =2-vel g(x)-re és tekintetbe véve, hogy g(f(x))= G(x), azt kapjuk, hogy
minden pozitiv e-hoz taldlhaté egy olyan P(x) polinom, hogy fennaljon, hogy

1
[l6@—P(re)rax <e (1.7)
0 .

Minden az L? osztdlyba tartozé mérhetdé F(x) fiiggvényre nézve talalhatd

1
egy oly korlatos G(x) Baire-féle fiiggvény, hogy [(F(x)—G(x))dx < ¢, tehat
0

(1.7) miatt a 2. lemma igaz, ha f(x) Baire-féle fiiggvény. De minthogy az (1. 7)
integral nem valtozik, ha f(x) értékét egy O mértékii halmazon megvaltoztat-
juk, a 2. lemma be van bizonyitva.

Most bebizonyitjuk a kovetkez6-

1. tételt. Legyen {f.(x)}, korldtos, mérhetd fiiggvényeknek véges vagy
megszdmldlhatoan végtelen maximdlis rendszere a (0, 1) intervallumban, ebben

az esetben az ‘

{7 () 22 (%) - fu (X)) O=m;k=1,2,...n;n=1,2,...) (1.8)
fiiggvényrendszer az L* térben teljes. _

Bizonyitds : nyilvan feltételezhetjiik, hogy O=f.(x)=1, tovabb4, hogy
valamennyi f.(x) fiiggvény Baire-féle fiiggvény. Tegyiik fel most, hogy

%(x):f;’;ﬁ’f? ah01X=Z””% » (1.9)

n=1 n-=-1

x-nek diadikus kifejtése, tehat
1 ha %g(Z"'lx)<l

En(X) = )
0 ha 0=(2""%) <

ahol (2) jeloli z tort részét. Tovabba legyen @i (x) = gi1(9:(x)) (k=2,3,...)és
o . (X
1) :ZM (1. 10)

- 221.:-1_1
Minthogy ¢,(x) Baire-féle fiiggvény, ¢ir(fi(x)) és ennélfogva f(x) szinteén
Baire-féle fiiggvény. Konnyii belatni tovdbb, hogy f(x) maximdlis fiiggvény *.
Tényleg, ha N—2""'(2s—1), azt kapjuk hogy &,(f(x)) = &(f.(x)). Igy
tehat, ha x,3=x, ugy létezik, (kivéve, ha x, vagy x, egy bizonyos O mértékii
~ Z halmazhoz tartozik) r-nek legaldbb egy oly értéke, melyre f.(x;)=Ff,(x.) és

* Egyetlen olyan valds valtozoji fiiggvény bevezetése, mely akkor és csak akkor
maximalis, ha az (1) rendszer maximdlis, A. N. Kolmogorovnak a dolgozat bevezetésében
emlitett gondolata.
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igy s-nek legaldbb egy olyan értéke, melyre

ey (f(x) = &(fr (%) == & (fr (x0) ) = &y (f(x1))

ahol N=2"'(2s—1); és ily médon azt kapjuk, hogy f(x,)==7f(x,). Ebbsl
kovetkezik a 2. lemma alapjan, hogy tetszbleges F(x)€ L? fiiggvényre barmely
¢ > 0-hoz taldlhaté olyan P(x) polinom, hogy

f (F(x)— P(f(x)) )2 dx < &. (1. 11)

N
Legyen sy(x)=>»" U (x)) . Minthogy 0=f(x)=1, 0=s,(x)=1 és

- )kl
k=1

. 1 ,
if(X)—sN(X)iézﬂ ) (1. 12)
x minden értékére, kovetkezik, hogy minden & >0-hoz taldlhaté olyan P(x)
polinom, és oly N egész szdm, hogy

1

JIFG)—P(sy(x)) P dx < 4e. - (1.13)

Ujbol felhaszndlva az 1.lemmét, talalhatok barmely ¢ >0-hoz olyan
Pi(x) (k=1,2,...n) polinomok, hogy '
1
Ne(fe)—Pu(A()dx <ot (k=1,2,...0). (1.14)
0
Bevezetve a

-

P X
0y () — 2 L)) (1. 16)
jelolést, némi szamolassal adodik, hogy
1
J1P(s3(x))— P(oy (x)) P dx < CO (1. 17)
0 .
ahol C oly éllandd, mely csak P(x)-t6l fiigg. Ha drs%ﬁgy azt kapjuk, hogy
i
JIF(x)y—P(ay(x))Pdx < e. - (1. 19)
0
Minthogy P(oy(x))
My V My
2 Cm Mgy ml( )fm m‘\l(X) (1 19):

my=0m a——“ my=0

alaku, tehat az (1.8) fuggvenyek véges linedris kombinécioja, kovetkezik, hogy
az (1.8) rendszer zart és ennek folytan az L* térben teljes.

-~
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2. Néhdny megjegyzés a fiiggetlen fiiggvényekrol
El6szor bebizonyitjuk a kovetkez6

3. lemmdt. Ha a fiiggetlen fiiggvények {f.(x)} rendszere maximdlis, tigy
fiiggetlenség tekintetében felifett.

Bizonyitds : itt is feltehetjiik, hogy az f(x) fiiggvények Baire-féle
fiiggvények. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan az L* osztalyba tartozd g(x)
fliggvény, hogy a {g(x), f.(x)} fliggvények Osszeségiikben fiiggetlenek. Akkor
a g(x) fiiggvény fiiggetlen ¢, (fi(x))-t6l, (k=1,2,...) tekintve, hogy ¢.(x)
monoton fiiggvény; igy g(x) az :

f(@zé%-ll)— @1

fliggvénytol is fiiggetlen. Igy tehat az f"(x) (n=0,1,2,...) fiiggvények vala-
1

mennyien fiiggetlenek g(x)-t61 és igy (L. °), bevezetve a y=|g(x)dx

jelolest, azt kap]uk hogy ’

|f” (%) (g(x)—7) dx— (Jf"(x) ax)([(e@—nd)=—0  @2)

(n=0,1, 2,...), mivel f(x) maxxmalxs fiiggvény és igy az {f"“(x)} rendszer
zart és ennélfogva teljes, tehat g(x)—7y majdnem mindeniitt O-val egyenld
és igy majdnem mindeniitt g(x)=1y; ezzel a 3. lemma be van bizonyitva.

Igy tehat levezeftik a (2) rendszer teljes voltat egy az (1) rendszerre
nézve tett feltételbdl (a maximalitds feltételébbl), ami fiiggetlen fiiggvények
esetében valamivel ersebb, mint az a feltevés, hogy (1) fiiggetlenség tekin-
tetében telitett.

Tovéabbra is megoldatlan marad a kovetkez6 probléma: mi annak sziik-
séges és elégséges feltétele (az (1) rendszerre nézve), hogy a (2) rendszer
teljes legyen.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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