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Bevezetés

A valdsziniiségszamitas axiomatikus megalapozdsa, melyet A, N. KoL-
MOGOROV adott meg 1933-ban megijelent munkdjaban [1], uj korszakot nyitott
meg‘a valosziniiségszamitas fejlodésében és rendkiviil fejlesztfleg hatott a
valoszinliségszamitasra és annak a Kkiilonboz0 természettudomanyokban valod
alkalmazasaira, tovabba lehet6vé tette a valdsziniiségszamitidsnak a matematika
kiildnboz6 fejezeteiben valo alkalmazdsat is. Az alkalmazdsok sordn azonban
felmeriiltek olyan problémdk is, melyek vagy egyaltalin nem, vagy csak igen
bonyolultan targyalhaték a KOLMOGOROV-féle axiomatikus felépités kereteiben.
‘Gondolunk itt els6sorban arra, hogy a fizikdban (pl. a kvantummechanikdban
€s masutt), tovibba a valdszinliségszamitds elméleti problémaival kapcsolat-
ban, pl. a MARKOvV-lancok és a sztochasztikus folyamatok elméletében és a
valosziniiségszamitasnak az integralgeometridban, a szdmelméletben és egye-
biitt valo alkalmazasainal gyakran el6fordulnak olyan valdsziniiségelosziasok,
amelyek ,nem normdlhatok“*, vagyis nem korlatos mértékek Iépnek fel. llyen
eloszldsok a KOLMOGOROV-féle elméletben nem értelmezheték: példdul nincsen
értelme az egész n-dimenziés euklideszi térben egyenletes valodsziniiségelosz-
lasrol beszélni; hasonloképpen nincsen értelme annak a kijelentésnek, hogy
»talalomra véalasztunk egy természetes egész szamot tigy, hogy minden termé-
szetes egész szam egyenl6 valOsziniiséggel jon tekintetbe.“ Elsdé pillanatra
ugy tiinik, hogy ezen nem is lehet valtoztatni, hiszen 1-nél nagyobb valészi-
niiségeknek elvileg nincs értelme. Ez kétségteleniil igy van, azonban itt arrdl
van sz0, hogy a szébanforgd — valdjaban értelmetlen — nem-normalhato
eloszlasok segitségével bizonyos feltételes valosziniiségekre teljesen észszerii —
a fizikai alkalmazasokban a tapasztalatokkal megegyezd — értékeket nyernek.
Ez az oka annak, hogy ilyen nem-létezé eloszlasokat hasznalnak és igy fel-
meriil annak a sziikségessége, hogy a valOsziniiségszamitas elméletét oly mo-

* A fizikai szakirodalomban meghonosodott az a nem szerenc¢sés szokas, hogy a valo-
szinfiség-eloszlasok slirliségfiiggvényét nem normaljak, vagyis csak egy konstans faktortol
eltekintve hatirozzdk meg. Amennyiben ennek a fiiggvénynek az egész térre kiterjesztett
integralja véges, gy ezzel elosztva a nem normalt sirliségfiiggvényt, azt normalhatjuk,
vagyis ilyen mdédon a tényleges siirliségfiiggvényt nyerjiik. Ha azonban a ,siriiségfiiggvény*
integralja nem véges, akkor ,nem normalhaté“ és igy igy nem tekinthetd a kozonséges
értelemben vett valdsziniiség-siiriségfiiggvénynek: az emlitett szokas miatt egyes szerzéknek
ez néha elkeriili a figyelmét. - o
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don fejlessziik tovabb, hogy az emlitett szamitasok jogossagat (ahol az valé-
ban fennall) meg tudjuk alapozni.* Jelen dolgozat kisérletet jelent ebbe az
iranyba. Mindenekel6tt két elvi jellegii megjegyzést kivanunk tenni. Elészor
is hangstlyozni kivanjuk, hogy a jelen dolgozatban kozolt elmélet felépitésénél
nem KOLMOGOROV-tol eltérd dton jarunk, hanem ugyanazon az uton igyek-
sziink egy szerény lépéssel tovabb menni.** Axiomatikus elméletiink KOLMO-
GOROV elméletét mint a legfontosabb specidlis esetet tartalmazza. Mdsik meg-
jegyzésiink, hogy az 1uj elméiet még igen tavol all attol, hogy befejezett,
lezart elmélet legyen; ennek ellenére, ugy hissziik, nem felesleges jelen for-
majaban mar ismertetni, mivel az 1j elmélet kidolgozdsa kozben néhany olyan
részleteredményre jutottunk, amelyek onmagukban — az uj elmélettd! elvonat-
koztatva — is bizonyos érdeklddésre tarthatnak szamot. Gondolunk itt példaul
a valoOszinliségszamitas centralis hatareloszlastételének bizonyos gyengén fiiggd
valtozosorozatokra vald kiterjesztésére, amivel a 3. § foglalkozik, tovabba
BOREL normalis szdmokra vonatkozé tételének egy altalanositisara, amelyet a
2. §-ban kozliink. Tovéabbi alkalmazési lehet0ségeket a Markov-lancok elméleté-
ben és a sztochasztikus folyamatok elméletében a 4. §-ban emlitiink meg. Az
1. §-ban kifejtett elméletben az alapvetd fogalom a feltételes valosziniiség fogalma;
ennek megfelelden maddositjuk a valoszinliségszamitds KOLMOGOROV-féle
axiomatikus elméletét. KOLMOGOROV elmélete, mint ismeretes, abbdl indul ki,
hogy adva van egy tetszleges H absztrakt halmaz, amelyet eseménytérnek
neveziink, tovdbba adva van H részhalmazainak egy T BOREL-féle halmazteste,
amely tartalmazza elemként magat a H halmazt, és amelynek elemeit esemé-
nyeknek nevezziik, végiil pedig adva van egy, a T halmaztest elemeire értel-
mezett P(A) nem negativ és teljesen additiv halmazfiiggvény (P(A) az A ese-
mény valosziniisége), amelyre P(H)=1. A H halmazt a T halmaztesttel és
a P(A) halmazfiiggvénnyel egyiitt KOLMOGOROV-féle val6sziniiségi mezdnek
nevezziik és roviden [H, T, P(A)]-val jeloljiik. KOLMOGOROV elméletében az A
eseménynek a B eseményre vonatkozd P(A|B) feltételes valosziniisége a

(1) P(A|B)P(B)—P(AB)
Osszefiiggéssel van definidlva (P(B) ill. P(AB) a B esemény valdsziniiségét,

* Tobbszor eléfordult a matematika torténetében, hogy matematikailag nem szabatos.
eljarasoknak, melyek a fizikaban bevaltak, a jogosult voltat egy uj matematikai elmélet
kidolgozasaval sikeriilt kimutatni. Ezt tette pl. L. Scuwartz a Dirac-féle J-fiiggvénnyel.

*+ Jelen dolgozatban foglaltakat eldadtam 1954. juin. 28-4n a Pragaban rendezett mate-
matikai statisztikai konferencidn is. A konferencian résztvett B. V. Gnyecyenko professzor,
aki volt szives kozolni velem, hogy néhany évvel ezeldtt A. N. KoLmocorov egy eldadasaban
felvetette azt a gondolatot, hogy kivanatos volna a valoszinfiségszamitasnak egy olyan axioma-
tikus elméletét kidolgozni, amelyben a feltételes valdsziniiség az alapvetd fogalom. A. N.
KoLmoGorov azonban erre vonatkozé gondolatait nem publikélta. B. V. Gnyecyenkonak ebbdl
a kozlésébol utdlag értesiiltem, hogy az altalam kidolgozott és jelen dolgozatban foglalt
axiomatikus elmélet nemcsak, hogy KoLmocorov elméletének logikus tovabbfejlesztése (ami-
nek elozdleg is tudataban voltam), hanem olyan uton jar, amelyet maga KoLmocorov jelélt ki.
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illetve A és B egyiittes bekovetkezésének valdsziniiségét jeloli). Az (1) Ossze-
fiiggés a valosziniiségszamitds KOLMOGOROV elétti elméletében fételként szerepelt.
Ugyanez az Osszefiiggés, kissé altalanositott formdban, az 1. §-ban kifejtett
elméletben mint axiéma szerepel.®

Az 1. §-ban kozolt axidmarendszer a P(A|B) feltéteiés valdsziniiségre,
tehat egy kétvaltozos halmazfiiggvényre vonatkozik. Természetszeriileg felmeriil
a kérdés, milyen feltételek mellett allithato el6 ez a fiiggvény a P(A|B)=
= —Plfféf—)gl alakban egy P*(C) egyvaltozos halmazfiiggvény segitségével (AB
az A és B halmazok koz0s részét jelenti). Erre a kérdésre valaszolnak — bizo-
nyos feltételek mellett — a 13. és 14. tételek. Ezeken tilmendleg a kérdést
CsAszAR Akos messzemenden tisztigfa €s erre vonatkozolag sziikséges és

elégséges feltételeket adott meg.

Arra, hogy nem normadlhaté valoszinfiségi mezdk eléfordulnak az alkal-
mazasokban és ezekre vonatkozdlag a valosziniiségszamitas egyes tételei atvi-
hetdk, az utébbi idében tobb szerz6 (pl. DOOB [3] 80. o0.) rdmutatott, de nem
vonta le ennek a konzekvencidit.

Feltételes valosziniiségekre vonatkoz6 axidmarendszert tudomasom szerint
H. ReiCHENBACH [15] adott meg elsének; az & axiomarendszere azonban egy-
részt nem halmazelméleti, hanem logikai jellegii (eseményeknek nem halma-
zokat, hanem allitidsokat feleltet meg), masrészt ndla a teljes additivitds nincs
feltéve és elmélete er6sen MISES hatdsa alatt all. Ennek kovetkeztében a valo-
szinfiségszamitds szabatos matematikai megalapozdsara REICHENBACH elmélete
nem alkalmas; ezt csak KOLMOGOROV elmélete képes megadni. Eppen ezért
dolgozatunkban KOLMOGOROV eiméletét kovettiik, és azt igyekeztiink egy tijabb
lépéssel tovabbfejleszteni. Ugyanakkor REICHENBACH elméletében a feltételes
valosziniiség csak formalisan primér fogalom, ugyanis olyan eseteket, ahol
kozonséges valoszinliségekrdl nem is lehet beszélni, REICHENBACH nem targyal.
Ez vonatkozik tudomasunk szerint az Osszes tobbi szerzére is, akik a felté-
teles valosziniiség fogalmat axiomatikusan vezették be.

Az 1. §-ban kozoljiik az axiomdkat, és azok kozvetlen kovetkezményei-
vel foglalkozunk. A 2. § a nagy szamok torvényeinek altalanositasaval foglal-
kozik; ez a fejezet fényt vet a feltételes valOsziniiség és a feltételes relativ
gyakorisag kapcsolatdra, és ezen keresztiil az axiomaknak a valosaghoz vald
viszonydra. A 3. § a centralis hatareloszlastétel dltalanositasaval, a 4. § az
ij elméletnek a MARKOV-féle lancok és a sztochasztikus folyamatok elméleté-
ben valé alkalmazdsaval foglalkozik. Az elmélet tovabbi kidolgozaséara vissza
kivanunk még térni.

* A matematika torténetében nem ez az elsd eset, hogy tételek idovel axidmakka
valnak; gondoljunk pl. a Desarcues- ill. PascaL-féle tételekre (a geometria HiLBert-féle
axiomatikus felépitésében) vagy ProLemaeus tételére (a metrikus terek elméletében).
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CsAszArR Akos és LipTAK TaMAs voltak szivesek a dolgozatot atnézni és
tobb értékes megjegyzést tettek, amelyekért ez uton is koszonetet mondok.

Kivanatos volna a valészinliségszamitds olyan tankodnyvének megirdsa,
amely konzekvensen a jelen dolgozatban foglalt elméletre épiil fel. Jelen dol-
gozat szerzbje tervbevette, hogy ,Valosziniiségszamitds“ c. tankonyvét [5] egy
kés6bbi id6pontban ilyen értelemben &tdolgozza.

1. §. Az axiomarendszer és kozvetlen kivetkezményei.

A kovetkezOkben ha A és B két halmaz, egyesitésiiket A -+ B-vel,
koz0s résziiket. AB-vel, az A, A,,..., A,... halmazok egyesitett halmazat

ZA,l-nel jeloljiik, az iires halmazt O jeloh az A és B halmazok halmazelmé-

let1 kiilonbségét, tehdt A azon elemeinek halmazat, melyek B-nek nem elemei,
A— B-vel jeloljiik; azt, hogy az A halmaz részhalmaza B-nek, a koOvetkezo-
képpen jeloljitk: ASB. A kovetkez6 definiciokbol és axioméakbo!l indulunk ki:
Legyen adva egy H halmaz, melyet eseménytérnek neveziink, tovdbbd H .
részhalmazainak egy T; BOREL-féle halmazteste, melynek elemeit nagy betiikkel:
A, B, C...-vel jeloljiik, és eseményeknek nevezziik. A H— A halmazt A-sal jelil-
Jiik; feltételezziik, hogy H € Ty; legyen tovdbbd adva egy T, halmazrendszer,
amely T,-nek része, és tegyiik fel, hogy értelmezve van egy P(A|B) kétvdltozos
halmazfiiggvény, hacsak A€T, és B€T,. A P(A|B) szdmot az A eseménynek
a B eseményre, mint feltételre vonatkozo feltételes valdsziniiségének nevezziik.
Tegytik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezd axiomak:

I. P(AB)= 0"é¢s P(B|B)=1, ha A¢T, és B€T,..
II. P(A|B) rogzitett, To-hiz tartozé B mellett az A€T, halmaznak tel-

Jjesen additiv halmazfiiggvénye, vagyis, ha Ax€T, (k=1,2,...) és AjA, =0
ha j==k (j,k=1,2,...), akkor

P(k_i:’AkiB) 2 P(A:|B).

k=1

[ll. P(A|BC)P(B|C)=P(AB!C), ha A€T,, BT, C<T, és BCET,.

Az L. 1. és lll. axiomdk teljesiilése esetén a H eseményteret a T, BOREL-
halmaztesttel és a T, halmazrendszerrel, valamint az azokon értelmezeit P(A|B)
kétvdltozos -halmazfiiggvénnyel egyiitt feltételes valdsziniiségi mezdnek nevezziik
és roviden [H, T,, T, P(A|B)]-vel jeloljiik. '

Nyilvanval6, hogy ha P*(A) egy, a T, BOREL-féle halmaztesten értelme-
zett teljesen addiﬁv és nemnegativ halmazfiiggvény, melyre P*(H)= 1, vagyis
ha [H, T,, P*(4)] egy KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mezd és P*(A|B) ==

P'(AB)
~ PB)
halmazat, amelyekre P*(B) >0, egy [H, TI,TQ,P*(A|B)] feltételes valoszinil-

, hacsak P*(B)>0 akkor T;-gal jelolve T, azon B elemeinek -
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ségi mez6t nyeriink, amelyet a [H, T, P*(4)] KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi
‘mez06 altal generdlt feltételes valosziniiségi mez6nek neveziink.

Néhany egyszerii tételt fogunk bebizonyitani. Mindig, amikor a tételek-
ben bizonyos A ill. B halmazokra P(A|B) szerepel, feltessziik, hogy A € T, és
BE€T,.

1. TETEL:

P(A|B)=P(AB|B).

BizonyiTAs: Legyen Ill-ban C = B, akkor I-b6l az 1. tétel allitdsa azon-

nal kovetkezik, figyelembe véve, hogy BB = B. ‘

2. TETEL. Ha BEB', akkor P(AB’'|B)=P(A|B).

BizonviTAs. Az 1. tétel kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy

| P(AB'|B)— P(AB'B|B)—P(AB|B)— P(A|B).

3. TETEL: _

PA|B) = 1.

BizonyiTAs: Az 1. tétel szerint P(A|B) = P(AB|B); Il. szerint P(AB|B) +
+P(AB|B)=P(B|B), mivel AB+AB=2B ¢és AB-AB=O; tekintve, hogy
I. szerint P(ABIB) = 0 és P(B|B)— 1, a 3. tétel allitisa kovetkezik.

4. TETEL:

P(O|B)=0. :

BlZONYlI‘AS I szerint P(AlB)_P(A-‘—O|B)—--P(AlB)—{—P(O|B) és
igy P(O|B) =

5. TELEL: Ha AB= O, akkor P(A|B)—

BizoNYiTAS: Az 1. tétel szerint P(AIB)—P(AB|B) tehat ha AB=0,
akkor P(A|B)=P(AB|B)=P(O|B) és lgy a 4. tétel szerint P(A|B)=0.

6. TETEL: Ha A< B<C, akkor

P(A|B) =z P(A|C).

BizoNyiTAs: a llI. axioma szerint -

P(A|BC)P(B|C)=P(AB;C).
Mivel itt BC=B és AB= A, kovetkezik, hogy
| P(A|B)P(B|C) = P(A[C),
S 1gy a 3. tétel szerint valoban ‘ _ |
P(AB)=P(A|C). T
A KOROI:L‘ARIUM:VfétSZ('Sl‘eges A €T, esetén, hacsak ACSBZC, - ; H
| | P(A|B) = P(4|C). |

BizoNyiTAs: minthogy ekkor AB=AC, a fenti relac;o az 1. tetelen

keresztiil kozvetleniil kovetkezik a 6. tételbol. )

/
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7. TETEL:
P(AIBC)P(B|C)=—FP(B|AC)P(AC).
BizonyiTAS: A 7. tétel kozvetleniil kovetkezik IlI-bol, ha abban A és B
szerepét felcseréljiik és a kapott relaciok baloldalait 9sszevetjiik (természetesen

a 7. tétel csak abban az esetben érvényes, ha nemcsak C és BC, hanem AC
is T,-hoz tartozik).

8. TETEL: P(H|B)=1.

BizONYiTAS : P(H|B)=P(HB|B)—P(B|B)=1 az 1. tétel és I. kovet-
keztében. '

0. TETEL: Ha ASB,B, 6s A,SB,B,, tovibbd B,€T, B,ET, és
B, B,€T,, akkor*

(1) P(A\|B)P(A:|B;) = P(A;| B))P(A;|B).
BiZONYITAS : .

(2) P(A\|B,B.)P(B.|B;) =P (A, B,|B,) = P(A,|B)

és

3) P(A;|B,By)P(B,|B,) = P(A;,B,|B,) = P (A,| B,).

Szoritkozhatunk arra az esetre, amikor P(A;|B,B,) >0 és P(A,|B,B;) >0,
tovabba P(B,|B,) >0 és P(B,|B,) >0; ellenkez6 esetben ugyanis (1) mindkét
oldalan O &ll. Ez esetben a (2) és (3) egyenlGséget elosztva egymassal, nyer-

jiik, hogy
@ P(A\B) _ P(A|[B,B)
P(A:|By) . P(A:)B:By)’

Hasonloan kovetkezik, B, €és B, szerepét felcserélve, hogy

5) P(A,|B) :P(A]}BIBQ)
P(A;|B,) P(A,|B\B,)’

és igy (4) és (5)-bol kapjuk, hogy

P(Ai[B) _ P(AB)
P(A;]B)  P(A:B) -

Ezzel a 9. tételt bebizonyitottuk.

10. TETEL: Ha a C¢T, halmazt rogzitjiik, akkor a ‘T, halmaztest elemei
az azokon értelmezett P*(A) = P(A|C) halmazfiiggvénnyel egy KOLMOGOROV--
féle valésziniiségi mezdt alkotnak. Ha B T, -nek olyan eleme, amelyre P*(B) >0,
tovdabbd BC<T,, akkor ebben a valdsziniiségi mezoben értelmezve (a szokdsos

* Ha P(A,|B;) és P(A,|B,) pozitivek. (1)-et a kovetkezo attekinthetdobb alakba irhatjuk ..
1*) P(Ay{By):P(A;|By) -~ P(A;| By):P(4,|Bo)
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modon) a P*(A|B) = API;S?TB))
P(A|BC)-vel.

BizoNyiTAS: A tétel elsd allitdsa nyilvanvald; hiszen P*(A) nemnegativ
és teljesen additiv halmazfiiggvény, amelyre a 9. tétel szerint P*(H)=1.
A tétel masodik allitdsa Ill. egyenes kovetkezménye, hiszen III. szerint

. P*(AB) P(AB|C)

| B) == P
FAB="5@ = P®@EI0)
11. TETEL. Ha HE'T,, akkor a T, halmaztest a P*(A)=P(A|H) halmaz-
P(AB)
P(B)

feltételes valosziniiséget, P*(A|B) megegyezik

—P(A|BO).

fiiggvénnyel KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezdt alkot és P(A|B) =
hacsak P*(B) > 0.

MEGJEGYZES. Lehetséges, hogy T, olyan. B halmazokat is - tartalmaz,
amelyekre P*(B)-=0, viszont T, nem feltétleniil tartalmazza mindazokat a B
halmazokat, amelyekre P*(B) > 0, tehat [H, T,, T, P(A4|B)] nem sziikségképpen
azonos a [H, T;, P*(4)] KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezd altal generalt
feltételes valdsziniiségi mezdvel.

BizonyiTAs: A 11. tétel a 10. tétel specialis esete. :
Sziikségiink lesz még a kovetkezd tételre, amely a teljes valosziniiség
tételének megfeleldje. :

@
Wl

12. TETEL: Ha CS D Bi=Bés ACB;By=0, ha j==k (j, k=1,2,...),

’l —
akkor

-

P(A|C) :kzi P(A|B.C)P(B:|C),

feltéve, hogy C€T, és B,CET, (k=1,2,...).
BizonyiTAs: Ill. szerint
P(A|B:.C)P(B:|{C)=P(AB:|C),
és igy

SPUEBOPEIC) SPUBIC) P(435IC)-PUBCIO-PUIO).

Most elégséges feltételt adunk arra, hogy a P(A|B) kétvaltozos halmaz-
- Q(AB)

fiiggvény mikor Allithaté el6 —

Q(8)

halmazfiiggvény segitségével.

13. TETEL: Tegyiik fel, hogy T,-ben megadhato egy olyan By, B, ..., By, ...

halmazsorozat, hogy
]. BogBlngg_C_Bng';
2. P(B()|Bn)>0(n=I’2)"‘);

3. T, minden B eleméhez van olyan B,, hogy B& B, és P(B|B,)>0.

alakban valamely egyviltozos Q(C)-
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Az 1.—3. feltételek mellett létezik egy olyan nemnegaliv és teljesen additiv*
Q(C) halmazfiiggvény, melynek értelmezési tartomdnya T, mindazon C elemei-
bél dll, melyekhez van olyan B., amelyre CS B,; ezenkiviil T, minden B
elemére Q(B) >0 és a P(A|B) kétvdltozos halmazfiiggvény Q(C) segitségével

kifejezheto a
__Q(AB)
P(A|B) = QB

alakban.

BizoNviTAs : - Jeloljiik T;-mal azoknak a C€T, halmazoknak az Osszes-
ségét, amelyekhez van olyan B, hogy C< B,. Nyilvanvalo, hogy T,S T, < T,.
Legyen A€T, és legyen n egy olyan egész szdm, amelyre A S B,; definialjuk
Q(A) értékét a kovetkez&képpen :

P(A[B,)

(6) o Q(A) = P(BB,)

Nyilvanvald, hogy Q(A) definicidja nem fiigg n értékének valasztasatol, ugyanis,
ha A< B, < B, akkor llL.-bol kovetkezik, hogy

P(A I Bn Bm) P(Bn | Bm) = P(A Bn ‘ Bm)

P(B,| B, B)P(B.|B») = P(B,B,|B.x).

Figyelembe véve, hogy AB,.— A ¢és B,B,=B,, tovabba, hogy B,B, == B,,
nyerjiik, hogy

és

) P(A|B,)P (B, Bx)— P(A|B.)
és _ ‘
(8) ' P(B,|B»)P(B.|B,) = P (B, Bn).

. Mivel feltevésiink szerint P(B,|B.) >0, eloszthatjuk egymdssal a (7) és (8)
egyenleteket, és igy nyerjiikk, hogy

P(A|B,)  P(A|B.)

P(B)[B.)  P(By|Bn)’

amit bizonyitani akartunk. A (6) alatt definialt Q(A) halmazfiiggvényre valo-

ban teljesiil a P(A|B :—9—(—4—& eléallitas, Ugyanis (6)-bdl, ha B& B, és
) Q(B)

P(B|B,) >0, akkor ABS B, és igy
Q(B) _P(ABB) P(BB) P(AB|B,)
QB)  P(BIB.) P®B|B)  P@B|B) ’

* Itt és a kovetkezOkben, ha egy Q(A) halmazfuggvenyrol azt mondjuk, hogy teljesen

additiv ezen azt értjiik, hogy ha A;A; = O, ha i+j ésaz A; halmazokra valamint a Z A=A

halmazra Q(A) értelmezve van, akkor Z Q(A) = Q(A).

1=1
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s ebbdl a Ill. axioma és a BES B, relacio alkalmazasival kapjuk a kivant
elddllitast. Konnyen belathatjuk azt is, hogy Q(A) teljesen additiv haimaz-
fliggvény és hogy Q(B) >0, ha BET,. Ezzel a 13. tétel be van bizonyitva.
Legyen Z B,=H". A 13. tétel feltevéseib6l kovetkezik, hogy minden
n=.0
T,-hoz tartoz0 B halmazra B S H, ennélfogva a 2. tétel szerint

P(A|B) = P(AH*|B) = P(AH*| BH").

Ezért, ha H® nem volna azonos H-val, tekinthetnénk azt, az adott feltételes.
valosziniiségi mezdvel izomorf mez6t, amelyben A-nak AH* és B-nek BH*

felel meg, és amelyben mar teljesiil, hogy Z’B,l a teljes eseménytérrel azo-
n=_0 )

nos. Ezért nem jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy H*=—H. Ez esetben
Q(A) a T; halmazrendszerben €rtelmezett teljesen additiv és o-véges mérték,
hiszen H befedhetd a B.B,.: halmazokkal, és Q(B.B,.;) véges. T; nyilvan-
valéan halmaztest, azonban nem sziikségképpen BOREL-féle halmaztest. Legyen
T, a T, halmaztest legsziikebb BOREL-féle bdvitése. Egy ismert tétel szerint
(I. [2] IL. §. 13. 1. tétel) Q(A) értelmezése Kkiterjeszthetd T,-re oly modon,
hogy teljesen additiv, nemnegativ és o-véges maradjon. Az igy kiterjesztett
halmazfiiggvényt tovabbra is Q(A)-val jeloljiik. Mivel T, tartalmazza a
> B,—H halmazt is, két eset lehetséges: vagy Q(H)< 4 oo, vagy

n=>0

Q(H)—+oo Mindkét esetben Q(H) = lim Q(B,). Mivel Q(B,): Q(B.+),

-

tehat Q(H) <o vagy Q(H)——oo aszerint, hogy Q(B,) korlatos, vagy sem.

Mivel tovabba Q(B,) = ggg |lg")) Py Bl B tehat Q(B,) korlatos vagy
0 n

nem, aszerint, hogy a P(B,|B,) monoton cstkkené sorozatnak a hatarértéke
pozitiv, vagy 0. Konnyen belathatd tovabba, hogy T, azonos T,-gyel. Ugyanis
T, ST, és T, BOREL-féle halmaztest, tehat mindenesetre T,&T,. Masrészt
legyen A egy tetszéleges eleme T;-nek, akkor

A:AH =A ZBN-Z Z ABnEn—I;

n=0 n=0

(itt B.1=O per def.) és igy, mivel az AB,B..1 = (AB,-1) B, halmazok mind
Ts-hoz tartoznak, az A halmaz T,-hez tartozik; tehat T, T,, vagyis T,=T,.
Jelentse T3 azoknak a T,-hez tartoz6 B halmazoknak az oOsszességét, ame-
lyekre Q(B)> 0. Mivel a 13. tétel szerint T, minden B elemére Q(B) >0,
tehat T, < T;. Nyilvanvalo, hogy P(A|B) érteimezése kiterjeszthetd barmely,
a T; rendszerhez tartozé B halmazra is a kovetkezokeppen ha B¢T;, legyen

P(A|B)= ((B)) Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor Q(H) <oc; beve- |

zetve é P*'(A) = gEH))

jelolést, nyilvanvaléan fennall a kovetkezd Osszefiiggés:.
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P*(AB)

P'B) ’

ahol P*(A) a T,=T, BOREL-féle halmaztesten értelmezett mérték, melyre
P*(H) = 1. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

14. TETEL. Ha fenndlinak a 13. tétel feltételei és ezen kiviil teljesiilnek
a kovetkezd feltevések :

P(A|B)—

4) | > B,=H,
=0
5) lim P(B,|B.) > 0,

akkor megadhato olyan, a T,-en értelmezett P*(A) mérték, amelyre P*(H) =1,
és amelynek segitségével P(A|B) a kovetkezdképpen dllithato eld:
__P(AB)

Ugyanezen Osszefiiggés segitségével, Ti-gal jelolve azon halmazok Osszességeét,
amelyekre P*(B) >0, P(A|B) értelmezése kiterjeszthetd arra az esetre, amikor
BET,. Az ilyenmodon nyert [H, T,, T;, P(A|B)] feltételes valosziniiségi mezo
azonos a [H, T, P*(A)] KOLMOGOROV-féle valdsziniiségt mez6 dltal generdlt
Jeltételes valdsziniiségi mezivel.

Jelentse most @ a H halmaz egy tetszOleges elemét és legyen §==E&(a)
egy a H halmazon értelmezett valos ériékii fiiggvény, amely T,-re vonatkozo-
lag mérhetd, vagyis amelyre azon a elemek A, halmaza, amelyekre &(a) < x,
ahol x egy tetszbleges valés szam, T,-hez tartozik. Egy ilyen §=&(a) fiigg-
vényt valosziniiségi valtozonak neveziink. Nyilvan T,-hez tartoznak mindazon
A% halmazok is, amelyek H azon a elemeibdl allnak, amelyekre &(a)€ &, ahol
<N egy tetsz6leges BOREL-halmaz a szdmegyenesen. Nyilvanvalo, hogy &(a)
egy feltételes valdsziniiségi mez6t indukdl a szamegyenesen: ha d és i két
BOREL-halmaz a szdmegyenesen és d-nak (ill. $#-nek) &(e)-ra vonatkozd
,Osképe“, vagyis azon a elemek halmaza, melyekre E(a)€& (ill. &(a)€ &)
T,-hez (illetve T,-hoz) tartozik, akkor a

§(| &)= P(A|B)

osszefiiggéssel definialt halmazfiiggvény (ahol A a £(a)€d és B a E(a)€ S fel-
tételeknek eleget tevé a elemek halmaza), eleget tesz az 1.—IIl. axiémdknak.
Ha & olyan halmaz, amelynek 8sképe T,-hoz tartozik €s & =, a (—oo, X)
intervallum, 1gy a §(d.|B)= F(x|B) fliggvényt a & valdsziniiségi valtozd
feltételes eloszlasfiiggvényének nevezziik, a §(&|MB) kétvaltozds halmazfiigg-
vényt pedig & feltételes valosziniiségeloszlas-rendszerének. Hasonloképpen
értelmezhetd a H téren egy n-dimenzids E— (..(a), &(a), . . ., & (a)) valdszinii-
ségi vektorvaltozo, amelyrdl tehat azt tessziik fel, hogy a H térnek mérhetd
leképezését létesiti az &, n-dimenzids euklideszi térre. Ha H maga az &.
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n-dimenzios euklideszi tér és T, tartalmazza &R, Osszes BOREL-halmazait, tgy
a &(a) = a fuggvény, amely az &, teret azonosan képezi le 6nmagara, szin-
tén valdsziniliségi valtoz6 és igy P(A|B) nem mds, mint a &(a) = a valtozo6
feltételes valosziniiségeloszlas rendszere. Ennélfogva ebben az esetben feltételes
valdszinliségi mezd helyett feltételes valdsziniiségeloszlds rendszerrdl fogunk
beszélni. Ezt a kifejezést altalanosabb értelemben is hasznalni fogjuk.

Nyilvanvalo, hogy két valdsziniiségi véltozdra vonatkozélag értelmezhetd
a feltételes fiiggetlenség fogalma: a £—=§&(a) és 1 = n(a) valdsziniiségi valto-
zokat a C feltételre (C€T,) vonatkozolag fiiggetlennek nevezziik, ha
P(A.B,|C)=P(A.|C)P(B,|C), x és y minden valds értékére, ahol A, jelenti
a §(ay<x és B, az n(a)<y feltételekkel definialt halmazt. Hasonloképpen
€rtelmezhetd tobb valosziniiségi valtozo fiiggetlensége is.

A E(a) valdsziniiségi valtoz6 B-re (B€T,) vonatkozo felteteles vdrhato
értékét a kovetkezOképpen definidljuk:

© MGE|B) = | {@aP(4]B)

ahol (9) jobboldalan a rogzitett B mellett vett P(A|B) mértékre vonatkozo
LeBESGUE-integral all. Hasonloképpen értelmezheté a feltételes szords, a fel-
tételes magasabb momentumok, & feltételes eloszldsdnak karakterisztikus fiigg-
vénye, stb.

Vannak a valosziniiségszamitisnak olyan tételei, amelyek érvényesek
abban az esetben is, ha Q= Q(A) egy nem normalhat6 mérték. Ha ugyanis
Q(A) egy tetszOleges mérték, akkor be lehet vezetni az

3(E[H) — | §@4Q
H

integralt és J(§|H)-ra hasonlo tételek érvényesek, mint a varhato értékre (l. pl.
[3] 80. 0.). Ezzel a fogalommal mi itt nem foglalkozunk.

Vizsgaljunk most meg néhdny példat:

1. Legyen H az &, euklideszi tér, H pontjait jeloljik x-szel,
(x=(x1, X2, ..., Xa)); legyen T; a H= &, tér mérhetd részhalmazainak 6sszes-
sége, legyen f(x) egy mérhetd, nemnegativ fiiggvény H — &.-ben, amely &,
minden korlatos résztartomanydban integrdlhato; jelentse T, az &K, azon mérhetd

B részhalmazainak Osszességét,amelyekre ‘ f(x)d(x) pozitiv és véges, és legyen
23

J' f(x)dx

I
P (R} = lf(x)dx

akkor [&., Ty, Ty, §(d, )] egy felteteles valoszmuseg1 mez0. Ha | f(x)dx < oo,
%Il
akkor egy KOLMOGOROV-féle valdszinliségi mezd altal generdlt feltételes
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valdsziniiségi mez6t nyeriink, ezzel szemben, ha J f(x)dx = o, akkor nem..

Rn
~ Specidlisan, ha f(x)=1, akkor a kapott feltételes valdsziniiségeloszlas rend--

szert az egész R, térben egyenletes feltételes eloszladsrendszernek nevezziik; ez.
esetben '
m(a )
m(B) ’
ahol m(C) a C halmaz LEBESGUE-féle mértékét jeloli.

2. Legyen H_a természetes szdmok halmaza, T, H Osszes részhalma--
zainak Osszessége, P, Da, ..., Dk, ... egy tetszbleges, nemnegativ szamokbot
allé szamsorozat, tovabba T, alljon H sszes olyan B részhalmazaibol, ame-
lyekre Z pk pozitiv, és véges, és legyen

) pk
P(A|B) ="

e

kEB

$(A|®) =

-akkor [H, T, T,, P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezé. Ha > pi kon--
7 . P |
vergens, gy egy KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mezo altal generdlt feltételes.

valoszinliségi mez6t nyertiink, ha D' pe divergens, akkor viszont nem. Ha
k=1

specidlisan py=p,=--- =ppy=--- =1, akkor
| v(AB
P@|B)— 1),

ahol »(C) jelenti a C halmaz elemeinek szamat. Ha most a &= E(a) valo-
szinfiségi valtoz6t ugy értelmezziik, hogy &(@) =a_(@=1,2,...), ugy & jelle-
mezhetd a kovetkezOképpen: & egy taldlomra vélasztott természetes egész szam,
amely egyenld valosziniiséggel vehet fel minden természetes egész értéket.
Pontosabban ezen azt kell érteni, hogy akdrhogyan valasztjuk is H-nak egy
véges, nem iires B részhalmazat, azon feltevés mellett, hogy £€ B, & egyforma
valésziniiséggel veszi fel B 6sszes elemeit.

3. Legyen H az &, n-dimenzios euklideszi tér, &, legyen &. BOREL-
halmazainak Osszessége, legyen tovabba §%° &, azon S€§, részhalmazainak
osszessége, amelyeknek m, () k-dimenzids mértéke* pozitiv €s véges, €s legyen

§,= > 9. Nyilvanvalo, hogy a §5 és §9 halmazrendszernek nincs kozos.

elemiik, ha 1 =j<k=n. Ha marmost $B¢€§,, akkor tehat van egy olyan
egyértelmiien meghatarozott k pozitiv egész szdm, (1 = k = n), hogy 536“""‘)
ez esetben legyen
‘ mk(&éi&)

m).-ch)_‘

s

f)—

* Lasd pl. [18] 106. o.



A VALOSZINUSEGSZAMITAS Uj AXIOMATIKUS FELEPITESE 381

Konnyen beléthato, hogy [&.,d:, T,, §(A|B)] feltételes valosziniiségi mezd,
vagyis hogy az L.—IIl. axiomak teljesiilnek.

Legyen példaul [H, T, P(A)] egy KOLMOGOROV-féle val6sziniiségi mezd
és legyenek &,&, ..., &, valosziniiségi viltozdok, amelyek egyiittes eloszldsanak
siiriiségfiiggvénye f(x:, Xy, ..., X»), az egész R, térben pozitiv és folytonos.
Az ezen valtozok R.-beli valdsziniiségeloszlasa altal generélt feltételes valo-
sziniiségeloszias kiterjeszthetd oly mddon, hogy 1étezzék a &(|M) feltételes
valoszinliség, ha & példaul a & =x,8,=x,...,& =xx (k<n) felté-
tellel definialt (n—k)-dimenziés halmaz, & pedig egy tetszéleges BOREL-
halmaz &,-ben. Ez a példa mutatja, hogy el6fordulhat, hogy H T,-hoz
tartozik és a [H, T,, T., P(A|B)] feltételes valdsziniiségi mezd mégsem azonos
a [H, Ty, P(A|H)] KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezd altal generdlt feltételes
valoszinliségi mez6vel, mivel T, olyan B halmazokat is tartalmaz, amelyekre
P(B|H) = 0. Altalaban igaz a kovetkezd tétel: |

15. TETEL: Legyen H egy fetszdleges halmaz, T, legyen H részhalma-
zainak egy BOREL-féle halmazteste, T, legyen részhalmaza T,-nek, tovdbbd
teljesiiljon az aldbbi feltétel : :

1. T, felbonthato
T,— Z T*IV)
ver

alakban elemidegen osztdlyokra ugy, hogy a y indexek [’ halmaza rendezett
halmaz és minden y€l indexhez tartozik egy T,-en értelmezett u™ (A) merték,
amely a + oo értéket is felveheti, iigy, hogy ha B¢ TS =T"T,, akkor
0 <uN(B) < + oo

2. ha a I' halmaz rendezési reldcidja szerint « <@ és u@(A) < + oo,
akkor w®(A)=0. '

Ezen feltételek mellett a
+(AB)
u(B)
reldcioval értelmezett halmazfiiggvény feltételes valdsziniiségi mezdt alkot a
H halmaz T,, illetve T, részhalmaz-rendszerein. '

P(A|B)= ha BeTE

BizonyiTAs: Az 1. és II. axioma nyilvén teljesiil. Vizsgaljuk meg a I1I. axiémat.
Ha C<T{® és BC ET‘I‘B', ket esetet kell megkiilonboztetniink. Az elsd esetben,
mikor « =g, lIl. trividlisan teljesiil. Ha viszont e==g, csak @<« johet
szamitdsba; ugyanis nyilvan u@(BC) = u®(C) < + oo az « definicidja szerint
s igy abban az esetben, ha « <@ lenne, a 2. feltétel miatt u®(BC) =0 és
igy BCZT? lenne. Elegendd tehat csak azzal az esettel foglalkozni, mikor
8 < a. Tekintve, hogy BCeTP, i (BC) < + oo €sigy £ < « miatt W (BC)=0

(@)
és ezért P(B]C)=%=O; tovabba P(AB|C)=0 is fennall, mivel

25 Matematikai és Fizikai Osztaly Koézleményei
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w(ABC) _ u“(BC)
, @@(C) = @@(C)
A B <« esetben tehat a lIl. axidmaban szerepld egyenldség mindkét oldalan
0 all és igy IlI. ebben az esetben is teljestil.

A 15. tételre E. MARCZEWSKI volt szives a figyelmemet felhivni. CSASZAR
Axos megtalalta annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy feltételes
valGsziniiségi mezd a 15. tételben leirt médon legyen eldallithatd egy w@(B)
mértékrendszer segitségével; ez a feltétel a kovetkez6: ha n tetszéleges ter-

P(AB|C) — —=0.

mészetes egész szdm, A;€ Ty, B;€ T, és A,_B By (i== .., n; Bpy= B,
per def.), akkor teljesiil a
(10) - ]J P(A4i|B;) = _]_!P(A,;iBm)

azonossag. Ha n=2, ez az Osszefiiggés kovetkezik a Ill. axiomabol, ha
B,B,¢T, (lasd a 9. tételt). Egyébként a (10) feltétel erGsebb megszoritast
jelent a P(A[B) halmazfiiggvényre vonatkozolag, mint a lll. .axiéma.

CsAszAr Akos azt is bebizonyitotta, hogy P(A|B) akkor és csak akkor
Allithaté el6 P(A|B) — %
(10)-en kiviil teljesiil még a kovetkezd (C) feltétel is:

(C) Ha B,€T, és B,€T, akkor a P(B.\B,|B,) és P(B,B,|B,) szamok
koziil vagy mind a kettd O, vagy egyik sem.

Q.(AB)

Megjegyzend6, hogy ha P(A|B) elddllithatd P(A|B)= lim QB

alakban, ahol Q.(A) A-nak nemnegativ és teljesen additiv halmazfiiggvénye,
akkor a (10) 6sszefiiggés nyilvanvaldan fennall. Erre a megjegyzésre a 4. §-ban
lesz sziikségiink.

Foglalkozzunk most feltételes valdsziniiségi mezdk szorzasaval. Legyen
adva feltételes valosziniiségi mezoknek egy [HY, TP, TS, P®(A®|B™)] véges
vagy végtelen sorozata (k=1,2,...). Véges sok feltételes valosziniiségi mez6
szorzatat a kovetkezoképpen definidljuk: legyen H=—H®*H® %...«H®) 4
HO, H®, ..., H® eseményterek DESCARTES-szorzata, vagyis H alljon az
(@M, a?, ..., a™) elem-N-esekbdl, ahol a® ¢ H®. Jelentse T,a H tér azon
részhalmazainak ¢sszességét, amelyek B == BW%B®x ... % B® alakban allit-
hatok €16, ahol BWETY (k==1,2,...,N) és BY%«B?%...« BY H azon
@V, a?,...,a™) elemeinek halmazat jelenti, amelyekre a® € B® (k=1,2,..., N).
A rovxdseg kedvéért jeloljiik To-t a kovetkezoképpen: To =T % TS % ... = TS
Hasonl6képpen legyen Ti=—= T{«TD*...«T{". Ha A€ T, és B¢ T;, akkor
tehat A= AD*AD% . %AD & B— BY+B .. B alaky, ahol ADET
és BP¢ TP TP, Definidljuk a P(A|B) feltételes valdsziniiséget a kovetkezo-
képpen :

alakban, egyetien Q(A) mérték segitségével, ha

) N '
P(A|B)= [[ PO(A®|B®) ha A€T, é BET,
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€s terjessziik ki a szokdsos modon a P(A|B) mérték definicidjat minden

rogzitett B mellett a T; halmazrendszer T} legsziilkebb BOREL-féle bovitésére.

Mas széval adott B, B®, ..., B™ mellett képezziik a [H®, T{, P® (4% |BY)]

KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mezék szorzatat és ezt a miiveletet B, B9,
., BY) dsszes lehetséges valasztisa mellett végezziik el.

Ugyanigy jarunk el végtelen sok feltételes valosziniiségi mez6 szorza-
sanal: a [H®, TV, TS, PY(A® | BY)] feltételes valdsziniiségi mezdk szorzatat
(k=1,2,...) ugy definidljuk, hogy képezziik a H—H®%H&(x .  xH® % |
szorzat-teret és valasztunk egy B = BW*B®% ... *B™« ., halmazt; a P(A|B)
feltételes valdszinfiséget eldszor a H tér . n. ,,hengerhalmazaira“ definialjuk,
vagyis az A =A(1.)*A(2)*...*A(N)*H‘N+‘)*H(N+">* . alaku halmazokra, még-

pedig a kovetkezéképpen: P(A|B) = ] ] P®(A®|B®). Ezutan kiterjesztjiik

P(A|B) értelmezését az. Osszes A hengerhalmazok halmazanak T} BOREL-féle
bévitésére, és ezt az osszes szdmbajové B = BD%B@x ... halmazokra elvé-
gezziik. Nyilvanvald, hogy az igy definidlt P(A|B) fiiggvény eleget tesz az .
és II. axiomdknak, csak a IIl. axioma teljesiilését kell kiilon megvizsgalnunk.
. Jelentse Tsaz dsszes BO*B®# ... % B®«x ... alakii halmazok 0sszeségét,
ahol BP€¢TH (k=1,2,...). Ha C€T, és BCET,, akkor tehat
C=CO%COx.,. . *Chx_.,
és
BC=(BC)W%(BC)?% ... % (BC)®=*..,
“alaku, ahol C® és (BC)® TY-hoz tartoznak. Nyilvanvalo, hogy a lll. axiéma
ekvivalens a ,
(11) P(A|BC)P(BC|C)=P(ABC|C)
osszefiiggéssel, mivel a PA|B)=P(AB|B) 0Osszefiiggés a szorzattérben is
érvényes*; ezért Ill. helyett (11)-et fogjuk bebizonyitani. Ha most A egy
hengerhalmaz, -
A= AD%x ADx . % AP gHOD g HO) %
akkor definicid szerint

PAIBO) = [[POaw (BCW).

Mivel a
x
py= [[PP({(BC)®|C®)
k=1

* Ez ha A hengerhalmaz, kozvetleniil P(A|B) értelmezésébdl kovetkezik; mivel
P(A|B)=:P(AB|B), ha A hengerhalmaz, kovetkezik, hogy ez az Osszefiiggés érvényes
barmely T7-hoz tartozé A halmazra is, mivel ha két teljesen additiv halmazfiiggvény meg-
egyezik egy halmazrendszeren, akkor megegyeznek ennek a halmazrendszernek a legsziikebb
Borel-féle bovitésén is.

25*
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szamsorozat nemnegativ és monoton nem-nodvekvd, lim p,=p létezik és két
N->x

eset lehetséges: p >0 vagy p=0. Ha p=0, akkor P(BC|C)=0 és igy
P(A-BC|C)=0, tehat (11) teljesiil; ha p >0, akkor viszont ‘

N X @
P(A-BC|C)= [[P®A®(BC)®|C®). [J] P®{(BC)™|C®),
k=1 k=N+1
és igy
N k
P(A|BC)P(BC|C) =k]¥P<‘“>(A(k>|(BC)(k))]]P(k)((3c)(k>]C(k)) —
— k=1

N ®
— JTP®(A®(BC)®|C®) [[ P(BC)®|CW) =P(ABC|C),
k=1 k=N-1

tehat (11) és igy a llI. axidbma érvényes minden A hengerhalmazra, tehat tet-
szbleges, a hengerhalmazok Osszességének T; BOREL-féle bovitéséhez tartozéd
A halmazra is.*

' Most vizsgaljuk azt a specialis esetet, amikor H® a valds szamegye-
nes és T %™ BoREL-halmazainak egy BOREL-féle halmazteste (k=1,2,...).
Jelolje x=(x;, Xs, ..., Xx,...) @ H tér pontjait (H=HO«H D =x...) és defi~
nidljuk a & =& (x) valosziniiségi valtozokat a kovetkezOképpen: & (x)=x:.
(k=1,2,...). Ha most

A=aVxAP %, . xd® ... és B=RDxBDx... xBO=*,

ahol @® ill. &* a valés szamegyenes részhalmazai, amelyek T{’-hoz illetve
T{-hoz tartoznak, akkor nyilvin

P(E:€A|B) =8® (A®|BD); k=1,2,..))

Ha tehadt ¥® a valés szamegyenes és igy F®(A®|H®) a szdmegyenesen
értelmezett feltételes eloszlasrendszer, akkor a H térben a fenti modon értel-
mezett &, valdszinfiségi valtozok (k=1,2,...) feltételes eloszlasrendszere
éppen §O(A®|HB®). Konnyen beladthatd az is, hogy ezekre a & valtozokra

P cAw, 5€A®, ..., E€Q®|B)— lz FHA®|HP),
k=

vagyis a &, &, ...,&, valtozok B€T, minden vélasztisa mellett B-re nézve
feltételesen fiiggetlenek; ezt ugy is kifejezhetiiik, hogy a & valtozok T,-re
nézve fliggetlenek.

llyen médon a kovetkezd tételt bnzonyltottuk be:

16. TETEL. Legyen §®(EA® | B®) a H® valds szdmegyenes BOREL-hal-
mazainak bizonyos T Osszességéhez tartozo A" halmazokra és T bizo-
nyos TS részrendszeréhez tartozé S® halmazokra értelmezett feltételes valo-
szintiségeloszldsrendszereknek egy tetszdleges sorozata. Akkor, képezve a
H=%HV«HD=x... térben a T, =T« TP ... halmazrendszer T; legsziikebb

* Lasd az el6zd oldalon 1évd labjegyzetet. -



A VALOSZINUSEGSZAMITAS U] AXIOMATIKUS FELEPITESE 385

BOREL-féle bovitését és a Ty,=TP TP *... halmazrendszert, megadhato egy
olyan P(A|B) (A€T;; B€T,) halmazfiiggvény, hogy [H, T, Ts, P(A|B)] fel-
tételes valdsziniiségi mezdt alkot; jelolje tovdbbd x = (x,,X,,...) H egy ftet-
sz0leges elemét és definidljuk a & = &(x) valdsziniiségi vdltozékat a kivet-
kez6képpen : E.(X) = xi; akkor a §&,§,, ... vdltozék T.-re nézve fiiggetlenek
és ha B= RV« RB®x..., akkor & feltételes eloszldsrendszerét §®(QW|H®)
adja meg.

A kovetkezokben sokszor fogjuk alkalmazni a 16. tételben szerepl6
konstrukciét; kiilonos figyelmet érdemel az az eset, amikor a §®(U®|HH)
feltételes valdsziniiségeloszlasrendszer nem fiigg k-tol, vagyis amikor a &
valtozok egyforma eloszlastiak. A 16. tétel értelmében konstrualt
[H, Ti, T,, P(A|B)] feltételes valosziniiségi mez6t a rovidség kedvéért
[%, §., 5,, §(A|B)]=*-gal jelvljiik ;. ha a (%P, §P, §P, 87 (@ |8™)] felté-
teles eloszlasrendszerek nem azonosak, a

[H, Ti, T, P(AIB)) = L] [, TV, TP, §°(@% | &")]
k=1
jelolést fogjuk haszndlni és azt mondjuk, hogy a [H,T;, T,, P(A|B)] feltéte-
les valosziniiségi mez6 a [X®, TP, T, §°(AY|&")] feltételes eloszlasrend-

szerek szorzata.
Sziikségiink lesz még a kovetkezd tételre is:

17. TETEL: A B,, By, ..., By, ... halmazok tarfozzanak mind T,-hoz, és
legyen B,<B,<...€B,S B, < ..., tovdbbd P(B.|Bn1) >0 (n=0,1,2,...),

és legyen [ [ P(B.|B.1) konvergens. Ha a B_= DB, halmaz nem tartozik

n=0 n=l
T,-hiz, akkor kiterjeszthetd a P(A|B) halmazfiiggvény értelmezése B =B -re
oly modon, hogy teljesiiljon a
P(A|B,)=1im P(4|B.)

oOsszefiiggés bdrmely A€T, halmazra.
BizonyiTAs: Ha AB < B, valamely N-re akkor a 6. tétel szerint ezen
N-t61 kezdve P(A|B,) monoton nem novekvd és igy lim P(A|B.) létezik,

tehat ha B_ nem eleme T.,-nek, akkor kiterjeszthetd P(A|B,) értelmezése
olyan A halmazokra, amelyekre AB S B,, N valamely értékére. Mivel

AB_— D AB,, tehat bevezetve az A,—AB, é A,;=0O jeloléseket,

n=0

AB_= > AuA. és A,1A,B_CB,, tehat P(A|B,) definidlhaté barmely
n=0
A-ra a

P(A[B,) =§P(An5n-x|3m)
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osszefiiggés segitségével. Mivel tovabba, ha AS B és P(A[B ) >0, akkor
P(A|B,)=P(A[B, )HP(BNIBHI)
tehat ha Ay S By (k=1.2,...) és AjAv=O, ha j==k, akkor
P(éﬁ1 Ay Bm)ng(AﬂBm),

és igy, ha AW, A® . A® _ _ tetszbleges halmazsorozat, amelyre A¢T,

és AMAM — O, ha n-=m, akkor bevezetve a ZA(")—A tovibba az

n=1

A9ByBy.1=Ayx és B4 =0 jeloléseket, kovetkezik, hogy

. P(A|Bm)=P(ABm|Bm) =N2:,O P(AByBy.1|B,) =

v: g P(A;~|B 2 Z:;P(Ai,NIBm)—gA}lm P(Af‘)BN|B ).
Mivel . .

hm P(A(t)BNiB )—— 11m P(A(‘)IBN)HP(BnIB,,H)_P(A(f»)|B ),
tehat

P(A|B,)= 2 P(A9|B,),
i=1

vagyis P(A|B,) teljesen additiv. P(A|B,) teljes additivitdsdbol kovetkezik, -
. hogy a P(A|B,)=lim P(A|B,) osszefiiggés barmely A€T, halmazra érvé-

nyes. Ugyanis a fenti jelolésekkel egyrészt

e

lim P(A|By) = > lim P(A. A, IBV)—ZP(A,,A,. 1|By) =P(A|B,)

- —-> n=0 N> o -

masrészt M barmely értékére

M — M -
lim P(A|By) = 3 lim P(AuAu1|Bx) = P (A, A.1|B,)
N> n=0 N> n==0
és igy
' hm P(AIBA) Zp(AnAn IIB )—P(A]B )

)
No>ow n=0.

Ebbdl a két egyenidtlenségbdl mar kovetkezik, hogy lim P(A|By)=P(4|B,),
Ny

Bizonyitdsra szorul még, hogy P(B_.B,)=1. Ezt a kﬁvetkezéképpen lat-
hatjuk be:

\

B — BO+Z B, B..1

n=1
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és igy
P(B.|B,)=P(B|B,)+ > P(B.B,:|B.) =
| —P(B,|B )+%(P(B,,|B )—P(B..1|B ))_- lim P(BN)B ).
Mivel'

P(Bx|B_) = P(By|By) ][ P(B.|B.11) »_]]P(B | Bat1),

n=JyN - =N

és a [ [P(B.|B.+) végtelen szorzat feltevésiink szerint konvergens, tehat

n=0

lim P(By|B,)=1 és igy P(B,|B,)—1.

N->w

(Abban az esetben, ha ]] P(B.|B.-1) divergens, vagyis

lim [IP(B¢;|Bn+1)—‘

N—>ow n=0

a B, halmaz azért nem csatolhaté T,-hoz, mert P(A4|B,)-nek azonosan 0-nak
kellene lennie, ami ellentmond a P(B,|B,)==1 feltevésnek).

Konnyen belathatd, hogy a lll. axioma is teljesiil. Ezzel a 17. tételt
bebizonyitottuk.

Még egy fontos fogalmat kell bevezetniink: feltételes valdsziniiségi
mezbk bedgyazdsdnak fogalmat.

Legyen [H, T, T,, P(A|B)] egy feltételes valésziniiségi mez6. Ha H egy
olyan halmaz, amelyre HEH’, tovdbba T{ a H' részhalmazainak egy halmaz-
teste, amelyre T,STi, hasonloképpen T: Ti-nek egy olyan részhalmaza,
amelyre To S Tj és végiil P'(A’|B’) egy olyan kétvaltozés halmazfiiggveny,
hogy [H’, Ti, T2, P'(A’, B')] egy feltételes valosziniiségi mezb és ha AET és
BET akkor

P'(A|B)y=P(A|B),

ez esetben. azt mondjuk, hogy a [H, Ty, T., P(A|B)] feltételes valosziniiségi
mez6 be van agyazva a [H',Ti, Tz, P(A’|B’)] feltételes valdsziniiségi mezébe,
illetve, hogy a [H, Ti, Ts, P'(A'|B)] feltételes valdszinliségi mezd a
" [H, Ty, T,, P(A|B)] feltételes valoszinliségi mez6 bovitése. Ha [H, T,, T,, P(A|B)]
a [H, T, P(A)] KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezd &ltal generalt feltételes
valésziniiségi mezd, a rovidség kedvéért azt a kifejezést is hasznaljuk, hogy
a [H, T,, P(4A)] KOLMOGOROV-féle valoszinbségi mez6 be van agyazva a
[H, Ti, T3, P'(A’| B)] feltételes valosziniiségi mezdbe. Végiil akkor is bedgyazas-
rol fogunk beszélni, ha nem maga a [H, Ty, T,, P(A| B)] feltételes valdsziniiségi
mezd, hanem annak egy izomorf képe van beagyazva a [H, Ti, T$, P'(A’| B)) .
feltételes valdsziniiségi mezébe. Igy példaul ha [H, T:, T:,P(4|B)] a
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[HO, T, T, PO(AY|BY)] és a [H®, TP, TR, PP (A®| B®)] feltételes valdsziniiségi
mez6k szorzata, akkor [H®, T, TY, PO(AY|BD)] és [H®, TP, TS, PO (A®|B®)]
(illetve izomorf képeik) be vannak dgyazva a [H, T,, T,, P(A|B)] feltételes valo-
sziniiségi mezGbe.

2. §. A nagy szdmok torvényei.

Ebben a §-ban a valosziniiségszamitds jelen dolgozatban megadott
elméletének a valosaghoz valo viszonyaval és ezzel kapcsolatban a feltételes
relativ gyakorisiagnak a feltételes val6szinliség korilli ingadozasait jellemzd
tételekkel, a nagy szdmok (feltételes) torvényeivel fogunk foglalkozni.

Egy kisérletnek, melynek kimenetele a véletlentdl fiigg, osszes lehetséges
eredményei legyenek az E,, E,,..., E,,... egymast kizard események. A val6-
sziniiségszamitds KOLMOGORov-féle elmélete abbol indul ki, hogy megadhatdk
olyan p, nemnegativ szamok (n=0,1,...), amelyek Osszege 1-gyel egyenio,
ugy, hogy ha a szobanforgo kisérletet N-szer egymdastdl fiiggetleniil megis-

mételjiik és v )-nel jeloljiik azt, hogy az N kisérlet koziil az E, esemeény
V)

hanyszor kovetkezik be, akkor a % hanyados, hacsak N elég nagy, altala-

ban kozel lesz p,-hez. Ezt a tapasztalatok szamos esetben valéban teljes

mértékben ala is tdmasztjdk. Azonban sem tapasztalatilag, sem logikai alapon
AX)

nem zdrhatunk ki eleve olyan kisérleteket, amelyeknél al—N—hanyadosok mind

altalaban annal kisebbek, minél nagyobb N, tehat minden egyes E, esemény-
nek a relativ gyakorisdga a kisérletek szamanak novelésével ,sztochasztikusan“
0-hoz konvergdl*. Azt, hogy ez egyaltalin nem abszurdum, mutatja, hogy
ilyen jelenség a valoszinliségszamitdas KOLMOGOROV-féle elméiete szerint is el6for~
dulhat, ha akisérlet koriilményei a kisérlet megismétlései soran megvaltoznak. igy
példaul ha a &, valosziniiségi valtozo jelenti a k-adik kisérletnél bekovetkezd ese-
mény indexét, és & POISSON eloszldsti 4, varhatd értékkel, vagyis annak a valoszi-

n

niisége, hogy a k-adik kisérlet eredménye az E, esemén ,Z'fe'*k-val egyenld,
8 gy Yo gy

és 4r— oo, akkor az E, esemény relativ gyakorisdga az els6 N kisérlet soran
n minden értékére sztochasztikusan O-hoz konvergdl ha N — oo,

- Az azonban, hogy ugyanez a jelenség akkor is bekovetkezzék, ha a
kisérlet koriilményei a kisérlet minden megismétlésénél ugyanazok, a Kormo-
GOROV-féle elmélettel nem fér Ossze; a jelen dolgozatban kozolt elmélet azonban
megengedi ezt a lehetdséget is. Igy pl. az 1. §-ban vizsgalt 2. példaban leirt

* A ,sztochasztikus konvergencia® kifejezést itt e sz6 nem matematikai, hanem ter-
mészettudomanyi értelmében hasznaljuk; e kifejezés szabatos matematikai értelmet a nagy
szamok torvényeiben nyer.
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HKkisérlet® esetében, amikor taldlomra valasztunk egy termeészetes szamot, tgy,
hogy barmely természetes szdm egyenld (feltételes) valdsziniiséggel keriithet -
kivalasztasra, mint latni fogjuk, éppen ez a helyzet.

Kézenfekvd az a kérdés, hogy a P(A|B) feltételes valosziniiségek hogyan
fiiggnek Ossze a gyakorisagokkal? Nyilvanvaloé, hogy ha csak azoknak a
kisérleteknek a megfigyelésére szoritkozunk, amelyeknél a B esemény beko-
vetkezik, ugy ezeknek a kisérleteknek a sorozatiban az A esemény relativ
gyakorisaga a P(A|B) szam koriil fog ingadozni, vagyis a P(A|B) feltételes
valosziniiség az a szdmeérték, amely koriil az A eseménynek a B feltétel mel-
letti feltételes relativ gyakorisdga véletlen ingadozdsokat végez. Ezt a tényt
irjak le szabatosan a kovetkezd tételek: :

Egy H kisérlet k-adik végrehajtdsanak (k==1,2,...) lehetséges eredmé-
nyeihez rendeljiik hozzd a valés szamok ¥ halmaza bizonyos BOREL-féle rész-
halmazainak egy &, BOREL-féle halmaztestének halmazait, &, legyen §, egy
részhalmaza és legyen [¥, §,, §,, §(d|P)] egy feltételes valOszinliségi mezd..
Feltessziik; hogy [H, &, 8., (X |B)] fliggetlen k-tdl, vagyis, hogy a kisérlet
minden egyes végrehajtisa azonos koriilmények kozott torténik. Képezhetjiik
a 16. tétel szerint ezen feltételes valosziniiségi mezdk [H, Ti, Te, P(A|B)] =
=[¥%, §,, T, F(A|B)]™ szorzatit és abban definidlhatjuk a &, valtozokat gy,
hogy T,-re nézve fiiggetlenek legyenek és & feltételes eloszlasrendszere éppen
[, &1, 5., . értéke tehat a k-adik kisérlet eredményét jel-
lemzi. Jelolje nx(4) a &,8,, ..., &x valtozék koziil azok szamat, amelyek az
A halmazhoz tartoznak, ahol & egy tetszéleges &,-hez tartozé részhalmaz,

\ __ nx(4.)
akkor /N(él[és)e 1o (@)
ményre vonatkozo feltételes relativ gyakorisagat az els6 N kisérlet soran. nx ()
tehat azt fejezi ki, hogy a kisérlet N-szeri végrehajtdsa sordn hanyszor kovet-
kezett be olyan esemény, amelyet az & halmaz jellemez. A rovidség kedvéért
azt az eseményt, amelyet az & halmaz jellemez, azonosithatjuk d-val, tehat
mondhatjuk, hogy nx(&) azt jelenti, hogy az els6é N kisérlet sordn hanyszor
kovetkezett be az & esemény.

Be fogjuk bizonyitani elészor a kovetkezd két tételt:

1. TETEL: Legyen [H, T, Te, P(A|B)]=[X, 51,5, $@|B)]™* (a I6.
tételhez fiizitl megjegyzés értelmében), legyen O €§, és BEY,, tovdbbd legyen
PBECHECF, (N=1,2,...) és C= @“’*@‘2’* €Ty; legyen §(H|CY) = py

(N=1,2,...) és tegyiik fel, hogy a Z Dy Sor a’zvergens Definidljuk @ H hal-

(RET,) adja meg az & eseménynek a H ese-

mazon a & valdsziniiségi valz‘ozokat a 16. tetelben szereplo mddon, vagyis ugy,
hogy &, feltételes eloszldsrendszere [X, §,, §,, §(Q|B)] legyen és a & vdltozok
Siiggetlenek legyenek To-re nézve. Jelolje nx(D) a §,&, ..., Ex vdltozdk koziil

azok szdmdt, amelyek értéke D-be esik, (D € §,), és legyen 7’1\'(&’53):‘%%1%?)
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(az & eseménynek HB-re vonatkozo feltételes relativ gyakorisdga az elsé N kisérlet
sordn) akkor, ha & >0 fetszoleges, fenndll, hogy

vagyis a C felz‘etel mellez‘t A-nak &-re vonatkozo feltételes relatzv gyakorisdga
sztochasztikusan konvergdl §(&1|MB)-hez.

1. ‘MEGJEGYZES. Ha €™ = nem fiigg N-t6l, HESEC, és F(B|C) >0,
“akkor a tétel feltevései teljesiilnek. Ha €=, a tétel a nagy szamok kozdnsé-
ges torvényére redukalodik.
2. MEGJEGYZES. A vaz oo feltétel azért természetes, mert va je-.
N N=1
lenti'a B eseménynek az egész klserletsorozat soran valo bekovetkezése1 szd-

manak C-re vonatkozo feltételes varhaté értékét. Ennélfogva Zpy< oo azt
' N=1

jelenti, hogy az esemény a C feltétel mellett altaldban csak véges sokszor
kovetkezik be és ebben az esetben a relativ gyakorisag -hatarértékér6l nem
érdemes beszélni.

2.a. TETEL. Ha az 1. tétel feltevései teljesiilnek, tovabbd teljesiil még a

kovetkezd feltevés is:*
N

. 1§pn o
M ]31£nm log N = A
akkor

P(lim 7x(A1|®)— (a1 ®)| O —1,

N>

vagyis d-nak H-re vonatkozo feltételes relativ gyakorisiga a C feltétel mellett
1 valdsziniiséggel konvergdl §(&|H)-hez.

1. MEGJEGYZES. Ha @™ = @ nem fiigg N-t6l, B S C és §(B|C) > 0, akkor

< N

" — ) -
N 21' Pr =3(B[C) log N
Ha & =_C, akkor a 2.a. tétel a nagy szamok kozonséges erds torvényére
- redukalodik.

Az 1. ES 2.a. TETELEK BIZONYITASA. Azt az eseményt, hogy az els6 N
kisérlet koziil a & esemény az i,-edik, i,-edik,...,i,-edik kisérleteknél és csak
ezeknél kovetkezett be, jeloljik D) . ., -nel. AD% i feltétel mellett

1y 3.«

9+ 9, B

a 2. a. tefel feltevései teljesiilnek, hiszen 1

/v(alo%)

* Az (1) feltevés nem szuksegcs a 2.a. tétel éllitéséhak teljesiiléséhez; ldsd a 2. b.
tételt. '
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ahol a Y4 (k=1,2,..., N) valosziniiségi véltozok fiiggetienek és az 1 illetve O
eértéket veszi fel, aszerint, hogy a k-adik kisérletnél az & esemény bekovetke-
zik-e vagy sem; ennélfogva I az 1 ill. O értéket §(A|B) ill. 1 —F(Q|MB) valo-
- sziniseggel veszi fel; bevezetve a p=§(d|B) jelolést, annak a valosziniisége, .

®)| > ¢ legyen, éppen By(e, p)— (Z)pk(l—p)"”‘

|<-p|>e

Ilyen médon a 12. tétel szerint

P(I‘/v(a|o‘3?>)-—35(a|e‘13)|>8|C)—-ZB(S,P) Z P(Dfﬁ) in| ©)y

n=>0 tylg. .. In

ahol a bels6 Osszegezes az 1,2,...,N szamok koziil kivalaszthatdo o©sszes.
lehetséges (i1, iy, ..., 1,) n-edrendii kombinacidkra terjesztendd ki. Konnyen
belathato, hogy

.P(ngil...snlc)—‘ﬂ(l—%) 1] ”‘},

Sziikséglink lesz a kovetkezd egyszerii segédtételre:

1. LEMMA* Legyen 0<p <1, g=1—p, ¢>0 és

akkor .
Bn(S; p) < 207,

ahol o =o(¢, p) nem fiigg n-tél és 0<o <1, ha O<s<%.
BizONYITAS :** Mivel

n

Z(Z]P"Q” F P — (pe’ +q)" o

k=0
tehat , ‘
( . Z (k)pkq'n k) hen <(pe _I_q) —pAn
Sl
€s
[, = [i)par)en<eertorem
) %-P<—£<O
tehat : -
(1) Bn(g, p) < (pe(q-£)7&+qe-(pfrt)l)n_*_(pe—(qﬂ),u _]_qe(p—e)#)n,

ahol 4>0 és u>0.

* Ez a lemma, valamint e § tobbi lemmaja kozOnséges valOszinliségszamitasi téte--
leket fejeznek ki, mig a § tételei az 1j axidmarendszerre vonatkoznak.
** Ennek a bizonyitasnak a gondolatmenete Sz. N. BernsTein-t0] szadrmazik. 1. [4].
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Valasszuk most meg 4 és u értékét ugy, hogy az (1) jobboldalan &llo
els6, ill. masodik tagot minimalizaljuk. Nyilvanvalo, hogy ez akkor kovetkezik,
be, ha*

S gt
A=log — i és u==log .
] —— 1——

q P
Igy azt kapjuk, hogy '

q-€ pte.n { pt+e qﬂ:b n
) G s G5
q—¢ p+e) ) p+e g+e) Vo

Figyelembe véve, hogy ha & <£3£, akkor

q q-& p pte 32
] =
Og(q—s) p+e 3pq

p p-¢ g qte e
| ) =
o8 (p—s) g+e 3pq

Bn(sy p) < 2_91&7

- Bu(e,p) <

&

1A

kovetkezik, hogy

22

O<o=e 1 <1 (O<s<%).

ahol

A fenti lemma segitségével nyerjiik, hogy

~
P(ly~(@]8)—8(@|RB)| >¢|C) < ZJQ(I—pj(l —0)),
ahol 0< o< 1. | ’ |
Felhaszndlva az 1—x = e~* egyenl6tlenséget, kovetkezik, hogy
-(1—9)2N‘pn
() P(|ly~x(Q|B)—8(G|B)| >¢|C)<2e ==t .

N .
Mivel feltevésiink szerint >, p,—oco, ha N—oo, (2)-b6l az 1. tétel allitdsa

n=1
azonnal kovetkezik. A 2. a. tétel bizonyitdsdhoz egy joOlismert bizonyitasi
gondolat szerint elegend6 kimutatni, hogy a :

: P (I7x(AB)—8(@|B)| > #|C)

n=l

sor az & >0 szdm minden valasztasa mellett konvergens. Ez azonban nyilvan-
valdan teljesiil, ha

* log mindeniitt a természetes logaritmust jelenti.
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N

> P

z\]rlinmlog N~
Ezzel a 2. a. tételt bebizonyitottuk.
Konnyen belathato, hogy elegendd, ha a BEC®) felteves N= N, -ra

teljesiil, nem sziikséges, hogy No=—1 legyen.
A 2.a. tételben az (1) feltevés valdjaban felesleges: a tétel érvényes.

pusztin azon feltétel rhellett, hogy Z p» divergens. Ennek bebizonyitdsdhoz.

szitkségiink lesz a kovetkezo segedtetelre

2. LEMMA: Legyenek &,,&,, ..., ¢&., ... teljesen fiiggetlen valoszmusegz vdltfo--
20k, M(,)=0¢és D) =D, (n=1,2,...), legyen tovdbbd A, (n—=1,2,...),
egy olyan pozitiv tagi, monoton nivekvd szdmsorozat, amelyre lim A, = oo,

A l 7n-—>
" =v¢, ahol ¢>1 dllando és

A,
D2

2 Y <oo
(2) = <
legyen tovdbbd ,
(3) Cn=§1+§2+”'+‘§n'
Akkor

Pl ~o)-1

BizonyiTAs: A KoLMOGOROV-féle egyenl6tlenség* szerint, ha & > 0, akkor

N
- >'D;
4) P(max |{|= & ==

1=n=N &

Ennélfogva, ha N, < N, <---< Ni <--- tetszbleges pozitiv egész szamokbol

allé szamsorozat és & >0, akkor
' Nt

& | =D
(5) P(N max . >s)<P( max |G| = edy,) = 5

S"<Nk+1A ﬂ—NI;+1 AN,‘ '

Most vélasszuk meg az N, szdmsorozatot tigy, hogy teljesiilnek az A;c* < Ay =

=+ A (k=0,1,2,...) egyenldtlenségek; hogy ez lehetséges, azt teljes
indukcioval lathatjuk be. Mivel A, < Az = cA,, tehdt Np-nak valaszthatjuk az
No=2 értéket; ha mar Ny, Ny, ..., N, értékeit megvalasztottuk, akkor, mivel

Ay, 1 = cAy, = A,
tehat vannak olyan n értékek, amelyekre n >N, és A, = *2A;; legyen
n= Ny a legnagyobb szam, amely ezekkel a tulajdonsdgokkal bir, akkor Ay

k+1_

* Lasd pl. [5]. XL fej.
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= "2 A1 és Ax, 11 > "2 A;; ebbOl azonban kovetkezik, hogy Ay, , = c*A,,

. Nppqptl ' . '
mert ha Ay <A volna, akkor A‘—“Jr > ¢ volna, ami ellentmond felte-
’ Np+1
véseinknek.
Legyen S,= > Dj; konnyen beldthaté, hogy
J=1
. * Sy
®) | D —tt <oo;
= ANk .
ugyanis .
< SNk+1 & r)( ) 1 )
5 D; >
k=0 ANk = "‘}%éf Ai}
és ha M <Jj= Nk +1, akkor
ZL Zw__c‘~’1<c61<‘c61
R A N N
tehat , o
\—'S k1 Z‘c ;
+ :() AN}.— —— y=1

o

- Ne+1 L,
> A2+ <0 ¢és igy
Ny

h=1»

‘Ennélfogva  tetszéleges o >0 szamhoz talélhaté olyan r==r(d), hogy

V C"i ) S ( lgnl ) - S
P ol )= >p Dl > gl = D ko
(f;“?, A e s AT E AA ‘
vagyis ‘
(7) | P ( lim j — o) =1.

A 2. lemma egy masik lehetséges. blzonyltasa az alabbi ]. HAJEKt6l szdrmazo
egyenldtlenségen alapszik*:

2. b. LEMMA: Legyenek &,5&,,...,&E,, ... fiiggetlen valosziniiségi vdltozok
M &) =0, D(&) =Dy, A, legyen egy pozitiv és monoton niovekvd szdm-

2

sorozat és fegyiik fel, hogy A, — oo tovdbbd, hogy Z: f ;
. k= L
Co=&+&+---+& és ¢>0, akkor

ZDE o 2
P[sup If;kl ?8)2—% =+ > D

2
k=0 & n k=n+l Ak

* |. Hajex ezt az egyenl6tlenséget az 1954. jiniusdban Pragaban tartott Matematikai
Statisztikai Konferencian kozolte velem, és azt szives hozza]arulasaval kozIom; az itt adott
‘bizonyitds Hajex eredeti bizonyitdsanal egyszertibb.
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A 2. b. LEMMA BIZONYITASA: Legyen

1
Nu== 'L ( )
k;n’ h AA+1

Akkor » .

1) M (>1,) = k=1 . X f .
| (n) e +k=%+1 -

ok

Jelolje E,(m==n,n4-1,...) azt az eseményt, hogy a yi
k

;m

szamok koziil

13

az els6, amely nagyobb (vagy egyenld) mint &. Legyen

(k=n,n+1,..))

E— Z E. . Akkor

MO = 3 MOl £ P(Ew -+ M (1 E) P(E) = 3 M (1 ) P (En).

m=n . m=n
Mivel

MQuE) = M| Zch( |

Ai Am
Masrészt, ha k= m, CL——C,H-CA Cm, €s igy

M (Ck | Em) - M (Cm + 2 Cm (57- .Em) + (gk - gnz)glEna) = .
- ; M (gfn + 2 Cm ;k_ gm) I Em) .

- Mivel L, — ¢, fiiggetlen ‘a &, &, ..., &, valtozoktol, tehat 5— &, fiiggetlen
C.-t6l, a csak a &, ..., E, valtozok értékeire vonatkozé E, feltevés mellett is,
ennélfogva M (G, (& — Cu)|En) =0 és igy

, M@C|E)=M(Z|E)  ha k=m.
Mésrészt az Em felteVéS mellett I§"‘| = Am & 6s lgy
M@G|E)=M@GE) = A,

k=n

)= Smemf k)

[lyenmédon .\
9 9 = 1 1 o
M Tin Em =& A;n . (_) —— ) — &
( : I ) k%v AZ A;+1
tehat
m—=n k>n %

(1)-bél és (2)-bol a 2b. lemma allitasa mér kovetkezik. Flgyelembe véve, hogy

@ 2 2
~" Dk ko .
ha D . —t =0, a 2b. lemmabol a 2.
h=n+l : n-»o k=1 3

lemma allitasa mar kovetke21k.
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A 2. lemma segitségével el6szor kimutatjuk, hogy
P(;@;"gﬂzllc)z 1,
e =P
Ez a kovetkezOképpen lathato be: a C feltétel mellett nx(B) = 1+ i+ -+« + 7w
ahol az 7 valtozok fiiggetlenek és Py =1)=pi, P (i =0)=1—p; tehat
M (7)) = pi. Legyen i ='"mx— px; akkor M (52) =0 és D (17) = / pe(1—ps)-

Az n; valtozdkra alkalmazhaté a 2. lemma, ha abban A,= D' pi; ugyanis
k=1

n
feltevésiink szerint A, — > pi—> oo 63 A1 = A,, masrészt
k=1

végiil pedig

M
o
S
|
B~}
2.
l
=
p—
1A
=
|
M
—_—
I
==

n=I1 Ai n=1 - Ai n=1 'AnAn-l n=1 An—l An
tehat a >, Az" sor valéban konvergdl; ennélfogva
n=—=1 n ' .

P|lim L——0{C|=
n->w® Zpk
Mivel
Z’ii an
P| lim = =0[C|=P| lim —=—=1|C|=
py2 2. P
k=1 k=1
—P (1im'7§—(‘53’)=1{c),
tehat
®) P(lim ﬂﬁ@:l)(:):l.

n—> 0 th
Hasonloképpen lithaté be, a 2. lemma segitségével, hogy

©@ P ( lim —1x(9%) c)=1 .
| @) 2 p |

n=1

=1
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(8)-bol és (9)-bdl azonban kovetkezik, hogy

(10) P(A[iinm%zg’(am)‘c)zl.

llyenmédon a kovetkezd tételt bizonyitottuk be:

2.b. TETEL. Az 1. tétel felfevései mellett
P(lim yx(a| &) =8 (A|B)|C) =1,
Now

vagyis a—nak B-re vonatkozo feltételes relativ gyakorisiga a C feltétel mellett
1 valdsziniiséggel konvergdl d-nak H-re vonatkozo feltételes valosziniiségéhez,
hacsak C=CN %@ % ... BSCH® (N=1,2,...) és

(11) é@(@(@mz v,

MEGJEGYZES. A bizonyitasbol latszik (lasd (8)-at), hogy a (11) feltevés
azt jelenti, hogy a & esemény a kisérletsorozat sordn 1 valésziniiséggel vég-
telen sokszor kovetkezik be; ebben az értelemben a (11) feltétel természetes,
hiszen, ha (11) nem teljesiil, akkor a ¢ esemény a kisérletsorozat soran 1
valosziniiséggel csak véges sokszor kovetkezik be, és igy a feltételes relativ
gyakorisdg hatarértékérdl tulajdonképpen nem érdemes beszélni, mivel a
(| B) (N=1, 2,..) szamsorozat 1 valdsziniiséggel valahonnét kezdve allandé.
Nyilvanvalo tovdbba, hogy a 2.b. tétel éllitdsa kiilondsen abban az esetben

N
figyelemremélto, amikor lim —I}\—, D p.=0; ez esetben ugyanis
=1

N->ow

. nn(B)
P (lzl—l;noo N o 0

)

vagyis a B esemény relativ gyakorisdga 1 valosziniiséggel O-hoz tart, és igy
a feltételes relativ gyakorisigra vonatkozé allitds nem potolhaté a kozonséges
relativ gyakorisdgra vonatkozo allitassal. :

Erdemes megemliteni a 2. b. tétel egy szamelméleti kovetkezményét.

Ismeretes, hogy a- (0, 1) intervallumban fekvé x valés szdmok el6éllit-
hatok az

®
M~ &u(x)
= q1qz.-.qn

- CaNTOR-féle sorokkal,* ahol ¢, = 2 egész és &.(x) a 0,1,...,g,—1 értékeket
veheti fel; az &.(x) szdmok egyértelmiilleg meg vannak hatarozva, kivéve, ha

N
x racionalis szam, amely elallithaté x — > -q—;ﬂi)q— alakban (&.(x) >0);
n=1 1492+ v « Yn ’

ez esetben lehetséges az

N ©
zﬂ Sn(X) SN(X)_] 2 Y qn—l
x - -
n=1 qlqz---qn + %qa---QN + n=N+1 Q1q2...qu

* L. pl. O. Perron, Irrationalzahlen, W. de Gruyter, Berlin, 1921, 111—116.

26 Matematikai és Fizikai Osztaly Kézleményei
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elgallitas is; allapodjunk meg, hogy ez esetben mindig a véges eloallitast
valasztjuk. Jelolje nw(x; ki, ksy ..., k) az &(X), &(X), ..., en(x) szdmok koziil
azok szamat, amelyek a ki, ks, ..., k., nemnegativ egész szamok valamelyiké-
vel egyenl6k. A 2.b. tétel kovetkezményeképpen adodik, hogy ha teljesiilnek
a kovetkezd feltevések:

| 1) : gn=max (k,, ky, ..., k), ha n=n,;
€s ‘
|
2) 2 =t oo,
n=1 Qn

akkor majdnem minden x-re

' nx(x; k) 1

(12) lsl_l;noo Im(x kl,kg,...,ks)_?
vagyis a ki, ks, ..., ks szdmok feltételes relativ gyakorisdgai majdnem minden
valos szdm CANTOR-féle sordban hatdrértékben egyenldk, feltéve, hogy ftelje-
siilnek az 1) és 2) feltevések.

Ez nyilvanvaldan BOREL hires tételének * az 4ltaldnositdsa: ha q,.——q
nem fiigg n-t6l, akkor specidlis esetként nyerjiik a BOREL-téteit.

Az elobb bebizonyitott tételek messzemenden altalanosithatok, amennyi-
ben érvényes a kovetkezo:

3. TETEL. Legyenek £,8,..., &, tetszbleges, egyforma ['Zf, 81,9, F(A|N)]
feltételes eloszldsrendszerii, ezen eloszldsrendszerek [H, T3, Ts, P(A|B)] vég-
telen szorozatterében a 1. §. 16. tetele erz‘elmeben T,-re nézve fiiggetlen
valosziniiségi vdltozok. Legyen R€§, é - vdltozok (kozos)
feltételes vdrhato értékét a B feltétel mellett, Iegyen C— @(“ *CPx. . €T,
(€™ €§,) tovdbbd H=CH (k==1,2,...). Legyen py = F(H|C™) és tegyiik

fel, hogy teljesiil a >, p; =4 o0 3 Eg,.. ooy Sy vdl-
n=1

tazék $-re vonatkozo feltételes empirikus kozépértékét, vagyis legyen

‘ &+ &,
(13 ) TR )

ahol &.,&,,...,&, Jelentik a &,§&,..., v vdltozok koziil azokat, amelyek
- értéke 3B-be esik. Ha a & vdlfozok korldtosak, |&| = K és ¢ >0, akkor

lim P(|x(E] ) —0.

4.a. TETEL: A 3. tétel feltetelet mellez‘t ha meg teljesiil a

lim Z pn

Noow 10g Nn__l

* E. Borel, Les probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques, Rend.
Circ. Math. Palermo 27 (1909), 247—271.
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feltétel is,
P( lim QN(§|3?>) =-ME|BR)|C)=1.

MEGJEGYZES: Ha a &, vdltozok csak a O és 1 értéket veszik fel, akkor
a 3. és 4. a. tétel specidlis eseteként az 1., ill. 2. a. tételek adodnak.

BIZONYITAS : Lényegében ugyanazzal az (Sz. N. BERNSTEIN-t6l szdrmazo)
gondolatmenettel, amellyel az 1. lemmat bebizonyitottuk, belathato a kovet-
kezd segédtétel is:

3. LEMMA: Ha a &,&,, ..., &, ... vdltozok egyforma eloszldstiak, teljesen
fiiggetlenek és korldtosak, M(&)= M, |&—M| =K (k=1,2,...) és szordsuk
D (&) = D véges, akkor '

P(' §1+‘§2+;1"‘+tn —M|\>6)<2@",

ahol

o=—¢ ‘(M”’), ha & < pgq.
A 3. lemma bizonyitdsa megtalalhato pl. [5]-ben (XI. fejezet 4. §.)

A 3. lemma segitségével ‘a 3. és 4. a. tételek ugyanugy bizonyithatok, mint az
1. lemma segitségével az 1. és 2. a. tételek, ezért a bizonyitdst nem részletezziik.
\Y

A 4.a. tételben szerepld lim ¥ pn—+ oo feltevés nem sziiksé-

N«—mlog ﬁ:l

ges a télel allitdsanak teljesiiléséhez, s6t a & véltozok korlatossaga sem sziik-
E|B) és D(E|MB) 1éteznek, vagyis érvényes

a kovetkezd
4.b. TETEL Az 1. tétel feltevései mellett (kivéve a &, korlatossagara vonat-
kozo feltevést) ha M(E|B) és D (E|B) létezik, akkor
P( lim §,.(§|#) —= M(E|R)|C)=1.

BIZONYITAS: Legyen r,=1, ha §, €& és r, =0, ha &€, toviabba
legyen & = n,.&,, akkor M(&)) = p.M(§|B) és

D2(¢n)—puD°(5lf‘3)+pn(1 —P)M* (5| ).

Ennélfogva, ha A,,—an, akkor az A, = An, lim A, = oo, ——Aj”—lél -+
+— = ¢ feltételek teljesiilnek és teljesiil a (E )< + o= feltevés is; vagyis

alkalmazhato a & =§&—M(E) valtozdkra és az A, sorozatra a 2. lemma,
és igy kapjuk, hogy

N

Zz:’
Pl lim=

N>
an

n=1

—olc|=1,

26¢ -
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vagyis

Y,

28
(14) * Pl lim ‘5= ME®)|C|=1.
N> »—w

Mivel a (8) szerint

(@ |
(15) P(th-I ic):

\»mzp“ i

(14)-bot és (15)-bol kovetkezik, hogy

>
P(]lm = = M(§|£‘B)‘ =1,

(16) m @

z &
'21\(%)
Nyilvdnvalo, hogy ha @™ =& (N=-1,2,...), akkor a 4.a, ill. 4.b.
tételek specidlis eseteként a nagy szamok kozonséges torvényeit kapjuk. Ha &,
~csak az 1 és O értékeket veszi fel, mégpedig & ==& (a)= 1, ha aeﬂ akkor

a 4.b. tétel a 2.b. tételre redukalddik.

Ezen § tételeit mind feltételes valosziniiségi mezbk szorzataira mondot-
tuk ki, mivel a tételek feltételei igy a legszemléletesebbek, és e fogalmazas
egyben evidenssé teszi, hogy a szObanforgd tételek feltételeinek megfeleld
valosziniiségi mezOk valdoban léteznek. E tételek -érvényességéhez azonban
egyaltalan nem sziikséges, hogy a szdbanforgd valdsziniiségi mezd ilyen mo-
don legyen megkonstrudlva. E tételek bizonyitdsanal ugyanis ez a tény nincsen
lényegesen kihasznalva. llyenmddon e § tételei mind éltalanosithatok. Nyilvan-
valéan elegendd a 4.b. télelt kimondani ebben az altalanos alakban, mivel
az e § osszes tobbi tételeit tartalmazza. A 4. b. tétel szbanforgoé éltalanositasa
a kovetkezd:

Tekintve, hogy Cn(&|R) = ezzel a 4. b. tételt bebizonyitottuk.

4.c. TETEL: Legyen [H, T, Ty, P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezd,
legyenek &,&,,...,8., ... ezen a mezon értelmezett, és Ty-re nézve fiiggetien
valdsziniiségi valtozok, amelyek ugyanazzal a [X,§,,5,,
eloszldsrendszerrel birnak, legyen #¢€8,, és legyen B,€T, az a halmaz, ame-
lyen §,€RB. Legyen C€T,, tegyiik fel, hogy B,SC (n=1,2,...); legyen

=P (B,|C) és tegyiik fel, hogy teljesiil a Z D=} oo feltétel: Tegyiik fel,
hogy M(E.|Bi) =M (E E.€B) =M 6s D(Elek);ﬁD(gq_Ekeéb) léteznek. Akkor
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> g
e
E €D
P| lim ‘:-’;"1 =M|C|=1.

n—»

£ €Y

=k=n

MEGJEGYZES : Ahelyett, hogy B.SC (n=1,2,...) elegendd feltenni,
hogy ha 'S ®H és B, az a halmaz amelyen &,.€ &', akkor P(B,|B.C)=,
=P(By|By) (n=1,2,...). Ha igy fogalmazzuk meg, a 4.c. tétel specidlis
esetként tartalmazza a 4. b. tételt. "

A 4. b. tétel bizonyitasabol az is lathato, hogy ha a valtozok feltételes
eloszlasrendszerei nem azonosak, de egyébként a 4.c. tétel feltételei teljesiil-
nek, kivéve azt, hogy D(&|®B)= D, nem fiigg k-tol, akkor a 4.c. tétel alli-

D Dk )

(30

tasanak érvényessége abban az esetben mutathato ki, ha a Z sor

konvergens. llyen mddon tehat érvényes a kovetkezd

4.d. TETEL. Ha a 4. c. tétel feltevései teljesiilnek, kivéve azt, hogy a &
vdltozok egyforma feltételes eloszldsrendszerrel  birnak, M(E:|B)=M és
D (&|#) = Dy, akkor a 4. c. tétel dllitdsa ervenyben "marad, hacsak fteljesiil
még a

ST > -

feltétel.
3. §. Hatdreloszldstételek

El6szor a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

1. TETEL: A [H, T3, T, P(A|B)] =%, ., &, (X|PR)]** feltételes valo-
sziniiségi mezdn a 16. tétel értelmében értelmezett & ,&,, ..., &, ... valoszinii-
ségi vdltozokrdl, amelyek tehdt egyforma [¥, ., Ty, (&X|B)] feltételes eloszlds-
rendszerrel birnak, és Tyre nézve fiiggetlenek, tegyiik fel, hogy M(§.|#)=0
és D(E.|#B) =D véges (n—=1,2,...); tovdbbd legyen :

C=C"%ECPx% . $CM g, . eTg,

ahol $ SCM (N=1,2,...) §(B|C™) = py és > Do ==+ 0. Akkor ké-
pezve a
z 9 (&)
Cv(E|B)= =
DY 2 p

k=1
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vdltozot, ahol
x, ha x€H

Y= 0 g xi
N; . .
(tehdt Z F55(8) a &,5, ..., Ex vdltozok koziil azok oOsszegével egyenld, ame-
k=1 . .

lyek értéke D-be esik), érvényes a
A!im PEn(E|B) < x|C)= D(x)
reldcio, ahol

-
. o

(D(x)zv% feédt (—o0 < X < + 00).

BizoNYITAS: Legyen F(x)==F(x|®) a & valtozok felteteles eloszlas-
fliggvénye a & feltétel mellett, és F,(x) az F(x) fuggveny onmagaval valo

n-szeres kompozicioja; legyen a rovidség kedvéért > Dh=Qx (N=12,..);
n~l

akkor Cx(&| ) eloszlasfuggvenye

Z ol F,,(xD]/Q_N) (Fo(x)=1 per. def.)

bi, )
I —pi.

’ N ~ n
A= > a—py > 1]
=1 Tpy gy vy ey ¥y =1

annak a valosziniisége, hogy a &, &, ..., Ex -valtozék koziil pontosan n-nek
az értéke esik $B-be. Jelolje wx(f) a I (E|R R !
tételes) karakterisztikus fiiggvényét és ¢@(f) a & valtozok B feltétel melletti
(feltételes) karakterisztikus fﬁggvényét akkor :

ahol

t

= 3oy |

n=A

w0~ b))

Mivel feltevés szerint ¢’(0)=0 és (p"(O)———Q és lim Qy = oo, tehat
. : No>w

és igy -

2
A\ ' v§+0{1)
. Yx(t)=e *°
€S 1
gy a
lim 1//5'(1')28 2 ‘ K
N>w® .

Ebbdl a tétel allitisa mar kovetkezik. :

A centralis hatareloszlastétel érvényességéhez nem sziikséges az a fel-
tevés, hogy a &, valtozok (feltételes) eloszlasai megegyezzenek. Ervényes
ugyanis a kovetkezo
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2.a. TETEL: Legyen a [H, T3, T,, P(A|B)] feltételes valésziniiségi mezd a
", g9, §P, %@ |BY)] feltételes valosziniiség-eloszidsrendszerek szorzata,
és a & vdlfozokat értelmezziik a 16. tételnek megfelelden, (tehdt & feltételes
eloszldsrendszere [X®, 5P, §5, 8¥ (él(k)]c%("’)] és a & vdltozok T,-re nézve
fiiggetlenek). Legyen C—=CV % C? % ... €Ty, ahol $SCMeFW (N=1,2,...),
tovdbbd §(B|CM)=py, M(E|R)=0 és D (&|B)=Dx. Vezessitk be a

M([&*|8) = L}

jelolest, és tegyiik fel, hogy

AV
A 3
- pkLk
]' kzl
m ————3-= 0.

“ 73
Noow I:T" o 2
e pl.'D.'&
k=—1

Legyen
¢ ‘ ; x, ha x€&
' (B(x)_\ 0, ha xé&
akkor
N
2, Fap(E)
lim P | 22 < x|C|=®D(x).

N> JL
2
VZ prDi

k=1

BizONYITAS: A $qu(&) (k=1, 2, ...) valtozok nyilvanvaléan C-re nézve

fiiggetlenek egymastol, tovabba

M(F4E)|C)=0

D*(9q3 (5)| C) = pi Di

M(| 9a5(E) | C) = puLi
és igy Ljapunov tételének Osszes* feltételei teljesiilnek C-re nézve. Ebbdl a
tétel allitasa kovetkezik.

A most bebizonyitott tétel Ljapunov tételének egyenes altalanositisa fel-
tételes valdsziniiségi mezokre. Ez az altalanositds Lindeberg tételére vonatko-
z0lag is elvégezhetd. Lindeberg tételének ezt az 4ltaldnositasat ugy fogalmaz-
zuk meg, hogy fiiggetlenitjiik a szoban forgd valosziniiségi mezé szorzatként
vald konstrukciojatdl, ami itt ugyanugy nem sziikséges a tétel érvényességé-
hez, mint a nagy szamok torvénye esetében. igy nyerjiik a kovetkez6 tételt:

2.b. TETEL: Legyen [H, Ty, T,, P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezd,
legyenek &,&,,..,5., ... ezen értelmezett és T,-re nézve fiiggetlen valdszinii-
ségi vdltozok, . feltételes eloszldsrendszere legyen [X™, g9, §9,8%(a|B)).
Legyen & egy BoREL-halmaz, amely az osszes §3° halmazrendszerekhez hozzd-
tartozik, jelolje &. a (—oo, x) intervallumot és legyen Fi(x|$)= §®(J.|MB)
(—oo < x < o0) & feltételes eloszldsfiiggvénye $B-re nézve. Tegyiik fel, hogy

* Lasd pl. [5]. XIIL. fej.
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M(E:[#B) =0 és D(&|¢
amelyen §.¢€ B és tegyiik fel, hogy [ B.<C. Legyen P(By|C)=p; és ve-
. k=1

= D, létezik; legyen C€Ty, jelélje By azt a halmazt,

zessiik be az

S” - l/ Zpk DI?
k=1

Jelolést. Legyen C,— Z E. Akkor annak sziikséges és elégséges feltétele,
§ €8 )
1<k=<n

C’L

hogy C-re vonatkozo feltételes eloszldsa a standardizdlt normdlis eloszlds-

hoz konvergdljon, az, hogy minden pozitiv s-ra teljesiiljén a

~

lim —Z Dr J x* dFi(x|#B)=0

T "I‘ 2| > ¢S,

Seltétel. :
Ellentétben a 2. a. tétellel, (amelybdl az 1. tétel nem kovetkezik, hiszen
az 1. tétel feltételeibol M(|E:[?|sB) 1étezése sem kovetkezik), a 2. b. tétel tar-
talmazza specidlis esetként az 1. tételt. Ugyanis ha [H,Tl,Tg,P(A|B)=

=[%,9,,9,,9A|B)]™ és C=CV*C®%..., akkor a ][B;,CC feltétel

azt jelenti, hogy B E® (k::- ,2,...), tovabba pk.—P(Bk]C)—S‘(c%[@“)
= D(&|R) =D és Fp(x|R= F(x|$) nem fiigg k-tol és igy

n

Sn—_‘“‘D PZ,__:[’A"

Ennélfogva ha &> 0, akkor

"l_;ijpp. J1 X")dF;,(X|0%)=I%2 J deF(XL%)-——»O

n k=1
|| > &8y, |z} -&8,

mivel S,— oco. Az 1. tétel tehat igy is bizonyithato. A kozvetlen elemi bizo-
nyitds, amelyet fentebb adtunk, azonban nyilvanvaléan egyszeriibb.
v Tegyiik fel, hogy a kovetkezOkben a szdban forgo feltételes valosziniiségi
mérték tokélefes, vagyis eleget tesz a kovetkezd feltevéseknek:*

1) Ha A, S A, és A;€T,, tovabbd BET, és P(A,|B)=0, akkor BA, €TI
(és igy P(4|B)=0).

2) Ha §=§&(a) egy valGsziniiségi valtozo, a &(a)€d feltétellel definialt
halmaz T,-hez tartozik, és B¢T,, akkor

P(£(a) €| B)= inf P(E(a)€91B)

* A tokéletes KoLmoaorov-féle valésziniisegi mezd fogalmara vonatkozolag lasd [6].
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ahol JU nyilt halmaz; vagyis P(§€d|B) egyenlé a P(E€I|B) szamok leg-
nagyobb als6 korlatjaval, ha I végigfut az Osszes, az & halmazt tartalmazo
nyilt halmazokon.

- Ez esetben érvényes a kovetkezo tétel:

3. TETEL: Ha §,,5,...,&,... a [H, Ty, Ty, P(A|B)] tokéletes feltételes
valdsziniiségi mezdon értelmezett és egy CET, halmazra nézve teljesen fiigget-

n

len vdltozok, &, = 2, &, M(5.|C) =M, és D(5.|C) = D, léteznek, tovdbbd az

k=1
N = E"~;—M"va’lz‘ozo’k C-re vonatkozo feltételes eloszldsa a normdlis eloszlds-
hoz. konvergdl, vagyis

lim P (&, < x|C) = ®(x),

és B egy Ty-hiz tartozo halmaz, amelyre B<C és P(B|C) >0, akkor az 1
vdltozok feltételes eloszldsa B-re nézve is a normadlis eloszldshoz konvergdl.

MEGJEGYZES. Ez a tétel azért is figyelemreméitd, mert B-re nézve a & valtozok
altaldban nem fiiggetlenek, tovabba altalaban M(C,|B)==M, és D(C.|B) == Dn.

BIZONYITAS : A tétel kozonséges valdsziniiségi mezokre vonatkozolag, és
egy specidlis esetet illetbleg jelen dolgozat szerz6jétdl szarmazik ([7]); az
altalanos esetre nézve a tételt A. N. KOLMOGORQV bizonyitotta be ([8]). A bizo-
nyitds minden tovabbi nélkiil Aatvihetd a feltételes valOsziniiségi mezbkre,
hiszen rogzitett C mellett [H, T,, P(A|C)] egy tokéletes KOLMOGOROV-féle valo-
szinliségi mez0.

A 3. tételt felhasznalhatjuk a centralis hatdreloszlastétel gyengén fliggd
valtozékra vald kiterjesztésének bebizonyitasara. Ha ugyanis &, &, ...,8,... a
B halmazon értelmezett valosziniiségi valtozoknak egy olyan sorozata, hogy a
&, valtozék értelmezését a B halmazt tartalmazé alkalmasan valasztott C hal-
mazra kiterjesztve elérhet, hogy azok a C halmazon fiiggetlenek legyenek és
alkalmazhato legyen rdjuk a centrdlis hatareloszlastétel, akkor a B halmazon
is érvényes lesz rdjuk a centrdlis hatareloszlastétel allitdsa, hacsak P(B|C) > 0.
Altalaban minél lazabb sztochasztikus kapcsolat all fenn a &, valtozdk kozott,
annal kevésbbé kell a B halmazt bdviteni, hogy a bovités eredményeképpen
nyert C halmazon a véltozOk mar fiiggetlenné tehet6k legyenek.

A szobanforgd konstrukcié azonban nem bérmely feltételes valdsziniiségi
mezdn végezhetd el, csak ha teljesiilnek az alabbi 3, 4 és 5 feltevések:

3) P(A|B) B-nek folytonos fiiggvénye, a kovetkezd értelemben: ha
B.S B, B.€T, (n=1,2,...) és B—=1im B, — 2: B,,, tovabba P (B,|B..1) >0

n->0

(n=1,2,...), végiil pedig [ [ P(B.|B..1) konvergens, akkor, BET, és

n=1

lim P(A|B,)=P(A|B), ha A€T,.

H—> ®
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MEGJEGYZES: Az a feltevés, hogy lim B,= B€T,, nem jelent er6s meg-

n > Q0

szoritast, mivel a 17. tétel szerint egy tetszbleges feltételes valdsziniiségi mez6
kiterjeszthet6 olymodon, hogy T, tartalmazza az Osszes beletartozo olyan

novekvd B, halmazsorozatok osszegeit, amelyekre [ [ P(B.|B..1) konvergens.

n=1

Még két feltevést kell tenniink:

4) P(A|B) barmely B € T,-re nem-atomikus mérték, vagyis ha P(4|B) > 0
akkor van olyan A’S A halmaz, amelyre A’€T, és 0 <P (4’|B)<P(A|B).
Ha a 4. feltevés teljesiil, hacsak AC= O, ahol C egy rogzitett halmaz,
igy azt mondjuk, hogy a 4) a C halmazon kiviil teljesiil.
, Konnyen beldthato, hogy 4)-bdl kovetkezik, hogy P(A|B) bir az aldbbi
4’) tulajdonsaggal : R
4) Ha A€T, és BET, tovibbdA AS B, P(A|B)>0 €s py,PsyevesDuye--

egy pozitiv tagli szamsorozat, amelyre >, p.— 1 akkor megadhaté A-nak egy
k=1

olyan A— 3" A, felbontasa, hogy Ac€T; ésA; A, —=O haj==k(j, k=1,2,...),
k=1 '
fovabba P(As| B)— psP(A|B)(k=1,2,...).

4') abbdl az ismert FRECHET-161 szdrmazd tételbdl kovetkezik, hogy egy
nem-atomikus mérték barmely értéket felvesz O és értékeinek fels6 hatara
kozott.*

5) Ha B€T, és « valds szam (0 < e« < 1), akkor megadhatdo olyan C
halmaz, hogy B&E C, C€T,, és P(B|C)=-c.

MEGJEGYZES: Az 5) feltevés nyilvanvaldan nem fteljesiilhet egy KoLMoO-
GOROV-féle valosziniiségi mezé dltal generalt feitételes valosziniiségi mezd

P*(AB)

esetében, hiszen ha P(AjB)——-W

és minden D€ T, halmazra P*(D) =1

* Lasd [17] és [18]. Megjegyzendd, hogy ha a 4') allitdst csak véges py,ps,...,Px
sorozatokra kivanjuk meg, ahol N rogzitett pozitiv egész szam, ez atomikus mértékekre

is teljesiilnet. Konnyen belathatd ugyanis, hogy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
v :

- tetszbleges py,.ps,.., Py pozitiv szamokhoz, amelyekre Z P, = 1 megadhato legyen a
k=1

oo

D’ r, pozitiv és monoton nem névekvd tagii és 1 osszegii sornak egy olyan felbontdsa N
k=1 ,

@
részsorra, hogy a k-adik részsor Osszege p, legyen, az, hogy a Z’k sorra teljesiiljenek az.

k==1
alabbi feltételek:
o
l —y
r,.gN_k T (n=—=12,..)

=

&
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és ha BSC, tovabba P*(B) >0 akkor

P8 c)— DB _ P(B)

P°C) — P(C) = P*(B)

és igy, ha

0<e<P*B)
akkor nem létezhet olyan C halmaz, amelyre BEC és P(B|C)=«. Az 5)
feltétel nyilvanvaloan teljesiil az 1. § 1. példajaban targyalt esetben, ha
f(x1, x,,...,x,) integralja az egész E, térre divergens.

5) teljesil tovabba példaul ha P(A|B)— L(AD)

QB
automatikus és nem korldtos mérték.

Erdekes megjegyezni, hogy az 5) feltétel teljesiilhet egy megszamlal-
haté halmazon értelmezett feltételes valosziniiségi mezd esetében is. Példaul
Alljon H a (J, k) szamparokbol (/, k=0, 1, 2,...), legyen

1 - o
. p R,h:'z—j (1:20,1,2,...)
és alljon T, a H halmaz azon B nem iires részhalmazaibdl, amelyekre a

> Pj. sor konvergens; alljon tovabba T, a H halmaz 6sszes részhalmazai-
(i k)EB
bol és legyen

ahol Q(C) egy nem

\7 p} o

(J,k)EAB
P(A|B) = -2 =——-.
(415 = S
(J,k)eB

Legyen B€T, és y >0, legyen tovabba y diadikus elddllitasa
LN ED)
ahol &(y) tetszbleges nemnegativ egeész szdm és &(y) a O vagy 1 értéket
veszi fel (j=1,2,...). _
Mivel B a (j, k) szamparok koziil j barmely rogzitett értékére csak

véges sokat tartalmazhat, mert ellenkezé esetben > Pj divergens volna,
. meB

talathato &(y) szdmu olyan (0, k) szampar, amely nem tartozik B-hez és talal-
haté j minden olyan értékére, amelyre &(y)=1, egy olyan (J, k) szampar,
amely nem tartozik B-hez. Az igy kivalasztott (j, k) szamparok halmaza
legyen D. Ekkor, bevezetve a > Py — 8 jelolést,

(. WEB
14
P(B|B+ D) = .
(BIB+D)=
Ha most O<e<l, és ~/=£(-1—(~z_—a2, akkor -ﬂ/_‘f_p,=a, és igy bevezetve a

C = B+ D jelolést,
P(B|C)=¢,
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vagyis a konstrudlt feltételes valdsziniiségi mez0 eleget tesz az 5) tulajdon-
sagnak, annak ellenére, hogy H megszamlalhato.

Most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

4. TETEL: Legyen [H, Ty, T., P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezd,
amely eleget tesz a 3) és D) feltevésnek, tovabbd a 4) feltevésnek a B halma-
zon kiviil, ahol BE'T, és legyenek &,§,,...,&, ... olyan, a B halmazon értel-
mezett diszkrét eloszldsu valosziniiségi vditozok, amelyekre teljesiil a kovetkezo
feltétel: ha az xu (k=1,2,...) szdmok alkotjdk &, tényleges értékkészletét a
B feltétel mellett, vagyis '
P —xu|B)>0 (nk=1,2,..) és D PE =xu|B)=1 (1=1,2,...),

k=1 3 .
akkor
P(El = xljl; EQ = x2j31 ey gn = xnjnlB) '
(]) Ay = Sup = —_
Jurdar s dpg P(‘.En zxnjnlB)P(‘;l ::xlj,) ve sy gn—l = xn-l,jn_llB)
véges (n==2,3,...) €s o
@ | 24

n=—uo

1

konvergens. Akkor megadhaté egy olyan C halmaz, amelyre C¢T, és BEC,
tovdbbd P(B|C) >0 és a &, vdltozok értelmezése kiterjesztheté C-re olymddon,
hogy a &, vdltozék C-re nézve teljesen fiiggetlenek legyenek és &, feltételes
eloszldsfiiggvénye C-re nézve ugyanaz legyen, mint B-re nézve (n—=1,2,...).

MEGJEGYZES : Konnyen belathatd, hogy 4, = 0. Ez ugyanis azt jelenti,
hogy vannak olyan j, j,, ..., /. szamok, amelyekre

P(El = Xijyy -« + -,gn = x"jn!B)

3 - y 1—s -

@ PE=x BPE = B =%y, 1B)

akdrmilyen kis pozitiv szam is & Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be: ha (3)
baloldala j, j,, ..., /. minden értékére < 1—¢ volna, akkor Osszeadva ezeket

az egyenlotlenségeket, ji, o, ...,jn Osszes lehetséges értékeire, kovetkeznék,
hogy 1 <1—¢<.1, ami ellentmondas.

BIZONYITAS : Elgszor is konnyen belathatd, hogy az (1) feltétel teljesiilé-
sébol kovetkezik, hogy ha A, az x;; (j=1,2,...) szamsorozat tetszbleges,
nem iires részhalmaza (k=1,2,..., n), akkor

(4) P(§1€A1,§6Az,-'.,:EnEAn\B) —-’1<2,
’ P(gnéAnIB)P(gleAl; LR ] §7l+1€A""1|'B) o
Ez a kovetkezOképpen lathato be: ha az A, halmaz elemei az x;;, szdmok
i=1,2,...,n<oo; k=1,2,...,n), akkor, bevezetve a rovidség kedvéért a
_ P(,El:x,jx,...,§,l:x,lj~n|B) o L. .
PE —x, [ BPE =5y B —xeny B U Jer e /i)
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€s ‘ o
P(gn = xmnIB)P(El == Xljyy o v ey gn—l = xn—l,jn_llB) == Qn(jl;jtly > -’jﬂ)
jeldléseket,

P €A, ..., €A.|B)

© PEERIBPECA, B h)
% ]Z f anCiis s ) Qs -0 )

32 X Q)

H=1 ja=1 Jn=1
(5)-bdl (4) mar kovetkezik, mivel (4) jobboldala (1 4- 4,)-nél nem nagyobb szamok-
bdl képezett sulyozott kozépérték lévén, maga sem lehet 1 4,-nél nagyobb.
Megijegyzendd, hogy az (1) feltétel nyilvanvaldan teljesiil (4, == 0-val) és igy
(2) is teljesiil, ha a §,&,...,&, véltozok teljesen fiiggetlenek, ennél azonban
lényegesen kevesebbet kovetel meg, tehat (1) és (2) a &, valtozok kozotti
- sztochasztikus kapcsolat laza voltat megkoveteld feltevésnek tekinthets. -Ha a
&, vdltozokra az (1) és (2) feltevések teljesiilnek, azt mondjuk, hogy azok
»majdnem fiiggetlenek". ~

A 4. tétel bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a kovetkezd segédtételre:

1. LEMMA. Legyen [H, T,, T, P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezo,
amelyre teljesiil a 4) feltevés; legyenek &.6&,...,5 a B€T, halmazon értel-
mezett diszkrét és ‘B-re nézve fiiggetlen valosziniiségi vdltozok és legyen adva
a PE=y)=np: (k=1,2,...) diszkrét valosziniiségeloszlds. Akkor megad-
haté a B halmazon egy olyan 1 valdsziniiségi vdlfozd, amelyre P (1) == yi| B) = pu
(k=1,2,...) és amelyre a &,&,...;& és valdsziniiségi vdltozok teljesen
fiiggetlenek.

BIZONYITAS: Legyenek x;; (j=1,2,...) & lehetséges értékei, tehat
P& =x|B)>0 (k,j=1,2,...). Jelolje A;;,.; azt a halmazt, amelyen
teljestilnek a & = xi, (k-=1,2,..., n) feltevések, akkor '

P(Aj...in| B) == A]! P (& = x1|B) >0

és igy 4') szerint megadhatd az A;;,..; halmaznak egy olyan felbontisa a
paronként idegen A\, ., (k=1,2,...) T-hez tartoz6 halmazokra, hogy
P(AY, )= pP(Aj,..;, | B) teljestiljon (k= 1,2, ...). Ha most az (a) (a€ B)
fiiggvényt tigy definialjuk, hogy #(a) = yx, ha a€AY, ;. akkor nyilvanvaléan
7 = 1(a) egy valdsziniiségi valtozo és

Py =y, & =i, -, Ejy | B) = P(AT5,| B) = D P (A,

= p, 1/ P (& — Xi;, | B)

n=1

\B) =
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és P(n=nlB)~ P( y Alein By= 2 P(Aj,...5,| B) =
-’n J1s e ;J,), ’
| :pl'._zj P(AJI'J;;IB):pAP(B|B):pk)
FSTREIY) "

vagyis a &, ...,& és n valtozok B-re nézve teljesen fiiggetlenek.

Térjiink most at a 4. tétel bizonyitdsdra. El6szor azt mutatjuk ki,
hogy megadhatd olyan C,€T, halmaz, amelyre BS C,,P(B|C.) >0 és
amelyre az &, &, ..., & valtozok értelmezése Kkiterjeszthetd olymodon, hogy

azok C,-re nézve fiiggetlenek legyenek és teljesiilion a P(B|C.) =[] l _; p
—2 k

feltétel. Ezt teljes indukcidval lathatjuk be. Az egyontetiiség kedvéért vezessiik -

be a C,=B~8B jellélést. Legyen el6szor n = 2. Legyen $, = ¢és legyen

1
144,
C, egy olyan halmaz, amelyre C, < G, C,€T, és P(C,|C,) = 3,. llyen halmaz
5) szerint megadhato. '
Legyen B B-nek az a részhalmaza, amelyen & = xi; és & =— xy €s

legyen
P(Bm|B) P& — X, & = xu| B) = pu

tovabba
P(§1 == xlk‘B) =3
és ‘ ‘
P (& = xa| B) = pi
Legyen ,
—9

(6) i = pkpi _&apaz .

Feltevéseink szerint ¢.. = 0 (k, /=1, 2,...); figyelembevéve, hogy
> P = pi .
i=1

és
Ig‘:qkl = pl“a

tovabba, hogy

D 2 qu= p;’c = 2'pi

k=1 1=

—

k=1 =1
kovetkezik 4')-bdl, hogy megadhaté a C,C, halmaznak egy olyan felbontasa,
az Aw halmazokra, hogy '
P(Au|C) =(1—9)qu.
Ha most a § és & valtozok értelmezését ugy terjesztjiik ki, C,(,ra, hogy az
Ax halmazon & = xix és & — x»,; legyen, akkor a C, halmazon §& és &, eloszlasa
ugyanaz lesz, mint Ci-en, de C,-0n fiiggetlenek lesznek. Ugyanis
P& = x| Co) = P2 P (Er = x1 | C1) + (1 — %) P (1 = x1x | G2 Cr) =
:'92pi: +(1 _'92) pli =pi = p(&l :xlkl Cl)
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hasonloképpen
P& :xzz|C2) = P(§2 == Xz1| C1),
€8 ‘
P(:’f.l = X1k, ?‘2 - xn]Cv) = P(Au-f- Bu! C@) = P(Akl| Ce) + P(Bkz\ C‘z) =
== (1 —99)qui+ F2 pra=pipi’..

* Ezzel allitdsunkat n = 2-re bebizonyitottuk.

Tegyiik fel, hogy a tétel n-re be van mar bizonyitva. Legyen C,. az a
halmaz, amelyre B& C,, C,€T,,

P@IC) =]

€s amelyre a §&,..., 5, valtozok értelmezése 0gy van Kkiterjesztve, hogy a
&, ...,5 valtozok C,-en fiiggetlenek. Az (xu,, Xox,, ..., Xur,) SzZdm — n-eseket
ki, key oo k,=1,2,...) rendezziik el tetszbleges sorrendben, legyenek ezek
kozil (X, X, .. ., Xu) az s-edik (s==1,2,...) Definidljuk a & valdszinii-
ségi valtozot a kovetkez8képpen: £ = s, ha teljesiilnek a &; = Xjilo (J=12,...,n)
feltételek. Nyilvanvald, hogy ha egy 7 valOszinliségi véltozo’ fiiggetlen §tol
akkor fiiggetlen a &, &,...,§, valtozoktdl és megforditva. Terjessziik ki &,

ertelmezését C,-re olymc’)don, hogy C.Ci-on &, és & fiiggetlenek legyenek és
&,+1 eloszldsa C,-en ugyanaz legyen, mint a C, halmazon. Ez ‘az 1. lemma
szerint lehetséges.

Ezutan valasszunk egy olyan C,.1(C, < C,.1) halmazt, amelyre

1
P(Cn|c11+1) l+;)z+l 191r+1

Ez az 5) feltevés szerint lehetséges. Osszuk fel a C,.;C, halmazt az A,, rész-
halmazokra olymodon, hogy
‘(7) P(Ars [ Cn+l) =P (:En—l»l = Xu+1,r t Cn) P(§ =S§ ’ Cu) -

- 191:+1 P(§n+l = Xn+1, 7, E :S‘ Cn); r,S=— 1, 2, e
Ez lehetséges 4') szerint, és azért, mivel feltevésiink szerint a (7) jobboldalan
allo szamok nemnegativak és Osszegiik P(Cp11Cy|Cis1) =1 — 9. Ugyanis
~ konnyen belathato, hogy
(8) : P(Eu+l - xn+1 L) . SI Cu)

. P(.E'u+l xn+l r | Cll) l)(E = S] Cn) o
A (8) egyenldtlenség a kovetkezOképpen lathatd be:
P(§11+1 = Xnp+1,7, ‘_E - Sl Cn) _ P(B l Cn) p(§)1+1 = Xu+l, 1) S: == SEB)
+ (1 —P(Blcn)) P(En+l = Xutl,7) E _ S! Cn.g1),

=1 +;n+l

tovabba

P(Enﬂ == Xn+1, ,rl Cn) - P(§J!+1 = Xa+1, "| B) - P(’é”*‘l — x’;+1’ "l o B)
€s
P(;:—s‘C)_PiE——slB) P(Bic,.)+P(c —5|C.B) (1—P(B|C.)),
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és igy, mivel C.B-on .1 és & fiiggetlenek,
P(§11.+1 = Xn+tl, 7y g - SIB) + ﬂ
(9) P(£n+l xn+1 Ty E == S| Cn) P(§71+1 - xn+l, r 1 B) p(_E=S ’ B)
P(gn-i-l—xn-H rICn)P(g_SIC) “_*_ﬂ
ahol «=P(B|C,)P(5;=s|B) és =P (5y=s|C.B) (1—P(B|C.)), tehat (9)
baloldala kisebb, vagy egyenid, mint
a (1 "l'_ln%—l)_}"/g'l
a8
ahol « és B pozitiv szamok, tehat a fenti tort értéke legfeljebb

max (1 1 +ln+l) ==1 + ln+1

Az A, halmazon legyen .= Xu,» €s &=2x7% (j=1,2,...,n). Akkor
nyilvan &, &,,..., & eloszlasa C,,i-en ugyanaz, mmt a C, halmazon, tehat
ugyanaz, mint a B halmazon és a £,&,..., E valtozok ‘a C,;; halmazon
fiiggetlenek és vegiil

«

1
P(Cn ‘ Cn+1) B \9’n+1 _ __i__};_;“
és igy

P(BICnH):gP(CkICkH) [I l—f—lHl

Legyen méarmost C= lim CanCn, akkor a 3. feltétel szerint C¢€ T, és

n-—» o n=1

lim P(A|C.)— P(A|C).

n-—> 0

Ebbél kovetkezik, hogy a C halmazon a &, &,,...,&,,... viltozék ugyanolyan
eloszlasuak, mint a B halmazon, és fiiggetlenek, tovabbd

P(B|C)= lim P(B|Cx) = IIIHR1

Abbol, hogy le, konvergens, kovetkezik, hogy I [

pozitiv, tehat P(B|C) > 0.
Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

A 4. tételb6l azonnal kovetkezik az

1
T s konvergens és.

5. TETEL: A [H, Ty, Ts, P(A|B)] fellételes valdsziniiségi mezordl tegyiik
fel, hogy teljesiilnek rd az 1)—D5) feltételek. Legyen &,&,...,5.,... a BET,
halmazon értelmezett diszkrét valdsziniiségi vdltozék egy majdnem fiiggetlen
sorozata; jelélje F(x|B) &, eloszldsfiiggvényét és az F,.(x|B) eloszldsfiiggvé-
nyekre teljesiiljenck a LINDEBERG-féle téfel feltételei, vagyis létezzék
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m, = F xd F,(x|B)

és
d,— [(x m)*dF.(x|B)
és bevezetve a D, — Z dy jelilést, teljesiilion a
k=1

im -3 ) (x—mydR&|B —0

n-» D,: k=1 Ix-mk[ €D )
feltevés minden pozittv e-ra. Akkor a &, vdltozokra érvényes a centrdlis hatdr-

eloszldstétel, vagyis ha §,= Z &, M,= Z my, = M(§,|B), akkor

. E'n_—'Mn )
lim P(‘—D——«<x{BJ: D(x).

BIZONYIiTAS: A 4. tétel szerint megadhato egy olyan C€T, halmaz, hogy
BE C és P(B|C) >0, és a &, valtozok értelmezése kiterjeszthetd C-re olymddon,
hogy a &, valtozok C-re nézve fiiggetlenek legyenek és &, eloszlasa a C hal-
mazon ugyanaz legyen, mint a B halmazon. (n=1,2,...). Akkor tehat §&,

valtozokra a C halmazon is teljesiilnek a LINDEBERG-féle tétel feltételei, és igy
E, D—M eloszldsa C-re nézve a normlis eloszlashoz konvergal. A 3. tételbdl

gn - Mn

D eloszlasa a B halmazra nézve is a
n

normalis eloszlashoz konvergal és igy az 5. tétel be van blzonyltva .
Els6 pillanatra gy tiinik, hogy az 5. tétel érvényessegéhez lényeges,

hogy a szobanforgd valdsziniiségi mez6 rendelkezzék az 1)—5) tulajdon-

sagokkal, ez azonban nincs igy. Ugyanis a hatdreloszlastétel kizarolag a

azonban kovetkezik, hogy akkor

§1,8, ..., 8, ... valtozOk egyiittes eloszlasfiiggvényeire vonatkozo allitast tar-
talmaz és igy nem fiigg a mértéktér sajdtossagaitol. Ha tehat adva vannak a
i, 8, ..., 8, ... majdnem fiiggetlen valtozok F, (xi, X,, ..., X,) eloszlasfiigg-

vényei, akkor annak bebizonyitdsdhoz, hogy a &, valtozokra alkalmazhatd a
centralis hatareloszlastétel, elegendd, egy az 1) és 2) tulajdonsdgoknak eleget
tevd tokéletes KOLMOGOROV-féle val6sziniiségi mezdt és azon olyan &, valo-
szinliségi valtozdkat konstrualni, amelyek koziil az els6 n valtozo egyiittes
eloszlasfiiggvénye F,(xi, ..., X,), tovdbbé ezt a valdsziniiségi mez0t beagyazni
egy olyan feltételes valésziniiségi mezébe, amelyre a 3), 4) és 5) feltevések
teljesiilnek. Ha a &, véltozok diszkrét eloszlastiak, &, lehetséges értékei az
xa(k=1,2,...) szdamok, akkor ez mindig elvégezhet6, meégpedig a kovet-
kez6képpen:

27 Matematikai és Fizikai Osztdly Kozleményei
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Az (X11,, Xokyy -+ Xur, , - - ) SZAMsorozathoz rendeljiik hozza a (0, 1) inter-

nl "

vallum
X = 1 0
ki -+ K+ ---

pontjat. A (O, 1) intervallum azon x szamokbdl all6 Ei . . x, részhalma- .
zdhoz, amely x szamok lanctortkifejtése 1 7 -nel kezdddik, ren-

b+ ————

b+ —+-
T

deljiik hozzda a P*(Ey, x,..x) =PE =xXu, ..., Ea==Xu,) valosziniiséget

és az igy definidlt P* valdsziniiségi mértéket terjessziik ki a (0, 1) interval-
lum Osszes mérhetd halmazaira. [lyen modon nyilvanvaloan egy nem atomikus
LEBESGUE-mértéket kapunk*. Ezekutdn legyen H a (—oo,+ o) szamegyenes,
T, a H Osszes mérhetd halmazainak Osszessége, T, a H osszes olyan mér-
hetd B halmazainak osszessége, amelyeket felbontva egy (0, 1)-ben fekvé B’
és egy, a (0, 1)-en kiviil fekvé B részre, P*(B') +m(B") pozitiv és véges,
ahol m (A)az A halmaz kozonséges LEBESGUE-mértékét jeloli. Legyen tovabba
u(A) =P (A)+m(A")
ha A" ill. A” ]elentlk A-nak a (0, 1)-be es6, illetve azon kiviil es6 reszet és legyen
u (A B)
P(A|B)_ w(B)
[lyen moédon egy feltételes valosziniiségi mez6t nyertiink, amely eleget tesz az 1),2),
3) és 5) feltevéseknek**, tovabba a 4) feltevésnek is, a (0, 1) intervallumon kiviil.
Ilyen médon a kovetkezd tételt bizonyitottuk be:

Y 6. TETEL: Ha &,&,,...,&,, ... valosziniiségi vdltozéknak egy tetszoleges
KOLMOGOROV-féle valoszmusegz mezon érfelmezett diszkrét és majdnem fiig-
getlen sorozata, amelynek eloszldsaira teljesiilnek a LINDEBERG-féle téfel fel-
tételei, vagyis m,=—M(,) és d,— D (E) léleznek és bevezetve az

Mn :Z my, Dn T VZ dlu El(x) P (E“ <x) es gn*“l +E 4 +§ﬂ(n )7

jeloleseket minden pozitiv &-ra teljesiil a

lim MZ J (x— )2 d Fi(x) =0

n—>w

Eﬁ% eloszldsa a standardizdlt normdlis eloszldshoz konvergdl.
n .

* A Lesescue mértékek elméletére nézve 1. Rouuin [9] dolgozatat.

** Konnyen beldthaté ugyanis, hogy minden, nem atomikus RouuiN-féle értelemben
Lesescue-féle mérték tokeletes és ebbdl allitasunk kdnnyen kovetkezik.

|@-mp | > eDn

reldcio, akkor
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A 6. tétel kiterjeszthetd tetszoleges valoOsziniiségi valtozokra is, vagyis
nem lényeges az a feltevés, hogy §&,&,...,&,,... diszkrét valosziniiségi
valtozok legyenek. Ennek bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz még két lemmaéra.

2. LEMMA: Legyen F; i, ... i (Xi,, Xiyy -+, Xin), @hOl iy, by, . . ., i, tetszoleges
n kiilonbozo természetes egész szdm (n=1,2,...) folytonos eloszldsfiiggve-
nyeknek egy kompatibilis rendszere, vagyis legyen Fio o in(Xi,y Xigy o oo Xi)
invaridns az i, i, ..., I, szdmok tetszoleges permutdcidjdval szemben, és legyen

Fz‘;,@,...,i,,‘ (Xil,xI'g, o yy Xigs -+ 00, ..., -+ oo):Fil,,_.,A;k(XJ-l, .o .,x,—k).

Akkor megadhato a v = (v1, %y, ..., tn,...) Véglelen szdmsorozatok V fterépen
O=w.=1,n=12..) egy tikéletes KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mez0
és azon valosziniiségi vdltozoknak egy olyan §&,=2§&.(v) sorozata, hogy
&, 8, ..., &, egyiittes eloszldsfiiggvénye az i,, 15 ..., 1, index bdrmely vdlasz-
tdsa mellett Fi i, ..., . (X, Xi,, - .., Xs,) legyen.

BIZONYIiTAS : KOLMOGOROV alaptétele ([1] 27.0.) szerint megadhat6 az
U==(U, Uy, ...,Uy,...)(—oc<U, <+ oo, n=1,2,...) szdamsorozatok U terében
egy olyan mérték, hogy ha &, (u) = u,, akkor &, & ,..., &, egyiittes eloszlas-
fiiggvénye éppen Fi, i, ..., . (Xi,, Xiyy -+, Xin). RYLL—NARDZEWSK! egy tétele [10]
szerint ez a mérték (ha teljessé tessziik), tokéletes. Képezziik le az U teret a
V térre a kovetkezd £ leképzéssel: az U-beli u—(u;, u,,...,u,,...) pontnak
feleltessiik meg a V-beli v= (v, s, ..., tu,...) pontot, ahol v,= F,(u,).* Ez
a leképezés egy mértéket indukal a V térben. A &, =E,(x) valésziniiségi val-
tozOkat kovetkezOképpen definidljuk: ha » az u pont képe az L leképezésnél,
vagyis v==L(u), akkor legyen &, (v)=v,. Ez esetben a lemma 0osszes fel-
tételei teljesiilnek. Megjegyzend®, hogy az ilyen médon definidlt valdsziniiségi
mérték nem mas, mint egy, a (0, 1) intervallumon definidl RoOHLIN-féle érte-
lemben LEBESGUE-féle mértéktér O6nmagaval valé6 megszamlalhaté sokszori
DEsCARTES-szorzata.

3. LEMMA: Legyen [H’, T1, T2, P'(A|B)] egy felte’teles valésziniiségi mezo,
H” jelentse az (e,b) intervallumot, §1 jelentse H' mérhetd részhalmazainak

osszességét, § jelentse W' pozitiv merfeku részhalmazainak 0Osszességet ¢és
legyen §(E|H)= %%3;—) ahol B €§Y és m(C) a € €§7 halmaz LEBESGUE-

mértekét  jeloli. Legyen [H”,T,, T,,P(A[B)] a [H,Ti, T;,P (A|B)] és a
(207,87, 55,87 (8| )] feltételes valdsziniiségi mezbk szorzata. Legyen &

* A v=L(u) leképezés nem egy-egyértelmii, hiszen ha Fa.(x) az a<<x={b inter-
vallumban allandd, Fu(x)=:c, ha a< x=<<b, akkor az 0sszes olyan u= (uy,...,Un,...)
U-beli pontoknak, amelyekre a <<up,=b, az a V-beli v=(v,,...,va,...) pont felel meg,
amelyre vn=:c. llyenmédon a v=:L(u) leképezes inverze nincs egyértelmiien definialva,
azonban &.(v)=unr ugyanazt az értéket veszi fel minden u pontban, amerekre L(u)==vés
igy En(v) definicidja egyértelmii. : .

27*
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egy letszileges valdsziniiségi vdltozo, amely a H' téren van értelmezve és
G(x|&R") egy tetszileges feltételes eloszldsrendszer (B €-§Y%). Ha x= (x',x"),
ahol x' €H és x" € ¥, akkor legyen

E=E(x)=&(x). |
Ez esetben megadhatd a H esemény téren egy olyan y== 1(x)=n"(x") valo-

sziniiségi vdlfozo, amely T,-re nézve fiiggetlen &-tol es amelynek feltételes
eloszldsrendszere G(x|&®").

: A 3.lemma blzonyltasa igen egyszeril. Legyen ugyanis B€T,, B=F5 *&5”
ahol B' €T, és & €9, tovabba legyen G(x)= G(x|%") és jelolie G '(x}
G(x) inverz fiiggvényét. Legyen most

[y - x”_a .
r;-(x)=Gl(b_a), \

7

LGOI )= GOl

akkor

PG <y1B)—P"

és nyilvanvaléan
PE<x,n<y|B)—PE <x|B)P(" <y&").

Ezek utdn rétériink a 4. tétel kiterjesztésére nem diszkrét valtozokra
A&,&, ..., 8, ... valoszinliségi valtozékat realizaljuk a V téren, a 2. lemma
értelmében. Legyen a V téren a 2. lemmanak megfeleléen konstrualt KOLMO-
GOROV-féle valoOsziniiségi mez6 altal generalt feltételes valoszinfiségi mezd
[V, Ti, Ts, P*(A|B)]. Legyen %™ a valos tengely, §” a 9™ mérhetd halma-
zainak Osszessége, 9 a 9™ véges és pozitiv mértékii halmazainak osszessége
és legyen 5‘<">(&|53)=£,n%[£§’l, ahol m(€) a € halmaz ko6zonséges LEBESGUE-
mértékét jelenti. Legyen [H, Ty, T,, P(A|B)] a [X™, §”, §5", Q| &)] felté-
teles valdsziniiségi' mezdék DESCARTES szorzata. RYLL-NARDZEWSKI emlitett
tétele szerint [H, T,, T, P(A|B)] eleget tesz az 1. és 2. feltételeknek, tovabba
eleget tesz a H*=JW* I %... halmazon kiviil (ahol J® a (0, 1) intervallum)
a 4. feltételnek és [V, Ty, T3, P*] a [H, T,, T, P] feltételes valosziniiségi mezdbe
beagyazott feltételes valosziniiségi mez6. Ha marmost teljesiil a kovetkezd fel-
tétel a [V, Ty, P{y] KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezon értelmezett §, valé-
szinliségi valtozOkra:

su - P*(a<§n,<b|§12xl,---,grt;l—v;xn—l)
wilb | P (a <&, <b) |

—1=4 (1=2,3,..)

fo ]
minden a és b >a-ra és Zln<00, akkor a &, valtozok sorozatit majdnem

n=2

fiiggetlennek nevezziik. Ez esetben konnyen belathats, hogy a &, valtozok
értelmezése  kiterjeszthetd H egy olyan C halmazdra, amelyre VESC
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és P(V|C) <0, ugy, hogy azon a §, véltozok fiiggetlenek legyenek. Ezt
teljes indukcioval bizonyitjuk. Legyen x, tetszoleges, P (& < x,)= Fy(x,) és
P < x|& = x)= Fy(x2|x). Legyen

1 FQ(xQ) 19‘2F2(XQ l xl)
1+4, 1—%

akkor G, (x,) egy eloszlasfiiggvény és a 3. lemma szerint megadhatd az
1 = x, = 144, intervallumon egy olyan &(x,, x;) véltozo, amelynek eloszlas-
fiiggvénye G, (x,). llyen modon kiterjesztve &, értelmezését az (1, 1+ 4,) inter-
vallumra, &, fiiggetlen lesz §&-t6l, mivel C,-gyel jelolve a [, %/, halmazt, és
Cy-vel az I, %(0, 1 +4,) halmazt

P& <yl&=x, G) = F(y|x) %2+ G (y) (1 — %) = Fa().
Ezt az eljarast folytatva, kiterjeszthetjijk a &, valtozok értelmezését a
C=0O1D*0,1+4)*%---%(0,1 —|—l,,) *--- halmazra, gy, hogy azok fiigget-

lenek legyenek; mivel P(C,|C)= ll 1_{_1

kovetkezd | -

19'2 = éS Gxi(x_q) —

>0 ezzel be van bizonyitva a

1. TETEL: A 6. tétel érvényes azon megszoritds nélkiil is, hogy a &, vdl-
fozok diszkrét eloszldsuak.

4.§. Alkalmazdsok a MARKOV-Ildncok és a sztochasztikus folyamatok
elméletében

Az el6zOkben kifejtett elméletnek érdekes alkalmazasi lehet6ségei vannak
2a MARkov-lancok elméletében. Homogén, megszamlalhatéan végtelen sok alla-
pottal bir6 MARkov-féle lancok egy 4&ltalanos tipusénal a sz6 kozonséges
értelmében vett stacionér eloszlas nem létezik, azonban létezik nem normdlhato
stacionér eloszlds. Legyenek a MARKOv-lanc allapotai Ax (k=1,2,...) és Py
jelentse az A; allapotbol az - A, éllapotba valé dtmenet valoOsziniiségét. Akkor
mondjuk, hogy MARKOv-ldncnak nem normdlhaté stacionér hatareloszldsa van,
ha megadhaték olyan Q,L(kul 2,...) nemnegativ szamok, amelyekre telje-
siilnek a

Q=2 QP (k=1,2,...)

egyenletek és ZQL = oo, Erre a legegyszeriibb példa a kovetkezd*: egy
rendszer lehetseges allapotait az 1,2,...,n,... szamokkal jellemezziik, Pj
jelentse a rendszernek a j-edik &llapotbol a k-adik d4llapotba egy 1épésben

* Lasd T. E. Harris és H. Roseins [11] tovabbd C. Derman, Proc. Amer. Math. Soc.
5 (1954) 332—334.
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valo atmenetelének valészinﬁségét és legyen a
1=

végtelen matrix duplan sztochasztikus, vagyis nemcsak sordsszegei, hanem
oszloposszegei is legyenek 1-gyel egyenldk. Ilyen példaul a kovetkezd matrix:

61 € ChiBp s Lo By 5 i
i 0 O G
R L g G S
i o Gy €05 G C Gy v
IH=lcccecaceeca...
Ch €508 G B G
P o M o 1
Co Ci C3'Cs Cii€s Cp Cr - s

g e T

ahol ¢, =0 és D c,=1.
n=1
Akkor ha pp. >0 (j,k=1,2,..)), az

o 2]
)
Y= 2 XD
J=1

egyenletrendszernek nem lehet olyan megoldasa, amelyre x, =0 és > x, — 1;
k=1

ezzel szemben X, =c >0 (k=1,2,...) egy megoldas; ugyanis, ha > x, —1,
k=1

akkor x; —0 €s igy van az x, szdmok kozott maximaélis. Ha x, egy ilyen,
akkor ez csak ugy lehetséges, ha x, =x.=c (k=1,2,...); ez valéban

megoldas, de nem tesz eleget a > x,— 1 feltételnek.
: k=1 g

Ebben az esetben az Osszes dllapotok 1. n. visszatérd ritka allapotok
(I. pl. [5] XIV. fejezet), tehat ha Pj’ jelenti a j-edik allapotb6l a k-adik
allapotba n 1épésben valé atmenet valészinfiségét, akkor

lim P’ —0 (j,k=1,2,...)

és bar barmely allapotba elébb vagy utdbb a rendszer 1 valosziniiséggel
visszatér, a visszatérés idétartamanak (lépésszamdnak) varhat6 értéke végtelen.
Ez esetben tehat kozonséges. értelemben vett stacionér eloszlds nem létezik,
de létezik nem normdlhato stacionér eloszlas, mégpedig az, amelynél az Osszes
Q« szamok egyenlbek.
’ A nem normalhaté stacionér eloszlas bizonyos értelemben a MARKOV-lanc,
feltételes hatareloszlasrendszerét szolgaltatja, abban az esetben, ha a

Q= J;l, Q) Pjr
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egyenletrendszernek eleget tevé pozitiv Q. szamokra teljesiilnek a kovetkezd
Osszefiiggések is:

(n) )
im LU QG0 1,2,

n>o P i(I:'!) Qk
Ez esetben a MARKOV-lanc feltételes hatareloszlasrendszere
: 2o
§(a|@) = L£Z®
Z Q;
JEDB

ahol @ a természetes szamok egy tetszbleges részhalmaza, # pedig a termé-

szetes szdmok halmazanak olyan részhalmaza, amelyre Z Q;>0.
JED

Vizsgaljuk meg példaként kozelebbrdl az egydimenzios bolyongéds pél-
dajat. Egy, az egyenesen bolyongd pont koordinatajat a f==n idopontban
jelolje &, (n=0,1,2,...); tegyiik fel, hogy a § =C,—0Cuw1 (n=1,2,...)
valoszintiségi valtozok teljesen fiiggetlenek és egyforma eloszlastiak; ebben az
esetben a £, vdltozok idében homogén additiv MARKOV-lancot alkotnak. Tegyiik
fel, hogy a &, valtozok lehetséges értékei mind egész szamok €s a &, valtozok
szimmetrikus eloszlastak. Jeloljek +k,,+ 4k, ..., T k;,... azokat az egész
szamokat, amelyeket &, pozitiv valdszinliséggel felvesz és legyen

pr=PE.=k)=PE=—k)(r=1,2,...); |
tegytik fel, hogy a k, és p, szamsorozatokra teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
1. a k. szamok legnagyobb kozds osztdja 1;

2. a k, szdmok kozott van paros szamy
3. D)= 2 > pki=D" < oo.
r=1
Legyen
o(t)=2 > p,cosk.t
r=1

a &, valtozék karakterisztikus fiiggvénye, akkor a feltevéseink szerint ¢(0)=1,
lp(H)]<1 ha t==0mod 2,

gO0)=ME)=0, ¢"(0)=—D és g(t+21)=g(l).

Mivel §,—C =& +&+ --- -+&,, L. karakterisztikus fiiggvénye a {,= felté-
tel mellett ¢ (f)e? és igy
n . 1 .
(1) PP — P(G= ks =)) = 5 | #7(1 cos (k—j)tat
Miérmost egy LAPLACE-t0] szarmazé mddszerrel a jobboldalan allo integ-
ralok aszimptotikus kifejezése egyszeriien megadhaté (1. pl. [B] V. fej. 1. §
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1. tétel) és igy azt kapjuk, hogy

1
Py =~ —
T
€s igy ‘
. P
@ fim 5=
J

J, k és | tetszbleges rogzitett értékeire.* (2)-bdl kovetkezik, hogy bar {,-nek a
hatareloszlasa nem létezik, létezik &, feltételes hatdreloszldsa, amennyiben

P(€71:k7p1]Co=j) :l
2 PG=hi|s =)

akarhogyan is valasztjuk a ki, k,, ..., k. egymastol kiilonbozd egész szamokat.
(3) azonnal kovetkezik (2)-bol, mivel '

3) lim

n—> o

(m=12,...,n)

L i . (n)
lim F(Q': == m'go ]) — lim _;eih'___ = lim - lp(n) N 3 — %
11:-)@{ ZP(L:n:kh|§0=j) A n-—»w ZPJ(I?Z n-» P Z_](%’_; Zl
h=1 h=1 h=1 Py, h=:l

Eredményiink interpretdldsara vezessiik be a feltételes ergodicitas fogal-
mat. A &, valoszinfiségi valtozok alkossanak MARKOV-lancot, és legyen

8‘(")(a|z) = P(;néalgoz Z)‘

ha Q¢§, ahol &, a §, valtozok N értékkészletének azon részhalmazaibol
allo BoRreL-féle halmaztest, amelyre vonatkozélag a &, valtozok mérhetbek.

Ha megadhaté §,-nek egy olyan &, részhalmaza, hogy ~amennyiben A€J,,
Red, és z€H akkor

)

FER|2) _9A|9)
e §(B]2)
ahol §(A|$H) nem fiigg z-16l, és [X,T,,5,, F(A|B)] egy feltételes valoszinii-
ségi mez0, akkor azt mondjuk, hogy a {5,} MARKOV-ldnc feltételesen ergodikus, és
a §(A|B) feltételes eloszldsrendszert a MARKov-ldnc feltételes hatdreloszldsrend-
szerének nevezziik. A fentebb targyalt példdban ¥ az egész szamok halmaza,
J, a A halmaz Osszes részhalmazainak halmaza, §, pedig K Osszes véges

€és nem iires részhalmazainak halmaza és §(&|M) —%‘? ahol »(©) jelenti

a € halmaz elemeinek szdmat.

Megjegyzendd, hogy ha egy MARrKoOv-lanc feltételesen ergodikus, akkor
feltételes hatareloszlasrendszere mindenképpen eldallithato a 1. §. 15. tételben
szereplé modon. Ez kovetkezik az 1. §-ban CsAszAR Akos tételéhez fiizott

* Erods PAL és K. L. Caung [19] munkajukban (2) érvényességét altalanosabb fel-
tételek mellett mutattak ki: naluk a valtozék szérasanak létezése nincsen kikotve.
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- megjegyzésbbl. Bizonyos feltételek mellett ennél tobb is igaz, mégpedig

QA »)
N="a@®
alakban, ahol @(d) egy nemnegativ és teljesen additiv halmazfiiggvény és
Q(B)>0 ha HeF,. Ez az eset all fenn példdul a fentebb targyalt bolyon-
gasi problémaknal. CsAszAR Akos emlitett masik tételébdl kovetkezik, hogy
példaul ha a MArRkov-lanc allapotainak 3 halmaza megszamlélhats, §, ¥
osszes részhalmazaibol, &, pedig ¥ Osszes nem iires részhalmazaibdl all, és

Q(g) mérték segitségével F(I

$(A|B)>0 ha BT, és AR nem dres, akkor §(A|B)— %%5;’)-.

Bizonyos megszoritasok mellett kimutathatd a feltételes ergodicitas tobb-
~dimenzios bolyongasi problémadk és altalanosabb, nem additiv MARKOV-lancok
esetében is. _

Ugy latszik, hogy itt igen sok fontos 6sszefiiggés var még feltarasra.

Stacionér MARKOv-lancokndl mas értelemben is beszélhetiink feltételes
hatareloszlasrél. Tegyiik fel, hogy a ¢, (n==0,1,2,...) nemnegativ. egész
értékti valtozok stacionér MARKov-lancot alkotnak, amely irreducibilis és
amelynek 0Osszes allapotai visszatér6k, és jelentse 7n(&) azt, hogy a
&, &y, ..., Cn valtozok értékei kozill hany esik a nemnegativ egész szamokbol
"N(%g’) ha ny(B) >0és yx (9| B)=0,
ha 7y(B)=—0, vagyis jelentse yx(d|B) az A eseménynek a B eseményre
vonatkozo feltételes relativ gyakorisagat a MARKOV-lancot alkot6 kisérletsoro-
zat elsé N kisérlete soran, azon feltevés mellett, hogy L,=—i. K. L. CHUNG
-egy tételébodl [17] kovetkezik, hogy )

allé @ halmazba és legyen yx(d|R)—

P(lim yx(Q|R)) =8(q|B) =1,
N>
-ahol
jez;f%EU
AR ="~
(@|B) ST E,
) JEDB
és
2 PL“
4) E;;—=lim

€s ezek a hatarértékek mindig léteznek és pomtivok*; ha az dsszes allapotok

* A fentebb targyalt bolyongdsi probléméknal E;; = 1. (4)-re vonatkozolag 1asd A.N.
Kormocorov [20] munkajat, tovabba W. DoesLin [21] munkajat és veégiil K. L. Cuuna [22]
kozlemenyét, amely fethivia a figyelmet arra, hogy a lim P(”)/P(") hatarértékek létezesenek

Q0
kérdése az altalanos esetben nincsen elddntve.
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visszatér® gyakori allapotok, akkor a ZEU sorok konvergensek ¢és igy a.
Jj=t
MARKoOv-lanc hatdreloszlasa létezik és §(|MB) az ezen hatareloszlas altal szar-
maztatott feltételes eloszlasrendszer; ha az Osszes allapotok visszatéré ritka
allapotok, akkor a > E; sorok divergalnak és igy a §(A|B) feltételes el-
J=1 :

oszlasrendszer nem generdlhatd egy kozonséges eloszlas altal.

K. L. CHUNG azt is bebizonyitotta, hogy az Ej szamok mmd1g eleget
tesznek az

Ey= Z; E;; Py
J.:

egyenletrendszernek, vagyis az Ex (k=1,2,...) szdmok a YEy = - oo eset-
ben a MARKOV-ldnc nem-normdlhatd stacionér eloszlasat alkotjak.

Nézziink most egy példat a sztochasztikus folyamatok elméletébdl felté-
teles hatareloszlasokra vonatkozodlag. Vizsgéljunk egy olyan folyamatot, amely-
ben =&, L=§&+6&,..., &Li=&+&+ - +E&.+--- idOpontokban torténik
egy-egy esemény, ahol &,&,,...,8&,,... egyforma F(x) eloszldsfiiggvényii nem-
negativ és fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Legyen =>0 és legyen {1 <t <Gy,
tovabba ¢,—7—=9(tr). Méarmost a = pontot valasszuk ki taldlomra a (O, {)
intervallumon, vagyis legyen 7 a (0, /)-ben egyenletes eloszlasu valosziniiségi
valtoz6 és legyen (),_J(r) Szamitsuk ki d; eloszlasfuggvenyet W. FELLER
kimutatta, hogy ha

el

-|'XdF(x) :ﬂl“F(x))dx == m

véges, akkor #(f) és d, hatdreloszlasdnak eloszlasfiiggvénye, ha {— oo

x

Ho) — %[ (1—F(u))du.

0

TakAcs Lajos [13] mutatott rd arra a paradox jelenségre, hogy ha o az F(x)
eloszlasfiiggvény szorasa:

'= | (x—mydF(v),
0
m2 + g2
2m

a H(x) eloszlasfiiggvény varhat6 értéke , vagyis m-nél nagyobb is

lehet, ha o>m, s6t, o is lehet, ha o0 =oc. Ezzel szemben, abban az eset-
ben, ha m = oo, d;-nek a hatareloszlasa nem létezik, pontosabban P (d;<x) -~ 0,
ha O<x<oco és ft—oo. Ezzel szemben 0, feltételes eloszlasanak Iétezik a
hatarértéke, mégpedig fennall a kovetkezd
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1. TETEL. Legyen G(x)= |‘(1——F (O)dt, és tegyiik fel, hogy
N

. xG'(x)
m e
Akkor
:  G(x) o
tlTlP(dt<x|dt<y)———~Gy), ha O0<x=y.

BIZONYITAS: Legyen F,(u) az F(u) fiiggvény n-szeres kompozicidja és

21 F. (1) — @ (u),

akkor

p(dt< x[d} <y):zzgfg7

ahol t
a?(t):‘[ B(u)du és B(u)= | (F+x)—=F(©)} d, ®(u—).

Szamitsuk ki 6,(z) LAPLACE-transzformaltjat, amelyet vy.(s)-sel jeldljiink. Legyen

w

<p(s)——{J e dF(x),

akkor
. _st . e’ —1 ¢ (S) s{z-v) (1 —
W, (S) fe B () dt = ¢(s) S +- 1—(p(s)0 @1 —F(v)) dv,
0
ennélfogva ,(s) — oo, ha s— 0, feltéve, hogy m=occ. Mivel G.(f) = 0, a.(f)-
monoton novekvo és

o]

pals) = | e pi() dt = | e da(t).
*0 ]
Nyilvanvalo, hogy ha s>0, Y,(s) pozitiv és monoton csokkend fiiggvény.
Legyen wx(s):LsLx (%), ekkor egy ismert TAUBER tipusti tétel szerint
(lasd : HARDY [14] 7. fej. 11. §. 108. tétel) ha teljesiil az
L.(c2) * Ls(2), ha ¢ >0 és z—o0
feltétel, akkor kovetkezik, hogy :
a.(t) = L.(f), ha t — oo.
xG'(x)

Az L.(c2) = L.(2) feltétel teljesiil, ha lim =0, Ugyanis

ok o el

(x)
Lo(cz) . (%)

B
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masrészt viszont

L) r(l—F(t))e'édt’
4 0

c{_lb—(p(zlg)] (f(l —F(t))ekédt

és igy
A
4 1) e *G'(A)z
e _ 1“”(7) TG
| E= T A
1_[_ch(/_l)e C[I_W(E)J e s

GA)
~ahol A >0 tetsz6leges. . |
Legyen A—¢z és végezziik el a z — oo hataratmenetet; figyelembevéve,

hogy feltevéseink szerint lim AG (A)zo, kovetkezik, hogy
a»w G(A)
ol )
e* = lim = lim —— =e°.

e Telimg(L)) (10 (L))

Mivel & > 0 tetszdleges, kovetkezik, hogy
1

(]
lim -

“eli—o(z))

Illyen médon valéban teljesiil az L.(c2) = L.(2) feltétel, ha ¢ >0 és z2— oo,
és igy az emlitett TAUBER-tétel szerint e«.(f) = L.(f). Hasonloképpen lathatd
be, hogy e,(f) = L,(f). Ennéifogva

a:(f) _ L:(2)

ay(t)  Ly(1)’

. L.(t) G(x)
lim =2,
tételiink Aallitasa azonnal koévetkezik.

=1.

és mivel

Megjegyzendd, hogy abban azasesetben, ha m = fx dF(x) = G(o0) lé-
0
tezik, akkor G(x) korlatos és mivel

x(1—F(x)) = 2 f (1-F(u)) du,

2
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tehat
lim xG'(x) =0,
. . xG'(x) e . .
és igy a lim G =0 feltétel teljesiil; mivel tovabbéa ez esetben G(oo)=

=m=——¢'(0), tehat a fenti bizonyitasbol kovetkezik, hogy ebben az esetben

U im =9

t >

és igy

' . G
hm e () = =~

vagyis specialis esetként nyerjiik az ismert FELLER-féle eredményt.*
MegjegyzendS, hogy az el6bb alkalmazott TAUBER-tétel alkalmazhato.
magara @(f)-re is. Abbol, hogy

Jﬁw®m=rfﬁw=%LGJ
(1)

(0]

és z— oo, tovabbd figyelembe véve, hogy @(f) monoton nemcsokkend, kovet--
kezik, hogy ,

ahol

L(z)=

és L(cz)=L(2), ha ¢>0

D)~ —

(¢ —_ : . .
Mivel az is beldthatd, hogy lim l)((;(t)u): 1, ha u tetszOleges rogzitett pozi-
tiv szam, kovetkezik, hogy

t

Tim g(u) (Dg(—t)u) du= Jg(u) du,

t—> o

\

ha g(u) nemnegativ és integralhato fiiggvény, amelyre f g(u) du véges.
0

* Abban az esetben, amikor G() véges, tobb is igaz, mégpedig az, hogy

lim Bz(t)=—(—;—(ﬁ feltéve, hogy F(x) nem racsos eloszlasiu. Az m = oo esetben ennek meg-
z->® m . .

feleld tétel érvényességének eldontése igen érdekes volna.
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Figyelembe véve, hogy
t i /. t

J(j{ﬂf+@—F@H%¢Whﬂﬂﬁu=JkF&+ﬂ%fﬂ®)@@~@d¢

0 0 0

kovetkezik, hogy

lim P(d < x)

o @(5: G(X),

tehat |
P(di<x) = G(x)d(f) ~ G(x)

)

lim P(d; < x) =0,
t—>
G(oc) == oo,
tehat d; kozonséges hatireloszlasa nem létezik. ~

Megijegyzendd, hogy ebbdl a meggondoldsbél egy ftijabb bizonyitast -
nyerhetiink az 1. tételre. -

és igy valéban

ha
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HOZZASZOLAS

CSASZAR AKOS
a matematikai tudomanyok doktora :

A feltételes valdsziniiségi mez6krol

Legyen H tetszOléges halmaz, 7, a H halmaz részhalmazaibol allo Borel-
féle halmaztest, 7, pedig 7,-nek egy részhalmaza. A P(A|B) kétvaltozos hal-
mazfiiggvény legyen értelmezve A € T,, B&€ T, esetén.

RENY! ALFRED a kovetkezd hdrom axiomat teszi fel:

I. P(A|B)=0 és P(B|B)=1.
Il. Rogzitett B¢ T, mellett P(A|B) mint A fuggvenye teljesen additiv.
M. AeT,, CeT,, B€T,, BC¢ T2 esetén

P(A|BC) P(B|C) — P(AB|C).

Rogton lathato, hogy 1. és II. alapjan IIl. egyenertekii a kovetkezd keét
axiomaval:

I, A€T,, B¢T, esetén P(A|B)— P(AB|B).
Il,. A€T,, B¢T,, B'€T,, AcBc B’ esetén

P(A|B) P(B|B)— P(A|B).



