Egy kombinatorikai probléma, amely a lucerna
nemesitésével kapcsolatban meriilt fel

RENY!I ALFRED

Bevezetés

A Martonvésari Mez6gazdasagi Kutatointézet néhany év elétt az
Alkalmazott Matematikai Intézethez fordult, a kovetkez6 problémaval:
nagyszamu lucerna fajtt kivannak elvetni olymdédon, hogy minden
fajtabol néhany sort vetnek el, mégpedig tigy, hogy barmely két fajta
keresztezbdése lehetséges legyen. Mivel a beporzast méhek végzik, és
a méhek nem repiilnek nagyobb tavolsigot leszéllas nélkiil, ehhez
az sziikséges, hogy barmely két fajta egymdstol bizonyos d tavol-
sagon beliil el6forduljon, vagyis barmely két fajta eléforduljon
olyan két sorban, amelyeket egymastol legfeljebb r—1 sor vélaszt

el, ahol r= [%] és O jeloli két sor tdvolsagat. A probléma abban

all, hogyan lehet adott n szamu fajta — és adott megengedett o
tavolsag — esetében ezt minél kevesebb vetémaggal, fehat minél
kevesebb vetéssorral megoldani. ’

A kérdés matematikailag nyilvanvaléan a kovetkez6képpen
fogalmazhaté meg: keresendd az 1,2,...,n szamokbél 4llé olyan,
lehetbleg rovid szamsorozat, amelyben az 1,2, ..., n szamok koziil
barmely kett6 eléfordul olyan helyzetben. hogy azokat egymaéstdl
legfeljebb r—1 szdm vélasztja el (r=1,2,...; n=r-+2,r+3,.. oL
Példaul, ha n =8 és r=2, akkor egy ilyen minimélis sorozat a
kovetkez6 :

1,2,3,45,1,6,7,2,5,8,7,3,4,6,8, 1 A (1)
Az (1) sorozat 17 szambdl &ll, az 1-es haromszor,a 2, 3,4,5, 6,7, 8-
szamok mindegyike kétszer fordul benne eld, és az 1,2,...,8

szamokbol kivalaszthatd 28 szdmpar mindegyike eldfordul az (1)
sorozatban, olyan helyzetben, hogy vagy szomszédosak, vagy csak
egy szam vélasztja el Oket (a (3,¢), az (1,6), és az (5,7) szam-
parok kétszer is eléfordulnak ilyen helyzetben). Az n—=8 és r=2
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esetre vonatkozélag az (1) sorozat nyilvan a lehet6 legrovidebb
ilyen sorozat; ugyanis €gy, a sorozatban el6forduld és nem az els6
két"vagy az utols6 két helyen &ll6 szamnak négy olyan szomszédja
van, amelyet t6le legfeljebb egy szam valaszt el, a masodik és az
utolso el6tti helyen all6 szamnak harom ilyen szomszédja, végiil
az elsé és az utolsé helyen 4116 szamnak két ilyen szomszédja van.
Mivel minden szdmjegynek az Gsszes eldfordulasi helyen ossze-
szamolva a fenti értelemben vett szomszédjait, ezek szama ossze-
sen legaldbb 7 kell hogy legyen, minden szamjegynek legaldbb
kétszer el6 kell fordulnia, vagyis a sorozat tagjainak a szima nem
lehet kevesebb, mint 2.7+ 3 — 17, és az (1) sorozat éppen ennyi
tagbol all.

A kérdés teljes megoldasdhoz nyilvan arra volna sziikség,
hogy barmely n-re és r-re legaldbb egy minimalis sorozatot meg
tudjunk adni. Gyakorlati szempontbél kielégitd egy olyan szerkesz-
tési modszer ig, "amely barmely n-re és r-re egy olyan sorozatot
szolgaltat, amely nem lényegesen hosszabb a minimalis sorozat-
nal. Annnak idején egy ilyen, gyakorlatilag kielégit6é modszert ad-
tunk meg a Martonvasari Intézetnek, amelyet oft azéta is alkal-
maznak. A médszer kozzétételével azért vartunk, mert tgy gondoltuk,
hogy idével a probléma teljes megoldasat is megtalaljuk. Azota
valoban el6bbre jutottunk a kérdés megolddsa terén, és bar a prob-
Iéma teljes megolddsatsl még tavol vagyunk, tobb szempont is
szO0l amellett, hogy az elért szerény eredményeket Osszefoglaljuk.
- A kérdés ugyanis  bizonyos érdekitdésre tarthat szamot abbol a
- Szempontbodl, hogy egy gyakorlati feladat meglehetésen bonyolult
kombinatorikai kérdésre vezet és a kérdés megoldasa érdekes pél-
daja annak, hogy a szamelmélet teljesen elvontnak latszé tételei,
mint példaul Thue tétele, vagy az a tétel, hogy x* és (x-+1)° kozott
mindig van torzsszam, (x=1, 2, ...), gyakorlati alkalmazast talalhat.
Masrészt a kérdés matematikai szempontbdl sem érdektelen, és
talan e kozlemény felkelti masok érdeklédését is és eztiton elvezet
a probléma teljes megoldasahoz.

- \
1. §. Alsé becslések

A rovidség kedvéért néhany jelolést és definiciot vezetiink be :
Jelentsen S(n, r) egy tetszbleges olyan, az 1,2,...,n szamokbol
allo szamsorozatot, amelyben az 1, 2,..., n szdimok koziil kivélasztf

- hato (g} szampar mindegyike legalabb egyszer el6fordul olyan

helyzetben, ahol &ket legfeljebb r—1 kozbeesd szam valasztja el
r=12..;na=r+2rt3, ...). Egy S -sorozat hosszat jelolje
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H(S) és legyen M(n, r)— min H(S(n, 1)), vagyis M(n, r) az S(n, £
sorozatok hosszdnak minimuma. Ha S, és S, két szamsorozat, jelolje.
Si+S, azt a sorozatot, amelyet tigy nyeriink, hogy S,-et leirjuk,
€s S, jobb végéhez csatoljuk az S, sorozatot. Egy szamsorozat
kivalasztott tagjatol jobbra (balra) all6 szamok koziil azokat, ame-

lyeket a kivalasztott tagtol legfeljebb r—1 szam valaszt el, a kiva-

_lasztott szam jobboldali (baloldali) r-szomszédjainak nevezziik, a
jobb- és baloldali r-szomszédokat egytitt a kivélasztott tag r-szom-
szédainak nevezziik. Jelolje végil [a] az a valés szim egész részét,
{a} pedig a legkisebb a-nal nem kisebb egész szamot. Ebben a
§-ban kézenfekvé alsé becsléseket adunk M(n, r)-re vonatkozolag.
Itt és a kovetkez6kben feltessziik, hogy n = r4+2, mivelaz n=r--1
eset trividlis.!

1. tétel. /

M(n,r)= r(r—|—1)—2}—rn(n-—1) i @

Bizonyitds: Ha egy szamsorozat N tagbol all, és N=r42,
akkor abban az els6 N—r tagnak rendre r jobboldali r-szomszédja -
van, az N-—r+-j-edik tagnak (G=12...,0n r—j jobboldali
r-szomszédja van, tehdt a sorozat Gsszes tagjai jobboldali r-szom-

TR TS . ‘ r(—1)  r@N—r—1)
szédjai szdmdnak Osszege (N—r)r-+ G 5
Masrészt egy S(n, r) sorozat az 1,2,..., n szamok koziil kivilaszt—

- hato g szamu (i, /) szdmpar mindegyikét tartalmazza olyan hely-
zetben, ahol az i és a j szamok koziil az egyiknek a masik jobb-
oldali r-szomszédja, vagyis kell, hogy teljesiiljon az

r(2H(S(n, r))—r—1) . (n)
.2 = |2

egyenlotlenség, amelybsl H(S(n, r)) = r(r+1)—21-rn(n—~1) és igy

az 1. tétel mar kovetkezik. :
Bizonyos esetekben valamivel jobb als6 becslést ad a kovetkezo

2. teétel :

M(n,r)=n

=i}
2r \°

&)

! Ugyanis ha n<r + 1, akkor maga az’l,2,...; n sorozat S(n, r) soro-
zat és egyben a legrovidebb ilyen sorozat, tehdt M(n,r)=n, ha n<<r4 1.
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Bizonyitds : Egy- tetszoleges szamnak legfeljebb 2r r-szom-
szédja van; ha tehat egy S(n, r) sorozatban az 1, 2, ..., n szdmjegyek
__egyike, pl. a k szam x-szer szerepel, akkor kell, hogy x-2r = n—1
legyen, mivel a vizsgalt k jegy r-szomszédai kozott az 1,2,...,
k\—\l,k-i—l,...,n szamjegyek mindegyikének el6. kell fordulnia.

Igy tehat kell, hogy x = 3";1$ ésigy M(n,r) =n n—rl s legyen.
Megjegyzés: Ha pl. n—23 és r—2, akkor |
%”("”I)H(’_“). —128 & n ”_1$=138,

[ 2r - 2r

tehat a 2. tétel valamivel jobb becslést ad. Ezzel szemben, ha
n=16 és r—=4 akkor

n(n—1)+r(r+1) $=33, o n—1

2r \ 2r

tehat ebben az esetben az 1. tétel ad jobb becslést. A 2. tételben

_szereplé becslés még valamit javithatd, ha figyelembe vessziik,

. hogy az elsé r és az utolsé r tagnak 2r-nél kevesebb r-szom-

szédja van. Igy példdul ha r=2 és n=0mod 4, akkor M(n, 2) =
n—I1

-

=n

-+ 1. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be: ha a soro-

zat balszélén 4116 szam x-szer fordul eld, akkor a szélsd helyzet-
ben csak 2 2-szomszédja van vagyis teljesiilnie kell a 4(x—1)+

+2=n—1,vagyis az x = ) + 2 egyenldtlensegnek és igy

Mn,2) = L3 ”1‘1

egyenldtlenségnek. Mivel ha n=0 mod 4 akkor n—}—l 2:

£ 7 1<1-1 kovetkezik, hogy ez esetben M(n, 1) = n sﬁi——lg +1.

Ha peldaul n==8 és r=2, akkor az 1. tételbl M8, 2) = 16,

a 2. tételbdl is M(8, 2) = 16 addodik, — mig a 2. tétel most emli-

tett élesitésébdl M (8, 2) = 17 adodlk lattuk a bevezetésben, hogy

17-tagi S(8, 2)-sorozat valdban megadhato A 2. tétel hasonlo éle-
sitésével az altalanos esetben nem foglalkozunk.
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2. §. Felsg becslések .

Tegyiik fel, hogy adott n-re és r-re megkonstrudltunk egy
minimalis hossztsaga S(n, r)-sorozatot. Ezt a sorozatot, amelyet
S*(n. r)-rel jelotink, kiegészithetjiik S(n+-1, r)-sorozattd, a kovet-
kezbképpen : eldszor is feltehetjiik, hogy S*(n, r) utolsé r eleme
mind kiilonb6z6, mert ha egy szam S*(n, r) utols6 r eleme kozott
legalabb kétszer fordul eld, akkor ezek koziil az egyik elhagyhat6
volna, és a sorozat még mindig S(n,r) sorozat maradna, vagyis
S*(n, r) nem volna minimalis hosszisagti S(n, r)-sorozat. Marmost
legyen S*(n,r) utolsé r eleme a,a,,...,a,, ahol tehit az a;
(U=1,2,...7) szdmok kiilonbdzdk; az altalanossadg megszoritisa
nelkil feltehetjiik, hogy a;=n-1—j, (J=1,2,...,r). Csatoljuk
S*(n, r)-hez a kovetkezé A(n, r) sorozatot:

n-1, 1,2,...,2r,n+1,2r+1,...,4r,n+1,...,n—r,
ha n—r=hmod 2r, ahol 0 < h = r, illetve az
n--1, 1,2,...,2r,n+1,2r+1,‘...,4r,n+1,...,n———r,n-l—l

sorozatot, ha n—r=~hAmod 2r, ahol r< h = 2r.

Ebben a sorozatban tehat két n - 1-est mindig 2r kiilonb6z6
szam valaszt el, és igy ebben a sorozatban az 1,2, ..., n—r sza-
mok mindegyike valamelyik n+ 1-nek r-szomszédja. A A(n,r)
sorozat tagjainak a szama .

n—2F
2r
ugyanis ha n—r=2mr-+h és O<h=r, akkor az n+1 szam
A(n,r)-ben m+1-szer fordul el6, ha pedig r<h =2r, akkor
m -+ 2-szer, és
n—2r g_; m
AF T fmll
Ennélfogva

n—r+41-4

I

3O<h§r
r<h=2r

s ha n—r=2mr+#h és

H(A(n, 1)) = (n—r + 1)+;

§

n—2r|
2r

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkez tételt :
3. téfel.

Min+1,=M@n,)+n—r+14 B=2r

2r - 4y
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A 3. tétel segitségével egy felsd becslés nyerhetd M(n, r)-re, ha
| M(m, r)-et, vagy annak egy fels¢ becslését egy m < n-re 1smerjuk o
Példdul, mint lattuk, M (8, 2) =17, ennélfogva a 3. tétel szerint

MO, 2)=1T4+T+1 —25 és

1,2,3,4,51,6,7,2,5,8,7,3,4,6,8,1.9,2,3,4,5,9,6, T, (5)

egy S(9, 2)-sorozat. Valo;aban M(9 2)=22F+ kovetkezokep—
~ pen lathatjuk be:

A (1) alatti sorozatnak hagyjuk el az utolso elemét, az 1-est,
€s csatoljuk hozz4 a kovetkezd sorozatot: 9,1,2,3,4,9,5,7. Ekkor‘
a sorozat 24 tagtivd valik ; azonban, mivel az 1,2,3,4 szémsoro-
zat a hozzicsatolt részben elbfordul, a sorozat elejérdl 1 és 2 el-
hagyhatok és igy a kovetkezd 22 tagu S(9, 2) sorozatot nyerjiik:

3451672587346891234957 (6)

Hatdrozzuk meg most M(n, 1) pontos értékét. Ervényes. a
kovetkezd

4. tétel”;

(g) +1, ha n paratlan

M(n, 1)= @

n, n- :
((2)—{— 5 ha n paros.

Bizonyitds : Vizsgaljuk eldszor paratlan n-ek esetét. Nyilvan
az 1231 sorozat a legrovidebb S(3, 1)-sorozat és igy M(3,1)= 4.
Tegytik fel, hogy mar bebizonyitottuk, hogy M((2k—1, 1)=

(2k )-{—1 és legyen S*(2k—1,1) egy minimalis hossztisagi

S(2k—1, 1)-sorozat. Abbol, hogy H(S*(2k—1, 1)) = (ZkZ_ 1)+ i

kovetkezik, hogy S*(2k—1, 1)-ben minden (i.j) par (i, Y o
=1,2,...,2k—1; i==j) pontosan egyszer fordul el6. Ez csak tgy
lehetseges hogy S*(Zk—l 1)-benaz 1, 2,...,2k—1 szdmok mind-
egyike egy kivétellel pontosan k— 1-szer fordul eld, az egyik pedrg,
k-szor és ez a k-szor el6forduld “szam all S*(2k—1, 1) elején és
végén; az éltalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy ez a

* A 4. tétel paratlan n-re vonatkozé A4llitdsa ekvivalens a teljes graf
bejarasdra vonatkozo jolismert grafelméleti tétellel. (I pl. D. Konig: Theorie
der endlichen und unendlichen Graphen. Leipzig 1936. 20. 0.) A dolgozatban
targyalt problémakor grafelméleti targyaldsa esetleg u]abb eredményekhez is
vezethet.-
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szam az l-es; csatoljuk most S*(2k—1, 1)-hez a kovetkezd donyy
sorozatot: - ' :

2k,2,2k+1, 3,2k, 4, 2k+1,5,...,2k+1,2k — 1,2k 2k+1, 1.
Konnyii belatni, hogy az S*(2k—1, 1)+ Aoyi1 sorozat SQk+1,1y
sorozat és tagjainak szama ; ‘

(2k2—1) F142Qk—1)+1 :'(2,";" 1)+ i

Tehdt M2k+1, 1) = (2k2+ 1)+1. Azonban S(2k+1,1)-ben az

1,2,...,2k+1 szamok mindegyike legalabb k-szor el§ kell, hogy
forduljon, és az a szam, amely az elsé helyen 4ll, legalabb k+1-szer
kell, hogy el6forduljon, hiszen minden szimnak legaldbb 2k elst
szomszedja kell, hogy legyen, vagyis M(2k+1,1) = 2k + Dk+1=

:(2"; 1)+1. Ezzel  bebizonyitottuk, hogy M(2k+-1,1)—

= 2k2+ 1 +1 vagyis a 4. tétel pératlan szamokra vonatkozé
allitasat. .

A mondottakbol kovetkezik, hogy paratlan n-re 1éteznek opti-
mdlis S(n, 1) sorozatok, amelyekben tehdt barmely (i, J) szampar
Gj=1,2,...,n; I==j) pontosan egyszer fordul el szomszédként. -
Példaul, kiindulva az 1,2,3,1 83, 1) sorozatbél 1,2;3,1,4, 2,5,
3,4,5,1 optimalis S§(5, 1) sorozatot és ebbdl az

1,2,3,1,4,2,5,3,4,5,1,6, 2,1, 3,6,4,7,5,6,7, 1 )

optimélis S(7, 1) sorozatot kapjuk.

Most vizsgaljuk meg péaros n esetét. ,

Mindenek elé6tt nyilvanvalé, hogy egy-S(2#, 1) sorozat nem
lehet optimélis, ha & =2, vagyis olyan, amelyben barmely két szdm
pontosan egyszer fordul el§ szomszédos helyzetben. Ugyanis egy
S(2k, 1) sorozatban, ha k = 2, van olyan szam, amely a sorozat-
nak sem elsé, sem utols eleme, és egy ilyen szamnak mindig
paros szamti szomszédja van. A 2. tételbdl kovetkezik, hogy

M2k, 1) = 2= ) 4. 2K,
tehat a (7) alattindl kisebb értéke M(2k, 1)-nek nem lehet. Mas-
részt ha §*(2k—1, 1) egy minimalis S§(2k—1,1) sorozat, amely
1-essel végzodik, és Ay-val jeloljiik a
2k,2,3,2k,4,5,2k,6,7, .. ., 2k2k—2,2k—1,2k
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' sorozatot, S*(2k—1, 1)+ 4. egy S(2k, 1) sorozat és

H(S*@k—1, D)+ ) =25 41+ 3e—2= (%) + 25

Ezzel a 4. tételt paros n-re is igazoltuk.

Minimalis hosszusdgu (és egyben optimalis) S(2k--1, 1)
sorozatok szerkesztésére egy mdsik eljarast is megadunk, abban
az esetben, ha 2k4-1=p torzsszdm. Ez az eljards azért érdekes,
mert ez altalanosithaté azutdn tetszoéleges r-re S(p, r) sorozatok
p—1

2

O | / D
= modp (k=1,2,...,p") és képezziik a kovetkezd sorozatot

- és

szerkesztésére. Legyen tehat p paratlan torzsszam, p’ =

(minden szam mod p redukéalandd ugy, hogy 1 és p kozé essck):

1,2,...,p,a,2a,...,p0, 05, 20, ..., Pay, ..., @y, 20y, ..., Pay, 1. ©9)

A (9) sorozatnak pp’+1==(12’)+1 tagja van: konnyen belathato,

‘hogy ebben a sorozatban barmely (i, J) szampér (i, j=1,2,...,p; .
i==j) egyszer és csak egyszer fordul el6 egymas mellett.

Ezt akovetkezoképpen lathatjuk be: a + a,, + a,, tas,..., T ap
szamok mind kiilonbozéek mod p ugyanis nyilvan a, ==a; mod p, -

ha h==k, masrészt ha a,=—a; mod p volna, akkor —/1;— - —1k~ =

:h’j—kk =0 mod p és igy h4+ k=0 mod p volna, de ez lehetet-
len, mivel 2 =< h+k = p—1. Ennélfogva a 0, + a;, + a,,..., = ay
- szamok kozotta 0, 1, 2, ..., p—1 szamok mindegyike (és mindegyik
-egyszer) el6fordul mod p. Itt tulajdonképpen Thue egy ismert téte-
Iének (I. pl. H. Scholz, Einfiihrung in die Zahlentheorie, - Goschen
Bd. 1131., 45. 0.) egy specidlis esetérdl van sz6. Thue tétele a

- kovetkezoképpen szol: :

Legyen p ftetszdleges pdratlan torzsszdm, aés b legyen két
egész szam, (1< a< p,1<b<p), amelyekre ab>p. Akkor bdr-
mely z egész szdmhoz taldlhatdk olyan x és y egész szdmok, hogy

- —a<x<+aés 1=y<b, tovibbd z~5% mod p.

A tételbol specialis esetként ((a=2, bzl—)———;i) kbvet‘kezik

tehat,'hogy barmely z egész szam eléallithato zz’% mod p alak-
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ban, ahol x=+ 1".vagy x—0 (a z=0 esetben) és 1 =y = p'.

Tehat barmely i-hez és j-hez, ha i==j mod p, talalhaté olyan y
(1 =y=p), hogy i—jz% mod p vagy i‘—jz—% mod p.*

Mérmost legyen m==y; mod P €és 1 =m< p, akkor tehit j=ma,
€s i=(m+1)a, modp vagy i=(m—1)a, modp és igy a

D ay, 2ay, ... (p—1)a,, pa, szamsorozatban, (amelyben minden -

szam a vele mod p kongruens és 1 és p kozé es6 _szammal po6t-
landd), i és j szomszédoes helyzetben el6fordulnak. Igy példdul ha
p=1,a kovetkezd S(7, 1) sorozatot nyerjiik :

1,2,3,45,6,7,4,1,5,2,6,3,7,5,3,1,6,4,2,7,1  (10)

Most térjtink vissza az altalinos tételre. Thue tétele r > 1-re

is felhasznalhaté S(n, r) sorozatok konstrualasara, abban az eset-

ben, ha n torzszszam. Ezen az tton a kovetkezd tételt nyerjiik :

5. tétel: Ha p pdratlan torzsszdm, és r <p, akkor

Mp, r)é("%,*»l)(l?“".l)ﬂ' 02

Bizonyitds: Legyen akz% modp és 9 =a<p, ha '

iy vy P
k__—1,2,.‘t.,p— i 1. 7
Képezziik a kovetkezé A sorozatokat: : '
- ag, zak,v Sak;---rpak: a, 2ah"""rak (12)

€s ezeket a A, sorozatokat (k=1,2,...,p") irjuk egymas utan.
»

Az igy kapott D' 4, sorozat S(p, 1) sorozat. Ugyanis, ha i és j \
) ) k=1 - ; :
keét tetszbleges szdm, 1 = i < j = p, akkor Thue tételét az a=r41,

N

g Vi
' r+-1 g
olyan x(—r=x=+4r) és olyan y(1 =y =p’) egész szamok,
hogy

. X
i—j=-—"mod p.
J 7 p .
Ha most m=jy modp (1 = m = p), akkor tehat Jj=ma, mod p

¢s i=(m+x)a, modp és igy a 4, sorozatban i és J 1-szonr-
szédok. Mivel 4, tagjainak szima p-+r, tehat ;

H S ) =155 1) o4n

§: P+ 1 esetre alkalmazva, kovetkezik, hogy taldlhatok ‘
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‘Az eredmény még egy keveset élesithetd; ehhez azt kell csak
észrevenniink, hogy a A, sorozatok helyett egymds mellé illeszt-

“hetjiik a kovetkezd-40 sorozatokat:
(4 Dax, (e +2)as, . ..., pay, @, 24, ... C+h)a  (13)
ahol h; tetszOleges pozitiv egész szam, és képezhetjiik belSliik az

Vi 4
§'(p1)=2 45 (14)

sorozatot. Mérmosf h, értéket mindig valaszthatjuk gy, hogy tel-
jesiiliopn a (M4 1)ax=(r+ hx-1)ax-1 mod p kongruencia. Ehhez
ugyanis csak az sziikséges, hogy teljesiiljon a :

= ks (7 i) — 1= (r+ ) —1 mod p

kongruencia; ez esetben azonban 4)¥ elsé tagja meg fog egyezni

A% utolsé tagjaval és igy 4P elsd tagja kihagyhat6 a soro-
zatb6l, ha k=2, 3,...p"; az ilyen médon nyert S*(p, r) sorozatra
nyilvan : 41
* 4

H(S ()= (|25

Ezzel az 5. tételt bebizonyitottuk. ;
Megjegyzendd, hogy a gyakorlatban gyakran blokkokra kell
szétvagni az S(n, r) sorozatot, ugyanis. nincs hely arra, hogy az
Osszes barazdak egy vonalban helyezkedjenek el. A fent adott
szerkesztés lehet6vé teszi a kérdés megoldasat ebben az esetben is,
ugyanis a dl(,’,;") sorozatoknak nem sziikségképpen kell egymashoz
csatlakozniok, keriilhetnek kiilon blokkokba. Ez esetben természe-
tesen a 49" sorozatok utolsé tagjanak elhagyasa nem lehetséges.
Lehetséges, hogy az igy konstrudlt sorozatban tovébbi feles-
leges tagok is vannak. Ezt a konstrukcié sordn mindig meg kell

PAEE .
r41 __3

—1)(p+r-1)+1.

figyelni. igy példaul legyen p=11 és r=4, akkor 3

és igy, mivel 5 =6 mod 11,

(” . $—1~)(11+4—1)+1—29
(¢ 4+1 ) .
és konstrukcionk a kovetkezd 29 tagu sorozatot szolgaltatja:

1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,1, 2, 3,4, 10,5, 11, -
6,1,7,2,8,3,9,4,10,5,11. (15)
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A 2. tétel szerint M(11, 4) =11 ;]é) E—22' ebbdl sejthetd, hogy

még néhany tag elhagyhaté a sorozatbdl; valéban, az elsd helyen
allo 1-es, a masodik helyen all6 2-es, a 16-ik helyen allo  10-es
és a 29-ik helyen &ll6 11-es elhagyhato és igy a kovetkezd 25
tagti S(11, 4) sorozatot nyerjiik :

3,4,56,7,8,9,10,11,1, 2,3,4,5,11,6,1,7,2,8,3,9,4,10,5 (16)

Ez a sorozat azonban még igy sem a legrovidebb, ugyanis a kovet-
kez0 sorozat:

1,2,3,45,6,7,8,9,1,2,3,10,11,9,4,5,6, 7, 8, 10. 11 (17)

pontosan 22 tagbdl all, tehat minimdlis hosszusagu S(11, 4) sorozat

A most targyalt példa azt is megmutatja, hogy egy tetszéle-
ges eljarassal egy S(n, r) sorozatot konstrudlva azt utélag mindig
tanacsos megvizsgalni, hogy nincsenek-e benne elhagyhat6 tagok;
nem igaz azonban az, hogy ha egy S(n, r) sorozat egy tag]a sem
hagyhato el, akkor az minimalis sorozat.

Az 5. tétel bizonyitdsdnal alkalmazott konstrukcié segitségé-
vel barmely n-re és r-re megadhaté egy nem tulsdgosan hosszi
S(n, r) sorozat. Az eljards a kovetkezd:

a) megkeressiik a legnagyobb torzsszdmot, amely nem nagyobb
n-nél, jeloljiik ezt p-vel. b) a fent megadott eljardssal konstrualunk
egy S(p, r) sorozatot. c) ebb6l elhagyjuk a felesleges tagokat, d)
a 3. tétel bizonyitdsa soran alkalmazott eljards ismételt felhaszna-
ldséval az S(p,r) sorozatot elébb S(p-1,7) sorozattd, azutin
S(p-+2,r) sorozattd, ... végiil S(n, r) sorozattd alakitjuk at, min-
den 1épés utdn elhagyva a felesleges tagokat. Példdul ha n=21
és r=06, a kovetkezOképpen jarunk el: a legnagyobb torzsszam

. 19+4+1( '
21 alatt a 19, mivel 611 =3, p =2 és m1ve17:10 mod 19
tehat
1,2,3,45,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
1,2, 3,4,5,6, 16, 7, 17 8, 18 9,19,10,1,11,2,12, 3,13,
4, 14,5, 15,6, 16,7, 17,8, 18

egy 49 tagu S(19, 6) sorozat; ebbél az utolsé helyen all6 18-as,
és a 47-ik helyen &ll6 17-es, ‘tovabba a 45-ik helyen &ll6 16-o0s
elhagyhatd; az igy kapott 46 tagt

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
1,2,3,4,5,6,16,7,17,8, 18,9, 19, 10, 1, 11, 2, 12, 3,13,
4,14,5,15,6,7,8

11 Matematikai Lapok
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sorozathoz hozzafiizziik a 20,1,2,3,4,9,10,11,12,13, 16, 17, 18,
20, 19, 15-tagti sorozatot és igy egy 61 tagi !

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
1,2,3,4,5,6,16,7,17,8,18,9,19,10,1, 11, 2, 12, 3, 13,
4,14,5,15,6,7,8,20, 1, 2, 3,4,9,10, 11, 12, 13, 16, 17,
18, 20, 19

S(20, 6)-sorozatot kapunk. Az igy kapott 61 tagn S(20, 6) sorozat- -
hoz csatoljuk hozza a

21,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 21, 13, 14, 15

17-tagu sorozatot, akkor egy 78 tagti S(21,6)-sorozatot nyeriink.
Ebbél a sorozatbdl azonban nyilvanvaloan elhagyhatok az elején
ale 1,2,3,4,5,6,7,8 é a 13-ik helyen 4ll6 13-as, és igy egy
69 tagli S(21, 6) sorozatot nyeriink.

Az 5. tétel segitségével bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

6. tétel : - M( )' ;
‘ . nr
m,l,Lsf P—p = r+1

Bizonyitds : Legyén n egy tetszéleges egész-szam, legyen p, a
legnagyobb n-nél nem nagyobb torzsszam, akkor az 5. tétel szerint
(han=r+2) 2 :

(r=2,3,...) (18)

o[

put1 B (n+1)(a+1)
‘ M(P»uf)é( T_rr%-‘)ﬂn-*"f D4+1= 1
Masrészt a 3. tétel szerint

n-1

M(n,r) = M(p., 1)+ D) (m—r—{—,l + §m2—r2r% ) &=

M=p,,
(n+D(n+n ( - g)
E—T-l—(” pa) | n f+2r-
Az analitikus szdmelméletbdl ismeretes*, hogy megadhaté
olyan ¢ (0 <ea < 1) szam, és olyan C >0 n-t6l fiiggetlen allando,
hogy elég nagy n-re n—p, < Cn® Ennélfogva (19)-b6l

M(n,) _ 1 ( JJ( IJ ( _L) Pha
T r+1 1_I‘n 1_*_n T 1+2rCn ' 0

(19)

* Ugyanis Ingham [2] bebizonyitotta, hogy x3 és (x + 1)3 kozott mindig
van torzsszdm, ha x elég nagy egész szam. Ennélfogva, ha n elég nagy és
x a legnagyobb egész szam, amelyre (x 4 1)2 << n, akkor van olyan p,, amelyre
X< p= (x4 1) tehat n—p, << (x + 2P —x3 < 6x2 4 12x - 8 << 26x2. Mivel

2
x3<=ntehatx2 < mn3 és igy n—p,<26n*.
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£s igy

M) _ 1
T r+1 h

Osszehasonlitasul mondjuk ki a kévétkezé tételt is, amely
akar az 1. akdr a 2. tételb6l kovetkezik:

lim sup

>0

7. tétel : M(n, 1) .
e nr r
e = 2
Nyitott kérdés, hogy létezik-e
lim ﬂ(h’l?’_r): w (23)

€s ha igen, mi az értéke. A 6. és 7. tételek szerint, (ha létezik)

e =

u értéke L § és L] kozé esik. Amennyiben sikeriilne bebizonyi-

2r f
tani, hogy u ?er , €z azt jelentené, hogy barmely nagy n-re

megadhat6 olyan S(n, r) sorozat, amelyben az isméti6dé r-szom-
szédsagok szama az Osszes r-szomszédsdgok szdmahoz képest el-

hanyagolhatéan kicsiny, ezzel szemben u>% azt jelentené, hogy

ez nem lehetséges. Ugy latszik, hogy ha r = 3, a masodik lehetdség,
all fenn, ezt azonban eddig nem sikeriilt bebizonyitanom. *

* N. G. de Bruyn (Amsterdam) bebizonyitotta, hogy ha r =2, akkor

1
T P (Szobeli kozlés). pE Bruyn bizonyitdsa, melyet szives hozza-

jarulasaval itt kozlok, a kovetkezd: Legyen n==2p. ahol p=2k -+ 1 torzs-
szam; jelolje As az 1, s+ 1, 2s+4-1,...,ns41,(n 4 1)s + 1 szamokbdl allé
sorozatot (minden szam mod n redukalando) és jelentse S az A,, A, A;..., Ap
sorozatok egyesitését. Bebizonyitjuk, hogy S S(n, 2) sorozat. Legyen i és j két
tetszéleges egész szam (1 << { < j=n) és legyen j—i=4d. Ha d paratlan és
d=p,i és j szomszédosak az Aq sorozatban; ha d paratlan és p < d, akkor

J és'i szomszédok az An-q sorozatban. Ha d paros és d =2 mod 4, akkor 7

és j masodszomszédok az A, sorozatban, végill ha d =0mod 4, akkor j ési
5

1
masodszomszédok az A, ; sorozatban. Masrészt H(S)== (p-;— )(n +2)=
2
(n+-2)2 Lo . ¢ ' e
S IngHam tételének alkalmazésaval (ugyanigy mint a 6. tétel bizonyi-

- - . M@n2) 1, . e ;
tasdban) adodik, hogy lim sup 'éi és igy a 7. tétel figyelembevéte~

2
N> 00 n-

M@n,2) 1

iével, hogy lim .
BY 7> n2 4

11*
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OB OJJHOW MPOBJEME KOMBUHATOPUKHA
' A. Péﬂbu

Peswome

Hmxkecnepyromasi npo6iema xOMGMHATOPUKM ECTPEYanach B XOAE MCCae—
JIOBaHHUSI BOIPOCA 00JArOPaKMBAHUS JIOLEPHBI :
Ilycte M(n, r) o3HauaeT pauHy HaMkpartyaiiniel w3 nociefoBaTeNbHOCTEN
upcen, cocrosimux u3 umcen 1,2,...,n, B KOTOPBHIX KaXKAAs mnapa uYmCesL
“4,j (npm 1 =i<j< n) He MeHbIIE YEeM OJMH Pa3 HAXOJUTCSI B TAKOM NONO-
JKEHUH, B KOTOPOM MX pPasfiensior He O6ojbiue yem Ha r—1 anemeHra mnocie--
- poparensHocTd. Omnpepenuts TOYHOE 3Havyenme M(n,r), wiM >Ke Xopoiuee
BEpXHee NpubImKeHne 9TOr0 3HAYEHUs, a TAKOKE JATh METOH, Npu MNOMOILX
KOTOPOI'0 MO’KHO JJIST NPOM3BOJNBHBIX YHCEJI 71 U 7 DOCTPOUTH IOCHEAOBATEb~
HOCTb MUHHMAJBHOH [JIMEBI, O0JAJAIONyl0 YKASAHHBIMM CBOWCTBAMU, WIH IKe:
NOC/IENOBATENLHOCTD, [JMHA KOTOPOW HE 3HAYMTENLHO OGONbLIE MUHHMAJIBLHOIL..
CraTbsl CONEPIKUT HECKOIBKO HEPABEHCTB [Js1 3HauyeHuit M(n,r), a Taike He-

cxonbKo noctpoenuit. Jlerko BupeTh, uro Npm HedeTHuix n, M(n, 1):(5),—1— 1
] n n o . o
u M(n1)= (2) + 7 TIPH 7L HETHBIX. 9TO PaBHOCHJIBHO ONHON OOLIEU3BECTHOM

Teopeme Teopun rpadioB. B crathe qoKasniBaeTCs, 4TO

1 lim infM(n’ ) = lim sup M . ]

g S e e
2r = a0 n? oo N2 T r+1
OpHako, He HCCIeNyeTCsl BONPOC O CYUIeCTBOBAHHY Mpenena

figgy M)

n-> o n

H. O €ro 3HA4YCHMH.

ON A COMBINATORICAL PROBLEM

The following combinatorical problem arose im connection with the
selection of alfalfa: let M(n,r) denote the number of elements of the shortest.
sequence consisting of the numbers 1,2, ..., n in which each pair of integers
(i, /) 1 =i<j=n) occurs at least once in such a position, where they are
separated by not more then r—1 elements of the sequence. It is required
either to find the exact value of M(n,r), or at least a good upper estimation
of M(n,r), as well as a method of constructing to any pair of integers n and
r a sequence with the property mentioned above, and of minimal length, or a.
sequence which is not essentially longer than the minimal one. The paper
contains some inequalities concerning M(n,r) and some constructions. It is

~ easy to see, that M(n, 1)= (’21) -1 if n is odd and M(n, 1):——(2) —}—g if n

is even. This is equivalent with' a well-known theorem on graphs. It is
shown that '
1 i g A1)
2r= ase M

: M(n, 1) 1 : .

< St = i

=11nnls§p &=y (r=12..)

T . i CL M(nr) o )
It remains an open question whether 11m—n—2— exists and if it exists, what

' is its value. b



