AXIOMATISCHER AUFBAU
DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Von AvrreED RENYI, Budapest

Einfiihrung

Die axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die von A. N.
KoLMOGOROFF in seiner im Jahre 1933 erschienenen Arbeit! gegeben wurde, war die
Grundlage der groBartigen Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die in den
letzten zwei Jahrzehnten stattgefunden hat. Im Zuge der Entwicklung tauchten aber
auch solche Probleme auf, die im Rahmen der KorLmMoGorOFFschen Theorie nicht
behandelt werden konnten. Wir denken in erster Linie daran, da8 in der Physik (z. B.
in der Quantenmechanik), ferner in der Theorie der MARKOFFschen Ketten und der
stochastischen Prozesse, bei den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in
der Integralgeometrie, in der Zahlentheorie und auch auf anderen Gebieten oft solche
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (zum Teil als Grenzverteilungen) auftreten, die
nicht ,,normiert‘‘? werden koénnen, d.h., es treten unbeschrinkte MafBe auf. Solche
Verteilungen kénnen in der KoLmocoroFFschen Theorie nicht definiert werden; so
hat es z.B. keinen Sinn, von einer im ganzen n-dimensionalen euklidischen Raum
gleichm#Bigen Verteilung zu sprechen; ebenso gibt es keine Wahrscheinlichkeits-
verteilung, bei der abzéhlbar unendlich viele Zustéinde einer MARKOFFschen Kette
gleich wahrscheinlich wiren.

Da eine Wahrscheinlichkeit, die gréfer als 1 ist, prinzipiell sinnlos ist, scheint es
auf den ersten Blick, als ob man an der Lage nichts indern kénnte. Dies ist zweifellos
der Fall; hier handelt es sich aber darum, daB man mit Hilfe der in Rede stehenden
nichtnormierbaren (also eigentlich sinnlosen) Verteilung fiir gewisse bedingte Wahr-
scheinlichkeiten durchaus sinnvolle, in den physikalischen Anwendungen mit der
Erfahrung iibereinstimmende Werte gewinnen kann3, Dies ist der Grund dafiir, daB

1 A. KoLM0oGOROFF, Grundbegriffe der Wa,hrscheinlichkeitsrechnung'. Springer, Berlin 1933.

2 In der physikalischen Literatur hat sich der nicht sehr gliickliche Gebrauch eingebiirgert, da8
die Dichtefunktionen der Wahrscheinlichkeitsverteilungen nicht normiert, also nur bis auf einen
konstanten Faktor bestimmt werden. Ist das Integral der Dichtefunktion iiber den ganzen Raum
endlich, so kann die nichtnormierte Funktion durch Division durch dieses Integral normiert
werden; dadurch erhalten wir die wirkliche Dichtefunktion. Ist aber das oben erwiahnte Integral
der ,,Dichtefunktion* nicht endlich, so kann sie nicht normiert und daher nicht als gewShnliche
Dichtefunktion betrachtet werden. Diese Tatsache entgeht wegen des obigen Gebrauchs der Auf-
merksamkeit mancher Autoren. )

3 (emeint ist folgendes: Wenn { (z) eine in jedem endlichen Intervall integrierbare und nicht-

oo

negative Funktion ist, fiir welche f f(z)dx = -+ oo ist, so kann zwar f(z) nicht die Dichtefunk-
—
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solche ,,nicht existierenden® Verteilungen gebraucht werden. Es entstand daher die
Notwendigkeit, die Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung derart weiterzu-
entwickeln, daf dadurch die Berechtigung der erwihnten Rechnungen — falls sie
besteht — klargestellt wird.

In einer Arbeit?, die ich im Sommer 1954 beendigt habe, habe ich einen Versuch
in dieser Richtung verdffentlicht. Es handelt sich um eine neue axiomatische Be-
grindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, in welcher der grundlegende Begriff
gerade der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ist ; absolute (unbedingte) Wahr-
scheinlichkeiten sind in dieser Theorie nicht notwendig definiert. Diese axiomatische
Theorie ist eine logische Weiterentwicklung der Theorie von A. N. KOLMOGOROFF.

Wie Prof. B. W. GNEDENKO mir freundlicherweise mitgeteilt hat?, hat A. N. Koz-
MoGOROFF selbst die Idee einer solchen Weiterentwicklung seines Axiomensystems in
einer Vorlesung erwihnt, aber iiber seine diesbeziiglichen Gedanken nichts verdffent-
licht. Es war mir eine grole Freude zu erfahren, da der Weg, den ich gewihlt hatte,
von KoLMoGOROFF selbst vorgeschlagen worden war. Wihrend der Ausarbeitung der
neuen Theorie (die noch weit davon entfernt ist, einigermaBen abgeschlossen zu sein)
habe ich einige Teilergebnisse erhalten, die fiir sich — also abgesehen von der neuen
Theorie — von Interesse sein diirften. Es handelt sich um eine Erweiterung des zen-
tralen Grenzverteilungssatzes auf schwach abhingige ZufallsgroBen, ferner um eine
Verallgemeinerung des BorELschen Satzes iiber normale Dezimalbriiche fiir CANTOR-
sche Darstellungen von reellen Zahlen®. Durch die neue Theorie wird die Problematik
der Grenzverteilungssitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung wesentlich erweitert
durch das Problem der Existenz von bedingten Grenzverteilungen. Wir sagen, daB
tion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sein, aber wenn ¢ < a < b < d ist, so kann

b
af.f(z)dx

A
cf f(a)dz

als die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses angesehen werden, daB der Wert einer Zufalls-
groBe £ in das Intervall (a, b) fillt, vorausgesetzt, daB dieser Wert zum Intervall (¢, d) gehort. Es
handelt sich darum, eine solche Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten mathematisch
zu rechtfertigen. In der Geschichte der Mathematik ist es schon mehrmals vorgekommen, da3
durch die Schaffung einer neuen mathematischen Theorie zunéichst nicht exakte Verfahren, die
sich in der Physik als wirksam erwiesen hatten, mathematisch gerechtfertigt wurden. Ein Beispiel
ist die Digacsche d-Funktion. Es scheint mir, daf die Sachlage in diesen beiden Féllen ziemlich
#hnlich ist.

1 A.RENYI, A val6dziniiségszémités uj axiomatikus felépitése. Magyar Tudominyos Aka-
démia ITI. o. Kozleményei 4 (1954) 369—427. In englischer Sprache ist diese Arbeit in Acta
Math. Acad. Sci. Hung. VI (1955), 285—335, erschienen. Ein kurzer Bericht wird in den Pro-
‘ceedings of the International Congress of Mathematicians, 1954, Bd. I erscheinen.

? Auf der Statistischen Konferenz im Juni 1954 in Prag, wo ich iiber dieses Thema einen Vor-
trag gehalten habe. '

Es waren schon frither mehrere Axiomensysteme der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorgeschla-
gen worden, z.B. von H.REICHENBACH (Wahrscheinlichkeitslehre. Sijthoff, Leiden 1935), in
welchem der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit axiomatisiert ist, aber diese Theorien be-
handeln nicht solche Fille, in denen gewShnliche Wahrscheinlichkeiten iiberhaupt nicht, sondern
nur bedingte Wahrscheinlichkeiten definiert sind.

3 Nachdem man diese Sitze mit Hilfe der neuen Theorie gefunden hatte, konnte man sie
nachtréglich auch ohne diese Theorie beweisen.
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eine Folge &,, &,, .. ., &, . .. von Zufallsverdanderlichen die bedingte Grenzvertei-

lungsfunktion F (x) besitzt, wobei F (x) eine monoton nichtabnehmende linksseitig

stetige nichtnegative Funktion mit lim F(z)= 0 und lilf F(2) =+ oo ist, wenn
Z—>— 0 ZT—> 4 oo

P(én<a) _ F(a)
A F <) ~ F(9) 1)

fir alle 2 < y giiltig ist. Zum Beispiel sei &, gleichverteilt im Intervall (0, »). Dann
gilt (1) mit F'(x) = « fur x = 0.

Bedingte Grenzverteilungen spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der MAR-
KOFFschen Ketten mit abzihlbar unendlich vielen Zusténden und bei gewissen
stochastischen Prozessen.

Was die Beziehung der axiomatischen Theorie zur Wirklichkeit betrifft, mochte
ich nur bemerken, daB der Zusammenhang zwischen bedingter relativer Hiufigkeit
und bedingter Wahrscheinlichkeit natiirlich derselbe ist wie zwischen (nicht-bedingter)
relativer Haufigkeit und absoluter Wahrscheinlichkeit.

Ich will nun etwas zu dem formalen mathematischen Gehalt der Theorie sagen.
Die Theorie bezieht sich auf eine Mengenfunktion P (4 | B) von zwei Verdnderlichen,
definiert fiir 4 € T, und B € T,, wobei T, ein BorELscher Mengenkérper von Unter-
mengen eines abstrakten Raumes H und T, eine beliebige nichtleere Untermenge
von T, bedeutet; es wird vorausgesetzt, daB P (4 | B) fur jedes festgehaltene
BE T, ein ¢g-additives nichtnegatives MaB auf T, ist, fiir welches P (B|B)=1
ist; so ist P (A4 | B) ein System von MaBfunktionen, die durch folgende Bedin-
gung miteinander verkniipft sind:

s P(A|BC)P(B|C)=P(4B|0) (2)

(hier bedeutet A B bzw. BC den Durchschnitt der Mengen A und B bzw. B und C).
. Wir nennen H, T,, T,und P (4 | B)in ihrer Gesamtheit ein bedingtes Wahrschein-
lichkettsfeld.

Es erhebt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die Mengenfunktion P (4 | B)
eine ,,Quotienten-Darstellung P (4| B) = QéfB)) besitzt, wobei Q (C) ein nicht-
negatives und g-additives MaB auf T, ist, fiir welches Q (B)>> 0 fiir BE T, gilt. A.CsA-
szAR hat die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir gefunden. Es ist
klar, daB wir ein KormocororFsches Wahrscheinlichkeitsfeld als Spezialfall dann
und nur dann erhalten, wenn H €T, und es eine solche Quotientendarstellung fiir
P (4 | B) gibt, dafl die MaBfunktion Q (B) beschrinkt ist, d.h., wenn Q (H) < + oo;
in diesem Fall kann man freilich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Q (H) =1
annehmen.

Im allgemeinen braucht aber Q (B) nicht beschrinkt zu sein. Zum Beispiel sei
H = R, der n-dimensionale euklidische Raum, T, die Menge aller meBbaren Mengen
von R,, f(x) eine auf jeder beschrinkten und meBbaren Menge A € T, integrierbare
Funktion (z = (%, @,, . . ., &,) ist ein Punkt von R,), ferner bedeute T, die Menge

aller solchen mefbaren Tellmengen BET,, fiir welche f f(z)d z positiv und endlich

ist, und es sei [f()da

P(4|B) =4, (3)
\ ff(x)d z
falls 4 €T, und BET, ist. 24
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Wir erhalten so ein bedingtes Wahrscheinlichkeitsfeld. Wenn zum Beispiel f(z) =1
ist, so erhalten wir ein bedingtes Wahrscheinlichkeitsfeld, welches dem intuitiven
Begriff einer im ganzen Raume R, gleichméBigen Verteilung einen widerspruchslosen
mathematischen Sinn entsprechen 148t.

Im allgemeinen gibt es keine Quotientendarstellung von P (4 | B), nur eine Dar-

stellung in der Form P (4 |B) = Qé i?sz)

MaBfunktionen ist, dessen Wahl von B abhingt. Es scheint, daB durch solche
bedingte Wahrscheinlichkeitsfelder manche Schwierigkeiten, die mit dem Begriff der
bedingten Wahrscheinlichkeit zusammenhiingen, beseitigt werden kénnen. Doch mu8
vielleicht zu diesem Zwecke unser Axiomensystem durch weitere Axiome erginzt
werden.

, wobei Q; ein Element einer Menge von

§ 1. Das Axiomensystem und seine unmittelbaren Folgerungen

Es seien 4 und B zwei Mengen; dann bezeichnet 4 4 B die Vereinigung, A B den
Durchschnitt von 4 und B. Die leere Menge wird mit O bezeichnet.
Wir gehen von folgenden Definitionen und Axiomen aus:

Es sei eine Menge H gegeben, die wir ,,Ereignisraum’* nennen; die Elemente der
Menge H seien durcha, b, . . . bezeichnet und werden Elementarereignisse genannt. T, sei
ein BorELscher Mengenkorper von Teilmengen von H, dessen Elemente mit A, B, C, . . .
bezeichnet und ,,Hreignisse’* genannt werden. Wir nehmen an, daff HET, gilt; es
sei ferner ein nichtleeres Mengensystem T, gegeben, fir welches T, C T, gilt. Hs sei

P (4 | B) eine Mengenfunktion zweier Varmblen, welche fm' AET, und BET, defi-

niert ist.
Die Zahl P (A | B) heife die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A in bezug

auf das Ereignis B. Es sollen folgende Axiome gelten :
I Fir A€T,, BET, gilt
P(A|B)=0 wund P(B|B)=1.

II. Bei festem B (B ET,) ust P (4 | B) eine o-additive Mengenfunktion von A4, also
fiir A, €T, (k=1,2,...)und 4; A, = O fiir j + k gilt

, P(kg‘lAk’[B>=k§;P(Ak§B).

IIL. Fiir AE€T,, BET,, CET, und BC €T, gili
P(4|BC)P(B|C)=P(4B|C).

Sind die Axiome I, 11, I11 erfiillt, so nennen wir den Ereignisraum H mit dem
BoreLschen Mengenkorper T,, dem Mengensystem T, und der Mengenfunktion
P (4 | B) ein bedingtes Wahrscheinlichkeitsfeld und bezeichnen es durch

[H,T,.T,,P(4]B)]

Ist P*(4) eine aut dem BorkLschen Mengenkorper Ti definierte vollstindig
additive Mengenfunktion, fiir die P*(H)=1 gilt (ist also [H, T¥, P*(4)] ein
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Kormocororrsches Wahrscheinlichkeitsfeld), und gilt fiir P*(B) > 0 die Beziehung
p* ( A4 IB) — w
: P*(B) ’

von T, bezeichnen, fiir die P*(B)> 0 gilt, ein bedingtes Wahrscheinlichkeitsfeld
[H, T}, T3, P*(4| B)], welches wir das vom KorMocoRroFFschen Wahrscheinlich keits-
feld [H, Tj, P*(A4)] erzeugte bedingte Wahrscheinlichkeitsfeld nennen.

Taucht im folgenden fiir Mengen 4 und B die Bezeichnung P (4 | B) auf, so
nehmen wir immer an, daB die Bedingungen 4 € T, und B€ T, erfiillt sind. Eslassen
sich einfach folgende fast triviale Folgerungen aus den Axiomen beweisen :

so erhalten wir, wenn wir mit T} diejenigen Elemente B

Satz 1. P(4|B)= P(4AB| B).
Satz 2. Fir BC C gilt P(AC|B)= P(4]|B).
Satz 3. P(4|B)<1.

Satz4. Es gilt P (0| B) =0.

Satz5. Fir AB=0 gilt P(4|B)=0.

Satz 6. Ist AcC, sogilt P(4|B)< P(C| B).

Satz7. Fir Ac BCC gilt P(A|B)< P(4]|0).

Satz 8. Es ist P(A[BC)P(B|C)=P(B|AC) P(4]0).

Satz 9. P(H|B)=1.
Satz10. Wenn C C 3’ B, = B
F=1 .
und

: ACB;B,=0 fir j+k (j,k=1,2,...)
gilt, so ist

s

P(A,O)=£1P(A|Bk0) P (B | O).

§2. Das Gesetz der groBen Zahlen

Es bezeichne a ein beliebiges Element von H, und es sei £ = &(a) eine auf H de-
finierte Funktion, die in bezug auf T, meBbar ist, d.h., die Menge 4, der Elemente a,
tiir die & (¢) < « (« beliebig reell), soll zu T, gehoren. Wir nennen eine solche Funktion
eine Zufallsverdnderliche. Offenbar gehoren T, auch die Mengen Ay an, die aus den
Elementen ¢ mit £ (az) € B bestehen, wobei B eine beliebige BorELsche Menge auf
der Zahlengeraden bedeutet. Die Funktion & = & (a) erzeugt offenbar ein bedingtes
Wahrscheinlichkeitsfeld auf der Zahlengeraden: Sind namlich % und % zwei BOREL-
sche Mengen auf der Zahlengeraden und ist 4 das Urbild von % und B das Urbild
von & in bezug auf &(a), ist also 4 bzw. B die Menge derjenigen a € H, fiir die
§(a) € A bzw. & (a) € B, so geniigt die durch

P[B) =P(4|B)]

definierte Mengenfunktion (falls B € T,) den Axiomen I—III.

Ist 8 eine Menge, deren Urbild zu T, gehort und bedeutet U, das Intervall (— co, ),
so nennen wir die Funktion F(x | B) = P (A, | B) die bedingte Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen £ ; die Mengenfunktion < (% | ) nennen wir das bedingte Ver-
teilungssystem von &. Im Raume R, kann auf dhnliche Weise ein n-dimensionaler
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zufilliger Vektor definiert werden; wir nehmen an, daB er eine meBbare Abbildung
von H auf den euklidischen Raum R, vermittelt.

Der Begriff der bedingten Unabhéingigkeit fiir zwei Zufallsvariablen kann folgen-
dermaBen definiert werden: Wir sagen, daf £ = £ (a) und 9 = % (a), @ € H unabhingig
seien in bezug auf C € T,, falls fiir alle reellen Werte von « und y

P(4,B,|C)=P(4,|C)P(B,|0) 4)
gilt, wobei 4, bzw. B, die durch
fa@y<z,a€H bzw. n@)<y,a€H

definierten Mengen bedeuten. Falls &(a) und 7 (e) unabhéingig in bezug auf alle
B €T, sind, so sagen wir, daB &(a) und 7 (a) in bezug auf T, unabhingig sind. Die
Unabhingigkeit mehrerer Zufallsverinderlicher kann auf dhnliche Weise definiert
werden.

Der Begriff des bedingten Mittelwertes soll folgendermalien erklart werden:

M(&|B) = fg(a dP(4|B), (5)

wobei auf der rechten Seite ein bei festem B genommenes LEBEscUEsches Integral
von & (@) in bezug auf das Mal P (4 | B) steht. Auf dhnliche Weise definiert man die
bedingte Strewung von & in bezug auf B, die wir durch D (¢ | B) bezeichnen.

Es gilt folgende Verallgemeinerung des starken Gesetzes der groen Zahlen:

Satz 1. Essei [H, T,, Ty, P (A4 |B)] einbedingtes Wahrscheinlichkeitsfeld, &,,&,, ..., &,
eine Folge von zufilligen Verinderlichen, die in bezug auf T, unabhingig sind. Es
sei B eine BorELsche Menge, und wir nehmen an, daff die Urbilder B, bei der
Abbzldung &, von B alle zu T, gehoren, (n=1,2,...). Es sei M (& | By) = M,

D(|By)=Dy (k=1,2,...).

EsseiC € Tyund B, c C (n =1,2,...);ferner P(B,|C)=p,>0,(n=1,2,...).

Es sei D' p,=+ co. Es bedeute {,(®B) den bedingten Mittelwert der Verdnderlichen
n=1
& (k=1,2,.. .) fiir die Werte, die zu B gehiren, d.h., es sei

2k
Lo(B) = #ERIEEIEL (n—1,2,..).
&e®B, 15ksn

Falls
n
X My pe
lim *=2 =M
n— 00 n
2
E=1
und »
oo D2
> At
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80 st
P(nlim C,,(B)=.M]O)=l.

Falls das bedingte Wahrscheinlichkeitsfeld [H, T,, T,, P(4 | B)] durch das
Kormogororrsche Wahrscheinlichkeitsfeld [H, T,, P (4)] erzeugt ist und wir
C = H annehmen und fiir B die ganzereelle Achse (— oo, - co) wiihlen, so ist B,=H,

00
Pu=1,(n=1,2,...). Somit sind die Bedingungen 3'p, = + co und B, c« erfiillt,
£ n=1

und es ist

=B =1 g,

=
So erhalten wir als Spezialfall den bekannten Satz von KoLmMoGoroFs: Wenn die Be-

n el 2
dingungen lim e3 D M;=M und 2% < +oo erfiillt sind, wobei M; = M(&,)
n—> 00 k=1 k=1

n
und D, = D(¢;) sind, so ist P (nlim Ch= M) =1.

Wir erwidhnen einen anderen Spezialfall des Satzes 1. Es sei H das Intervall 0,1),
T, die Menge aller meBbaren Untermengen von (0,1), T, die Menge aller Mengen -
m(A B)
m(B)

wobei m (C) das LEBEsGUEsche MaB der Menge C bedeutet. Es seiq,, gy, . . ., ¢, . . .
_eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen, die den Bedingungen g, = 2 geniigen. Es sei

von T,, die ein positives LEBESGUEsches Maf besitzen, und es sei P (4 | B) =

&n (z)

z = —2
=1 N 92" qn

O<z<l), (6)
wobei &,(x) einen der Werte 0,1,2, ..., ¢, — 1 annimmt, eine CaNTORsche Reihe
fiir z. Es bedeute % die Menge der ganzen Zahlen 0,1, 2, . . ., s; es sei &, (z) = 1, falls
&, () = r, und anderenfalls &, (z) = 0.
Es sei C=(0,1)=H. Dann ist, falls g¢,=s(n=1,2,...) die Bedingung
P,=P(B,|C) = qi > 0 erfiillt und falls die Reihe >’ = divergiert, die Bedingung
n

n=1 qn

M

Py = + oo ebenfalls erfiillt. Es ist ferner

n

I
-

Mk=M(§lek)=ﬁ—

1 und Di= D2 (Ek I B]\)

1
(s+1)2°
Also ist auch die Bedingung

gesetzt wird, so konvergiert ¢, (z) fiir fast alle x gegen

1
s+1°
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Offenbar kann die Bedingung ¢, =s abgeschwécht werden; es geniigt, daB
bis auf endlich viele Werte von n die Beziehung ¢, = s giiltig sein soll. Diese Be-
dingung ist offenbar fiir jeden Wert von s erfiillt, falls g, — + co. In diesem Falle
kommen daher alle Ziffern asymptotisch gleich oft in der CANTORSChen Entwicklung
fast aller reellen Zahlen vor, in dem Sinne, der durch folgenden Satz ausgedriickst
wird :

Satz 2. Hsseiqy,qs, ..., qn, .. .eine beliehige Folge von natirlichen Zahien, die den
Bedinguthgen
(4) 9=2
iy |
© Z @
geniigen. Es sei
= &n (2)
112 In

- die CaANTORSche Reihe der reellen Zahl x (0 < x < 1), wobei &,(x) die Werte 0,1, . . .,
gn — 1 annehmen kann.
Es bedeute B, (x) die Anzahl, mit der die Ziffer r (r = 0,1, 2, . ..) unter den ersten n
Ziffern e, (%), . . ., &,(x) der CaNTORschen Entwicklung von x vorkommt. Dann ist fiir
alle Paare von Zahlen r und s (r,s = 0,1, 2, ..) und fiir fast alle x (0 < 2 < 1)

. By (2) B
1}—1—{20 Ens(z)ﬁl 2 (7)
d.h., alle Ziffern 0,1, 2, . . . kommen in der CANTORschen Entwicklung von fast allen

reellen Zahlen asymptotisch gleich oft vor.

§3. Der zentrale Grenzverteilungssatz

Der zentrale Grenzverteilungssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann auch fiir
bedingte Wahrscheinlichkeitsfelder verallgemeinert werden. Eine Konsequenz dieser
Verallgemeinerung kann auch im Rahmen der gewGhnlichen Theorie formuliert
werden und ergibt eine Verallgemeinerung des gewohnlichen Grenzverteilungssatzes
fiir gewisse Folgen schwach abhingiger GroBen. Wir beschrinken uns auf die Formu-
lierung dieses Satzes.

Zuerst geben wir folgende Definition: Eine Folge von zufilligen Verdnderlichen
&8, ..., &, . . . werde quasi-unabhingig genannt, falls

P(a§§n+1<b|§1=x1’£2='r27""§)2=171)__1_z (8)
=,

e P(a<Ens:<D)

(4,5, %1, @, . . -, Zn)

n
fiir allen = 1, 2, . . . endlich ist und > A, konvergiert!. Dann gilt folgender
n=1

Satz3. Es sei &,,&,,...,&,, ... eine quasi-unabhiingige Folge von zufdlligen
Vemnderlwhen Es bedeute F (z) die Vertezlung.sfunktwn von &,, d.h., es sei
F,(x)=P(, < z).

1 Es ist leicht zu sehen, daBl 1, = 0.
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Nehmen wir an, daff M(&,) =0 ist (n=1,2,...); es ses ferner D (&)= Dy und
& n 2
B,=|/ 3 Di. Falls die LINDEBERGsche Bedingunyg fiir die Verteilungsfunktion F,(z)

1
giiltig ist, d.h., falls fiir jedes e > 0 die Bedingung

n

lim —
N> Zn =1 |2|> Bre
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erfiillt ist, so gilt fiir die Folge &, der zentrale Grenzverteilungssatz, d. h., wenn
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Die LinpEBERGsche Bedingung ist hier fiir die Verteilungsfunktionen und nicht
fir die Verdnderlichen &, vorausgesetzt; das ist nicht dasselbe, weil nicht die Un-
abhiingigkeit, sondern nur die Quasi-Unabhingigkeit der Verinderlichen &, voraus-
gesetzt wurde, und so B, nicht notwendig gleich der Streuung von &, + &, + « - - + &,
ist. Man kann aber leicht folgendes zeigen: Falls die Folge der Zufallsveranderlichen
£1,6, ..., &y, . .. quasi-unabhiingig ist, ferner die Streuungen D, = D(&;) endlich

sind und lim ( D' D)= + oo, s0 ist
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Das folgt daraus, daBl aus Gleichung (8)
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abgeleitet werden kann.
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