A POISSON-FOLYAMAT EGY JELLEMZESE
RENYI ALFRED

Tegyiik fel, hogy a 0 =19 < 7, < ... < 7, < ... id6pontokban egy-

egy esemény torténik, és legyen 6, =1,— 7,1 (=1, 2,...). Ha a o,
95 -« -y Op pozitiv valészinliségi véaltozok fiiggetlenek és egyforma eloszldstak,
a folyamatot rekurrensnek nevezziik. Jeldlje F(x) a 0, valdsziniségi valtozdk
kozos eloszlasfiiggvényét. F(z)-et a rovidség kedvéért a folyamathoz tartozé

eloszlésfiiggvénynek nevezziik.

& =6 fx dF (x)

létezik, akkor a A = 1/a szdmot a folyamat eseménystirtiségének nevezziik.
- Ha o = + oo, a sorozatot O-sliriséglinek, egyébként pozitiv sfirliséglinek
nevezziik. A legegyszerlibb rekurrens folyamat a Poisson-folyamat, amelynél
F@)=1—e™, hax =0 (A > 0). Ez egyben az egyetlen olyan rekurrens
folyamat, amely Markov-tipust. A kovetkez8kben a Poisson- -folyamat egy
mésik jellemz8 tulajdonsdgira kivdnunk rémutatm, ami a Poisson- folyamatot
a rekurrens folyamatok kozott kitiinteti.

Jelol]e K, (0 < g < 1) azt a transzforméciot, amely a T, pontot aqt,
pontba viszi é,t (g-adrészre valé komprimdlds). J elol]e tovabba R, azt a transz-
forméciét, amely a 7, pontok mindegyikét ¢ valdszinliséggel véltozatlanul
hagyija, és » = 1 — q valészintiséggel torli a { 7,} sorozatbél, oly médon, hogy
az egyes T, pontokra vonatkoz6 valasztdsok egyméstol fuggetlenek (g-szoros
ritkitas). Alkalmazzuk a szébanforgé rekurrens folyamatra elébb az R,
azutén a K, transzforméciét (a sorrend egyébként mellékes). Ezéiltal a sorozat
stirtisége nem valtozik meg, az F(x) eloszlisfiiggvény azonban megvéltozik.
Jeldljiik réviden az R, K, transzforméciét 7 ,-val.

AT, tra,nszformé,cm a folyamatot egy mésik rekurrens folyamatta ala-
kitja at, amelyhez tartoz6 eloszlasfiiggvényt tgy tekintjiikk, mint F(z)-nek
3.11; li;ra,nszformé,cléval val6 transzformaltjit, és T ,(F(x)) = F(z, q)-val
jelolju A

| & lemma:HaO%q1< 1és 0 < g, < 1, akkor
Tlh(T‘Iz(F(x)» T T‘h‘l: (F(x)) 3
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Bizonyitas:
Legyen

oo

(1) _ q)(s) = J efxde(x)

0

az F(x) eloszlasfiiggvény Laplace-transzforméltja. Jelolje tovdbbd F,(z)
az F(zx) n-edik kompozicié-hatvinyat, vagyis legyen

(2)  Fifx) = F(x) és Fp(x)= J Fpoq(x—t)dFE) , n=23,...
Akkor

3) Tq(F<x>)=qun—l (g

és igy, ha T,[p (s)] jeloli T4(F(x)) Laplace-transzforméltjat,

A T = q %(gs) ’
(4) a[@(s)] 1= (1= g)plgs)
Ennélfogva »

(5) ; . —-1:—1—(1 —1y
T [(s)] q \@(gs)
és igy

(6) : ~1=—~k—————*q= 1[ 1_ —Q-
T, [Tqa [‘P(s)]] ¢ \Tq, [9(q18)] 0 92 \P(912:8)

(6)-bdl kovetkezik, hogy

(7) ‘ T}h [qu [(}9(8)]] T quqZ [(]7(8)] ’

és a Laplace-transzformalt unicitdsira valo tekintettel

(8) T, (T 4(F(2))) £ T, (F () -

Ezzel lemmankat bebizonyitottuk.

A {T,} transzformacidsereg tehat, amely a valdszinliségeloszlasok fel-
csoportjan van értelmezve, maga is felcboportot alkot. Még egy segédtételt
bizonyitunk be.
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2. lemma: Ha F(z, q) = T(F(x)), 0 < q < 1, tovdbbd
O deF,(x)
: 0

foer Jx dF(x,q)

létezik, akkor

98 létezik, és ag = 04,0 < ¢ < 1. Ha o = + o5, akkor a4 = + . Ha

o0

By = f x2dF(z)
0
18 létezik, akkor
fass sz dF(x,q)
0

is létezik, és By — 20 = q (B — 203).

Bizonyitzis‘
(5)-b6l egyszerli szamoldssal adodlk hogy ha @q(8) = Ty[ep(s)], akkor
@4(0) = ¢°(0) és

#4(0) = q9"(0) + 2(1 — @' (O)° .

Innét a lemma Allitdsa azorinal kovetkezik.

Megjegyzés: A T, transzformdcié tehét nem valtoztatja meg egy rekur-
rens folyamat slrtiségét.

Barmely 7', transzformécional? (0 <g¢ < 1) az Osszes exponencidlis

eloszlasok invariansak. Ha ugyanis

| Fx) =1~ (=0) ,
akkor @(s) = A/(A + s), és igy .
-
dpoie A Sl b g a
aLP18)] 1—(l—q)——1——~ Aq-}-qs_—Z—I—s_q) .
A4 qs

) 7, nem mds, mint az identikus transzformécié, vagyis minden F(z)-re
Ty(F(2)) = F(x) :

P Sl T S ied

R ST e RN A
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Be fogjuk bizonyitani, hogy az exponenciélis eloszlasok a 7', transzfor-
mécitk egyediili invaridns elemei, ha 0 < ¢ < 1, vagyis, hogy érvényes a
kovetkez6 '

1. tétel: A T, transzformdcio egyediili invaridns elemei az exponencidlis

eloszldsok, vagyis eqy rekurrens folyamat jellege a T, transzformdciondl akkor és
csak akkor mem wvdltozik meg, ha a folyamat Poisson-tipusi.

: Megjegyzés: Az 1. tétel tehat a Poisson-folyamatok egy jellemz6 sajat-
sdgira mutat r4, ami a Poisson-folyamatokat a rekurrens folyamatok kozott
kitiinteti. :

Bizonyitas:
(5) szerint, ha T, (F(x)) = F(z), akkor teljes indukciéval és az 1. lem-

méra valé tekintettel kovetkezik, hogy 7T (F(z)) = F(x) (n =1, 2,...).
Jeldlje ¢(s) az F(x) fiiggvény Laplace-transzformaltjat, akkor (5)-bSl

R | 1
(9 - i 1) i b
) q" (<P(q"s) @(s)

tehat, mivel ¢(0) = 1, és @(s) a 0 helyen folytonos,

- (10) e S0 00 1 0
e g's sp(s)
Ha létezik ¢’(0) = — 1/, akkor tehdt (10)-bél
1—9s) 1
s @(s) A
és igy
‘ A
. ple) = g
vl s i

amivel &llitAsunkat erre az esetre mar be is bizonyitottuk. Azt, hogy ¢'(0)
1étezik, nem kell kiilon feltenni, mert ez (10)-b&l kovetkezik ; ugyanis ¢’(0)
akkor és csakis akkor létezik (nem negativ valdsziniiségi valtozoérél 1évén szb),
ha

fx dF (x)

0
1étezik és

o

o= = J 2dF(@) .

0
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Mérmost (10)-bél ez esetben barmely s > 0-ra

(11) T e Y 0

és igy, figyelembe véve, hogy 1 — e~ < ¢, ha ¢ > 0, Lebesgue tétele Sze‘rint
(11)-b8l kovetkezik :

o«

(12) J zdF(z) = L e A
s @(s)
0
Mivel (12) baloldala nem fiigg s-t6l, kovetkezik, hogy ¢’(0) = — 1/4 1étezik,

és @(s) = A/(A + s). Ezzel tételiinket beblzonyltottuk

Vizsgéljuk most meg, hogy mi torténik, ha egy nem Poisson-tipust
folyamatra alkalmazzuk a 7', transzforméciot. A mondottak utén nem meg-
lep6, hogy a ¢— 0 hataresetben a folyamat Poisson-folyamattd alakul at,
feltéve, hogy az eseménysftirliség pozitiv volt. Ezt fejezi ki a kovetkezd

2. tétel: Ha F(x) egy eloszldsfiiggvény, F(0) = 0 és

_ [ wd F(z) — —
0
létezik, akkor
}Iing Ty(Fx)=1— e’ (& =90)

Bizonyitas: : ' , ; .
Feltevésiink szerint @’(0) = — 1/}. létezik. Ennélfogva
a0 T'q [@(s)] -0 gsp(qs) A
tehat
13 ? lim T S = Y
(3) T UG

amib6l a Laplace-transzformdci6 jélismert folytonossdga alapjdn kovetkezik

(14) lim 7T (F(x)) =1 — e e 0) .
S

Megjegyzés: A T, transzforméciét tehat értelmezhetjilk, mint egy
olyan transzforméciét, amely bérmely, a (0, + oo) intervallumban értelmezett
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véges varhaté értékii eloszlast atvisz a vele egyenlS varhaté értékii exponen-
cialis eloszlasba. Azonban, ha ;

deF(x)=+oo :

0

To(F (x)) nincsen értelmezve. Megjegyzendd tovabbd, hogy mig ¢ > 0 ese-
tén 7', értelmezhetd az egész szdmegyenes valoszinfiségeloszldsain is, T, esak
a pozitiv féltengelyen megadott valdsziniiségeloszlasokra van értelmezve.

3. tétel: Legyen 0 < gn< 1l,m=1,2,...6s

mag;9,...¢,.=0

n— o

Ha egy tetszdleges véges stirtiségic rekurrens folyamatra egymds utdn alkalmazzuk
aly:Tqy - Ty, ... transzformdcickat, hatarértékben egy Poisson-folyamatot
nyerink,?) amelynek eseménystiriisége megegyezik a folyamat eredeti siiriiségével.

Bizonyitas: .

Mivel az 1. lemma szerint Ty Ty . .. T o = Tq.44 . .00 & 2. t6telbE],
figyelembevéve a 2. lemmiét, kovetkezik a 3. tétel allitésa.

Egy 0-stiriségli rekurrens folyamatot az emlitett médon természetesen
nem lehet Poisson-folyamatté alakitani (hiszen a 7', transzformacié a 0 sfi-
riiséget is invariansul hagyja). Ez elérhet6 azonban, ha eljardsunkat némi-
képpen éltaldnositjuk. Vizsgdljuk a 7, = R, K; transzformacitkat. (Nyil-
vanvaléan T, , = T;). Ha @(s) jeloli ajbél az F(x) eloszldsfiiggvény Laplace-
transzforméaltjat, és T, le(s)] a T, (F(r)) eloszlisfiggvény Laplacetransz-
forméltjat, akkor (5) altalanositasaként adodik :

(15) ' __1_M_1=i(1 —1).
Ty tlp(s)] q (p(ts)

(15)-bél azonnal leolvashato, hogy

T‘hyﬁ Tl]z,'z = T‘h‘?z.’l’z .

Mérmost, ha ¢ és ¢ egyidejlileg alkalmas médon 0-hoz tartanak, elérhetd, hogy
T,:[p(s)] konvergiljon egy valédi eloszlds Laplace-transzforméltjahoz.
Ha példinl F(z) =1—23, ha 1. <% < + o0, é Fiz)=0, ha o <1,
akkor |

oo

el 1
p(s) = J dx ~ 1 — slog— + 0(s) ,
s

x2

1

?) Azon, hogy a folyamat hatarértékben Poisson-folyamattd valik, itt csak azt
értjiikk, hogy a folyamat meghatarozé fiiggvénye egy exponencidlis eloszldshoz kon-
vergal. Lehetséges volna a kérdés mértékelméleti szempontbél valé vizsgalatdval
elmélyiteni a targyalast. E kérdésre a szerzé vissza kivan térni.
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ha s — 0, és igy

EmT - [g(s )]———

e—0 ¢loglle, & __l_

vagyis alkalmazva a szébanforgé 0- surusegu folyamatra a T.i0g1/s, s transz-
formaciot, ha e — 0, hatdrértékben 1 siiriségli Poisson-folyamatot nyeriink.
Ezt nyﬂvan azzal értiik el, hogy sokkal er8sebben kompriméltuk a folyama-
tot, mint ahogy ritkitottuk.

(Beérkezett : 1956. IX. 15.)

OHA XAPAKTEPI/ICTI/IKA [MTPOLIECCA POISSON
A. RENYI

Pe3ome

PaccMoTpuM HEKOTOPBIN PEKYPPEHTHBIN TIPOLEcE, T. €. TAKON CTOXACTHYECKU# Mmpoiece,
KOTOPBIA COCTOMT M3 COOBITMI, IPOMCXOAAIIMX B CclydailHble MOMEHTHI BpemeHu O = 7, <
<7 <...<tn< ..., TAE TIOJIO)KUTEJIbHbIE CcJIyYaiHble BEIMYHHBI Op = Tp — Tn_1 (0 =
ol S ) He3ABHCHMBL U HMEIOT OIMHAKOBY10 (yHKIMIO pacnpeaenenns F(z). Pexyppenr-
HBI npouecc ectb mpouecc Poisson, ecim F(x) =1 —e X npu 2> 0r1ae 4> 0. Ecmu
CyIIECTBYET

a= fa:dF(x) :

TO BéMunHA A = 1/a HA3BIBA€TCs naomuocmslo Tnpouecca. B Hacrosimei pabore pacecmarpu-
Baercs cieayioniee npeobpasoBaHue PeKypPpPeHTHLIX IPOLECCOB : TEPBBI AT ecTb KOHMpax-
yus npouecca, T. €. 3aMeHa MOMEHTOB 7T, HA qrn 7€ 0 < ¢ < 1. C nmoMo1bio 3Toro npeodpaso-
BAaHUS IUIOTHOCTbh yBeIWuMBaeTcs oT A 10 A/q. Wcxoanas mioTHOCTb IIPOLEcca BOCCTAHABIM~
BAETCsl HA BTOPOM LIare, paspexceruu. IT0 AOCTUTAETCS MCKIIYEHMEM OIpPEIeJEeHHBIX COObI-
THH, HCKITIOYEHHnE npOHSBOJIHTCﬂ TAK, YTO Ka)kjloe COOBITHE NPOLECCa MCKIIIUALTCsI ¢ BEPOSsIT-
HOCTBIO P M OcTaercs 0€3 USMEHEHUSI C BEPOSATHOCTBIO ¢ (p = 1— q) ; WcKI0YeHHe (COOTB.
HEHCKJIIOYEHNE) HEKOTOPOro cOOBLITHSI HE 3aBUCHT OT MCKIIOYEHUST (COOTB. HEMCKIIIOYEHHS)
apyroro coOnitusi. Yepea 7'y o6o3nauaercss npeodpas3oBaHue, COCTOSIEE U3 10C/IE0BATETBHOTO
TIPOBE/EHH 1 yKasaHHbIX Wwaros. Ilokaswipaercst, uto ecm npeobpasopanue 7'y NPUMEHSETCS K
HEKOTOPOMY PEKKYPPEHTHOMY HPOLEcCy, CHOBA TOJIYYaeTcss PEKYypPPEHTHBIA INpouecc, HO
(GyHKuMsI pacripeieeHusi paccTOSIHUSA CAEAYIONMX JAPYr 3a APyrom coObITHIt nepexonm- u3
F(z) B

F(r,q) = Sp=1a P (2],
n=1

rae Fy(z) = F(x) u

Fo(z) = f Fo_y(x—1t)dF(t) , e

IMonarass T'q (F(x)) = F(z,q), Ty MOXer paccMaTpuBaThesi Kak mpeofpasoBaHue, ompe-
JEJIEHHOE HA MHO)KECTBE pacrpeieseHuii caydyaiHbIX BeandnH. JIerko noxkasatb, uro 7I'qg, T'q, =
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=T, ¢ (1€MMa 1) U UTO IOKA3ATEIbHBIE DPACHPEACTICHUSI WHBAPUAHTHBI 110 OTHOLIEHHIO
K Ka)xaomy npeoOpasoBanuio T'g. B pabote 10Ka3bBaeTCsl, YTO HE CYLIECTBYET APYrMX UHBA-
pUaHTHBIX pacnpefenenuii, T.e. ecim 1'q (F(z)) = F(x) anst kakoro 6o ¢ (0 < g<1), To
F(zx) = 1—e** npu « = 0 c HekoTopeIM A > 0. [lokaseiBaercs, fanee, 4to ecnu F(x) ecThb
Jir00ast QyHKUMs paCcIpeieeHusi ¢ KOHEYHbIM MATEMATHYECKUM 0)KUAAHHEM

a=ojxdlj"(x) .

TO ;
Ty(F (@) = lim Ty(F(z)) = 1 — o~
q—

npu x = 0, e A = 1/a. Orciona ciaeayer (Teopema 3), 4To €cjin paccmMaTpuBaTh J11000i pexyp-
PEHTHBIA NPOLECC C TOJIOKUTENbHON IIOTHOCTBIO COOBITHII M I10C/€10BATEIBHO NPUMEHSTH
npeoGpagosanusi T'q, (n=1,2,...) rae 0 <<gn<1l m

lim ¢,¢;...92 =0,

n— oo -

“TO TMPOLECC CTPEMUTCST K HEKoTopomy mponeccy Poisson ¢ To# )K€ IJIOTHOCTBIO.

Ec/u MI0THOCTBIO HCXOAHOT'O IPOLEcca PaBHA HYJIIO, TO 9TOT MPOLECC HE BEAET K HEJIH.
OJHAKo, ¢ MOMOIb IPUMEPA IMOKA3BIBAETCS, YTO M3MEHsIs1 Npeodpa3soBaHME TaK, UTO KOH-
TPaAKLKS 1 pa3perkeHue MPUMEHSIETCS B PasHOi Mepe, PeKypPPEHTHBIN MPOLECC ¢ IJIOTHOCTHIO,
paBHOIi HYTI0, B TIpe/ene Moyker ObITh npeodpasosan B mpouecce Poisson.

A CHARACTERIZATION OF POISSON PROCESSES

A. RENYI

Sﬁmmary
Let us consider a recurrent process, i. e. a stochastic process consisting of events
ocouring at random moments 0 = 7, < 7, < ... < Ta<{ ...; the positive random
variables 6p = T — Tt (n = 1, 2, ...) being independent and identically distributed

with the distribution function F(z). A recurrent process is a Poisson-process, if F(z) =
=1 —e¢™ for £ > 0, where A > 0. If

exists, A = 1/a is called the density of events in the process. In the present paper the
following transformation of recurrent processes is considered : The first step consists
in a contraction of the process, i. e. in replacing the moments 7, by the moments g7n,
where 0 < ¢ << 1. By means of this transformation, the density of events is increased
from A to A/g. The original density of the process is reestablished by the second step,
which is a rarification of the process. This is done by cancelling some of the events,
the cancelling is made in such a way, that each event of the process in cancelled with
probability p and left unchanged with probability ¢ (p =1 — ¢), the cancelling (or
not cancelling) of any event being independent of the cancelling (or not cancelling)
of any other event. -

We denote by Ty the transformation consisting in the successive performance
of the two steps described above. It is shown that if we apply the transformation Ty
. to a recurrent process, we obtain again a recurrent process, but the distribution func-

tion the of distances between successive events is changed from F(xz) to
2. x
F(z,q) = o' a Fa| 7]

n=1
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' where F,(z) denotes the m-th convolution of F(z) with itself, i. e. Fy(z) = F(«) and

i 2 5 - .

Fo(x) = J ;e R NS R R O
0 ’ -

 Putting Ty(F(x)) = F(x, g), the transformation T; may be considered as opéra
. ting on the set of probability distributions. It is easy to show that Ty Ty, = Tygyqe
(Lemma 1.), further that the exponential distributions are left invariant by any of the
transformations T,. It is shown in the paper, that there are no other invariant distri-
butions, i. e. if To(F(x)) = F(x) for some ¢ (0 << ¢ < 1), it follows that F(z) =1 — e
for « = 0 with some A > 0 (Theorem 1.). It is shown further that if F(z) is an arbitrary
distribution function with finite mean value ;

a =J.:cAdF(x) 5
550
then

To(F(z)) = :'_I.IJ To(F(z)) = 1 — e—x

for x > 0 with A = 1/a. It follows (Theorem 3.) that if we take an arbitrary recurrent
process having a positive density of events, and apply one after another the trans-

formations Ty, (n = 1, 2, .».) where 0 < ¢» <~ 1 and
; ; limql...qn:O, >
n—

then the process converges to a Poisson-process having the same density.

If the original process has density 0, then this procedure does not work. It is
pointed out, however, by an example, that a modification of the transformation (con-
- sisting in the application of a contraction and a rarification of unequal power) we may
transform a recurrent process with zero density of events in the limit into a Poisson-
process.

5 A Matematikai Kutato 'ntézet Kizleményei [./4.



