AZ ENTROPIA FOGALMAROL
BALATONI_ JANOS és RENYI ALFRED

Bevezelés

Az entrépia fogalma szaz évvel ezel6tt a termodinamikdban alakult
ki és R. Crausius nevéhez fliz6dik [1]. Ugyancsak Crausius-tél szarmazik
a termodinamika mésodik fététele, amely szerint egy zart rendszer entrépiaja
allandéan novekszik. Az entrépia fogalmat és a mésodik fGétételt egyarant
uj megvilagitasba helyezte L. BorrzmannN [2], aki egyrészt kimutatta,
hogy az entrépia az allapot valészintiségének logaritmusdval arinyos, és
ennek alapjan bebizonyitotta, hogy egy zart rendszer entrépiaja nem bizo-
nyosan, hanem ecsak igen nagy valdszintliséggel novekszik, feltéve, hogy a
rendszer kicsiny valészinliségli allapotban tartézkodik. BorLTzMANN masik
nagy érdeme az altala H-fiiggvénynek nevezett fogalom bevezetése. BoLTe-
MANN eredményei a termodinamikai entrépia-fogalmat lenyegeben teljesen
tisztaztak. BoLTzMANN zsenialis gondolatait azonban az 6 koraban kevesen
értették meg, és elmélete koriil hosszi ideig folyt a vita; a felmeriilt ellen-
vetésekrdl, amelyek kozil a legismertebb az tugynevezett  Loscamipr-féle
,,Umkehreinwand” (irreverzibilitasi ellenvetés; errdl az alabbiakban lesz még
sz6), kidertilt, hogy félreértésen alapulnak. A kérdés tisztazasahoz nagyban
hozzajarultak P. és T. EBRENFEST munkdi[3]. Az 1. §-ban roviden kitériink
a kérdésnek a valdszinliségszamitas alapjan valé megvilagitasira. Jelen
dolgozat {6célja azonban nem a statisztikus mechanika entrépia-fogalménak
tisztazdsa — ezt lényegében BoLTzMANN elvégezte — hanem a valdsziniiség-
szamitasi entrépia-fogalom tisztdzdsa. Ez a kérdés a legutébbi években az
informécidelmélettel kapcesolatban keriilt az érdeklédés homlokterébe.

Az informéciéelméletbe az entréopia fogalmat elsonek C. SHANNON [4],
[5] vezette be és mutatta ki annak alapvetd jelentéségét az 1nformac1o tovab-
bitdsanak matematikai targyalasaval kapcesolatban.

A Bovurzmaxx-féle H-fliggvény és az informaéciéelméleti entrépia egy

altalanosabb fogalom, a valdszintiségszamitasi entrépia-fogalom specidlis
alkalmazdsai. Dolgozatunkban az &dltaldnos valészinfliségszamitasi entrépia-
fogalommal foglalkozunk. A statisztikus mechanika entrépia-fogalma, a
Borrzmann-féle H-fiiggvény és a” valdszintliségszamitasi entrdpia-fogalom
osszefiiggésével az 1. §-ban foglalkozunk.

SHANNON meggondoldsai matematikai szempontbdél nem voltak teljesen
kidolgozottak. A kérdés els6, matematikailag teljesen szabatos targyaldsat
A. J. HiNncsiy adta meg[6], a diszkrét - valdsziniiség-eloszlasokra vonat-
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10 BALATONI JANOS—RENYI ALFRED

kozélag. Tetszbleges valdszinfiség-eloszlasok - entrépidjaval HiNeSIN nem
foglalkozik, bar SHANNON vizsgalataiban és altalaban az informdcidelmélet-
ben folytonos eloszlasok entrépidja szerepet jatszik, és ezzel kapesolatban a
kérdés tiizetes matematikai tisztdzdsinak hidnya még szembetiin6bb, mint
a diszkrét valoszmuseg-eloszlasok esetében.

Jelen dolgozat szerz6i azt a célt tlzték ki maguk elé, hogy Hincsin
dolgozatabdl “ kiindulva az & dltala megadott targyaldsmoédot kiterjesszék
tetszbleges valdsziniiség-eloszlasokra. A vizsgalatok soran kitiint, hogy ehhez
a valészin(iségszamitasi entropia-fogalom lényeges tovabbfejlesztésére van
szitkség. Miel6tt a kapott eredményeket roviden osszefoglalndnk, néhany
szoval meg kivanjuk vildgitani a valdszinliségszamitasi entrépia-fogalom
jelentését. Egy tetszbleges valdszintiség-eloszlas gy foghato fel, hogy megadja,
hogy valamely, a véletlentdl fiiggd szitudcioé (kisérlet, megfigyelés, stb.)
lehetséges kimenetelei (a lehetséges események) kozott a bizonyossig egységnyi
valdszintisége hogyan oszlik meg. Minden valészintiségeloszlas felfoghaté
mint egy mérték a lehetséges események terében. Mi itt csak olyan valdszin-
ség-eloszlasokkal foglalkozunk, amelyeknél a bekitvetkezends esemény egy
vagy tobb valés szdmmal, tehdt az n-dimenziés euklidesi tér egy pontjaval
jellemezhets. Masszoval, kizardlag valdszinfiségi valtozok vagy altalaban
vektor-valtozok valészinﬁség-eloszléséval, vagyis véges-dimenziés euklidesi
terekben megadott valdszin(iség-eloszlasokkal foglalkozunk. A vizsgalatok
kiterjesztése tetszoleges elemekbdl allé eseményterek valdszintiségeloszlasaira
elég kézenfekvs ; erre a kérdésre egy tovabbi dolgozatban kivinunk vissza-
térni.

Vizsgaljuk el6szor egy & valdszintiségi valtozo eloszlasat. Ha ez az elosz-
las nem elfajult, vagyis & nem egyenl6 bizonyosan (1 valészinliséggel) egy
¢ allandoval, akkor & értékére vonatkozdlag bizonyos bizonytalansig all fenn.
A kérdés, amelyre a valdszinliségszamitasi entropia-fogalom valaszt ad, a
kiovetkezd : hogyan lehet a & értékére vonatkozé bizonytalansagot egy olyan
méroszammal jellemezni, amely csak & valészin(iség-eloszlasatol fiigg, oly-
modon, hogy barmely két valdszintiségi valtozé (illetve barmely két valédszi-
niiség-eloszlas) bizonytalansdgit ossze tudjuk hasonlitani és meg tudjuk
mondani, hogy melyikre vonatkozdlag nagyobb a bizonytalansig. Egy valé-
szintliség-eloszlas entrépidjan az illeté eloszlassal biré valdszintiségi valtozo
véletlentdl fiiggd értékére vonatkozd bizonytalansag mértékét értjiik, vagyis
roviden : a valdsziniiségszamitdasban az entropia a bizonytalansig mértékszama.

Ha & véges diszkrét .eloszlast, mégpedig az x;, @,, ..., z, értékeket
(2;+ 27, ‘ha & 5£4) rendre. py, Ds, -::; P valészint’iséggel veszi fel (vagyis
Pl =g )= k=12 ... % 6igy 5,20 € Zpk—l) akkor, mint

HixosiNy kimutatta, bizonyos egyszerti és termeszetes kovetelmenyekbol
kiindulva a § vltozé értékére vonatkozd ,,bizonytalansig” mértékének,
amelyet H,(&)-vel jeloliink és & entropidjanak neveziink, a kivetkezdnek
kell lennie :

H, (&) = —lZPkIOng,

ahol 2 pozitiv szim, amelynek megvalasztidsa onkényes, konvencié kérdése.
A megvalasztéisa tulajdonképpen az entrépia egységének megvilasztasdval
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ekvivalens, ami ugyanab.ban a mértékben konvencié kérdése, mint egy fizikai
mennyiség mértékegységének megvilasztiasa. Az informaciéelméletben A-nak
az 1/log 2 erteket szoktdk adni, ami azt jelenti, hogy egy diszkrét valdszinii-

« 22

5 S0 RS H,(§) = — > pi log, pi
: k=1

SuaanNon-féle képlettel definialjak, ahol log, a 2 alapt logaritmust jeloli.
Ez azt jelenti, hogy az entrépia (bizonytalansig) egységéiil az egyszert alter-
nativaban rejl6 bizonytalansagot? vélasztjak, tehat annak a & valészinliségi
valtozonak tulajdonitanak egységnyientropiat, amely az a és b értéket (a = b)
1/2 valészintiséggel veszi fel.

Ilyen médon példaul egy pénzdarab feldobasinak (a ,,fej vagy iras”
kisérletnek) vagy egy a (0,1) intervallumban taldlomra (egyenletes eloszlassal)
valasztott szam diadikus kifejtése meghatarozott sorszamu jegyének az entro-
pidja 1-gyel egyenld.

Az (1)-gyel definidlt entrépia a bizonytalansigi mértékszamtél meg-
kivanhat6 Osszes tulajdonsagokkal rendelkezik.

Ezek a tulajdonsagok a kovetkezdk :

1. Ha P(& =¢) =1, vagyis ha & 1 valdszinliséggel dllandé, akkor
H,(¢) = 0, minden mds esetben Hg(&) > 0; ha & és 7 egyforma eloszlast
valészintiségi valtozok, Hy(&) = Hy(n), vagyis Hy(£) csak & eloszlasatol fiigg.

2.1. Ha n =(&), ahol f(z) egyrétli fiiggvény, vagyis ha x - 2/, akkor
f(x) = f(2’), akkor Hy(n) = Hy(&), vagyis & értékei kozombosek az entrépia
szempontjabol, csak az szamit, hogy a kiilonboz6 értékeknek mekkora a
valészintisége.

2.2. Ha 5 = f(&), ahol f(x) egy tetszGleges fiiggvény, akkor Hy(n) <
< Hy(&), mégpedig, ha legalabb két érték, pl. x; és x; olyan, hogy w, = @,
P> 0 és p, > 0, tovabba f(x,) = f(x;), akkor Hon) < Hy(&)?.

3.1. Legyen & és 7 két diszkrét, véges valdszinliségi valtozo,
P(£=xj)=p]'(j=1,2, m) eS P(n—?/k)—Qk(k—12 )GS az
n = Yy feltétel mellett & feltételes valdszintiség-eloszlasinak, entropla]a legyen

(2) | Ho (En=y0) = — 3 pji logs P
=1

ahol py = P(§ = @j|n = y), és jelolje Hy(¢, 7) a & és g valtozok egyiittes
eloszldsanak, vagy1s az

ra=PE=2, 1=9)  (=12,...,m; k=12 ...,n)

1) Az entrépia (bizonytalansig) egységét az angol nyelvii szakirodalomban ,,bit”’--
nek nevezik, ami a ,,binary digit”’ (diadikus szamjegy) roviditése.
2) Ez abbél kévetkezik, hogy ha >0, y > 0 és « + y < 1, akkor

wlog +ylog > (z+y) log +y
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valészinfiség-eloszldsnak (masszéval a e (&, n) sikbeli valdszinliségi vektor-

valtozé eloszlasanak) az entrépiajat, vagyis legyen

(3) 0o(§,m) = — 227‘1k10g2m

3=1" =

Logyen tovabbd y = Hy(&n) az a valoszinliségi  viltozd, amely a
Ho(én = y) értéket g, valdszintiséggel veszi fel (k =1, 2, ..., n), és legyen

H, (&) a x valészintiségi valtozé varhaté értéke, vagyis legyen

(4) . Ho (En) = 3 e Ho (Eln=1y1),
: k=1
akkor
(5) -~ Ho(&:m) = Hy(n) + Hy (En).
Specialisan, ha & és 7 fuggetlenek akkor
Ho (& =) = Ho (§), (k=1,2,...,n) & igy Ho (&) = H, (&),
vagyis ez esetben
(6) H, (§,7m) = Ho () + Ho () -
Ebbél kovetkezik, hogy ha &, &, .. E,, fliggetlen valdszinfiségi valtozok és
Hoy, &, ... &) ]eloh a (&y, &, ..., &) valészin(iségi véltozok egyiittes

st 27

(7) ' Ho(flasz,"';gn):2“0(51{),
r=1

vagyis figgetlen valdszintiségi vdltozék egyiittes eloszldsanak entrépidja egyenlo
az eqyes valtozdk entrépidinak osszegével.

3.2. Legyenek &, &, ..., &, tetszOleges véges diszkrét eloszlast valo-
szinliségi valtozok,-amelyek azzal a tulajdonsiggal birnak, hogy értékkész-
leteik idegenek, vagyis

P(éi=2)P(§;==2) =0,

ha i+ §, barmely z-re (i, j =1, 2, ..., »), vagyis barmely z szamot a &
valtozok koziil legfeljebb az egyik vehet fel pozitiv valdszin tiséggel. Képezziik
ezen eloszlasok keverékét a qq, ¢s, ..., ¢, sulyokkal, vagyis az % valdszintiségi
valtozd legyen ¢, valdszintiséggel egyenld & -val (k =1, 2, ..., n); akkor

(8) Hon) = 3 &« Ho(6x) — 3 arlogs qx,
k=1 k=1 .

vagyis a keverékeloszlds entropidja egyenld a keverék kompon ensei entropidjdnalk
a keverd eloszldssal siulyozott kozépértékénck és a keverd eloszlds entropidjanak
dsszegével, feltéve, hogy a kevert eloszldsok idegonzk a fenti értelemben (vagyis
ha nincs olyan z szam, amslyet a &, valtozok koziil egynél tébb venne fel
pozitiv valdszintiséggel).
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Megjegyzendd, hogy a 3.2. tulajdonsig a 3.1. tulajdonsiagbdl kovet-
kezik. Ugyanis, ha { =k, feltéve, hogy n =&, (k=1, 2, ..., n), akkor
7 és  egyiittes eloszldsa azonos # eloszlasaval, és igy (6) szerint

) Ho(n) = Hy(n, &) = Hy(8) + Ho(n[0) ;
tovabba

(10) Fo10) = > g Ho()

€8 o

(1 H(0) = — = i logs g

A (9), (10) és (11) Osszefiiggésekbdl kovetkezik (8).

4. Hy(¢) folytonosan figg & eloszlasatol, vagyis barmely p021t1v e-hoz
és barmely rogzitett IV természetes szamhoz megadhato olyan 6 > 0 szam,
hogy ha

: Plie=0)a g, Fes i @ "IN i (x: ==, ha Z%k)
és ;
P(n =yx) = qx, EFeedg ., N onalgns ha gt k)
tovabba : :
|or—a <9, k=12 50 N
akkor =

Ho(§) — Ho(@)| < e

5. Ha & lehetséges értékeinek szdma, n, adott, akkor & entrdpidja
akkor maximadlis, ha & az » kiillonb6z6 érték m1ndegy1ket ugyanazzal a valo-
szintiséggel (tehat 1/n valoszintiséggel) veszifel, vagyis ha & lehetséges értékei
b e s v By, akkor

(12) H(é) < log,n

HiNcsiN bebizonyitotta, hogy a 2.1., 3.1., 4. és 5. tulajdonsigok az
entropiat egy pozitiv konstans faktortdél eltekintve meghatdrozzak. A
3. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy az 1., 2.1., 3.2. és 4. tulajdonsigok is
meghatdrozzak az entrépiat egy konstans ‘faktortél eltekintve.

Ha & végtelen diszkrét eloszlasu, vagyisP(E =) =p (k= 1, 2, ...),

s e

definialhatjuk & entrépidjat a
(13) H(&) = — 3 prlog, v«
k=1

képlettel, ha a (13) jobboldaldn 4ll6 sor konvergens; ebben az esetben azon-
ban lehetséges, hogy a (13) jobboldaldn &4ll6 sor divergens lesz; legyen
ekkor definiciészertien H,(£) = + oo, vagyis ilyenkor azt mondjuk, hogy &
entrépidja végtelen nagy. 8)

Megemlitjiik még az entrépia kovetkez6 fontos tulajdonsigait, amelyek
elvezetnek az entrépia-fogalom 1nforma01oelmelet1 jelentOségének megértésé-
hez.

3) E dolgozatban nem foglalkozunk végtelen nagy entrépiaju valdszintiségelosz-
lasokkal.
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6.1. Ha & és 7 tetszbleges diszkrét eloszlast valészintiségi véltozok,
akkor

(14) Ho(& 7) < Hy(§) + Hy(n) ;

egyenlGség csak akkor éll fenn, ha & és n fiiggetlenek.
Ez a tulajdonsig a kovetkez6 ekvivalens alakra is hozhatd :
6.2. Ha & és 7 tetszOleges diszkrét eloszlast valdszintiségi valtozdk

(15) : : Hy(&|7) = Hy(é) .
A

(16) A& 1) = Hy(€) + Ho(n) — Hy(é, ) = Hy(§) — Hy(& 1)

mennyiség informacidelméleti jelentésége a kovetkezé : Ha a & valdszinliségi
valtozé a leadott jel, és n a felvett jel (amely nem azonos &-vel zavard koriil-
mények, pl. zaj folytan), akkor A(&, 7) = Hy(&) — Hy(én) megadja, hogy
mennyivel csokken a & értékére vonatkozé bizonytalansig: atlaghan azéltal,
hogy 7 értékét megfigyeljik ; A (&, ) tehat a &-re vonatkozdlag 5-bél nyert
informacié mennyiségeként értelmezhet6. A (15) egyenl6tlenség tehat gy
értelmezhet6, hogy #n megfigyelése mindig nyujt valami informéciét &-re
nézve, a & értékére vonatkozd bizonytalansag n megfigyelésével dtlaghan
csak csokkenhet. Ha 5 = f(&), ahol f(z) - f(2), ha @ - a’, vagyis, ha kiilon-
b6z6 leadott jeleknek kiilonb6zé felvett jelek felelnek meg (tehat n értékébol
& értékére egyértelmtien lehet kovetkeztetni), akkor Hy(&|ny) = 0, hiszen
adott # mellett & 1 valészintiséggel allando, tehat A (&, n) = Hy(é), vagyis
n megfigyelése teljes informaciét nyuajt &-re nézve. A masik véglet, amikor
& ésn fiiggetlenek ; ezesetben Hy(&n= yx) = Hy(&), tehat Hy(&|n) = Hy(é) és
igy A, n) = 0; ez esetben tehat n megfigyelése &-re vonatkozoélag semmi
informéciét nem ad ; ez szemléletesen is evidens, hiszen a fiiggetlenség éppen
azt jelenti, hogy semmilyen kapcsolat & és # értékei kozott nem all fenn.
Erdekes megjegyezni, hogy A (&, 7) = Ay, &), tehit 5 ugyanannyi informé-
ciét nyujt &-re nézve, mint & 7-ra nézve.

7. Ha &, &, ..., &, tetszOleges, diszkrét eloszlasi valészintiségi véalto-
n
70k, és q, @s, - . ., qn tetszbleges pozitiv sulyok, Sa=1, tovabba & eloszlasa

k=1
a &, valtozok eloszlasainak ¢, sulyokkal vett keveréke, akkor

(17) H(¢$) < 2 @i Ho(x) 2 qr log, gi

és egyenl6ség csak akkor 4ll fenn, ha a &, valtozok tényleges értékkészletei
idegenek.

(17) ugy lathaté be legegyszeriibben, hogy elészor a &, valtozok érték-
készletét gy modositjuk, hogy azok idegenek legyenek ; ez esetben (17)-ben
egyenléség all fenn ; ezutan visszatériink az eredeti &, valtozodkra ; ekozben
(17) jobboldala valtozatlan, baloldala azonban a 2.2. tulajdonsag értelmében
csokken.

8. Legyenek egy kisérlet lehetséges kimenetelei az 4,, 4,, ..., 4,
események és legyen A4, valészintiisége p, (K = 1, 2, ..., n). Ha egyszer végre-
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hajtjuk a kisérletet és annak eredménye az 4, esemény, az eredmény valé-
szintiségének reciprok értékének 2 alapu logaritmusa — log, p, valdszintiségi

valtozonak tekinthetd. Ennek varhaté értéke, —Z prlogs pr, éppen a kisérlet

entrépidja. Az entrépia ilyen értelmezésének ]elent Oségét az alabbi meggon-
dolas mutatja meg : Ismételjiik meg a kisérletet egymasutan N-szer és jeldlje
N, azoknak a kisérleteknek a szamat, amelyeknél az 4, esemény kovetkezett
be. Egy ilyen kisérletsoroztnak 2 eredmenyek sorrendjét is figyelembevéve
a valészin(isége nyilvin P = pM: - pi¥: ..., pN». Mivel az Nj, Ny, ... N,

szamok valészintiségi valtozék, maga P is annak tekinthet6. Szamitsuk ki
log, P varhaté értékét :

log,P= 2 Ny log, s =N 2 pi log2 = — NH,,

ahol H, jelenti a kisérlet entrépidjat. Mivel az N, valtozdk kozott negativ
korreldcié 4ll fenn, ha D?(£) jelenti a & valdszin(iségi valtozé szorzdsnégyzetét,

D3(log,P) < > D*Ny) logipr =N > p(1 — py) logd py. .

k=1

Ennélfogva log, P a — NH, kozépérték koriil altaldban |N nagysdgrendii
ingadozasokat végez, vagyis (log, P)/N &ltaldban igen kozel lesz — H-hoz,
vagyis nagy valdszintiséggel

-
Pas e

A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasdval konnyen belithatd, hogy
koriilbeliil 2N, egyenként kozelitéleg 2~ NHo valészin(iségili lehetséges ered-
ménysorozat van, a tobbi n¥ — 28 lehetséges eredmenvsorozat egylittvéve
is kiesiny Valoszmusegu Roviden gy lehetne ]ellemezm a helyzetet, hogy a

kisérletet N-szer megismételve, ha N nagy szam, a helyzet kozelitéleg olyan

lesz, mintha minden egyes kisérletnek 2 szimu lehetséges, egyforma valé-
szinfiségli kimenetele volna, vagyis a szobanforgé kisérlet eredménye koriil-
beliil ugyanannyira blzonytalan mint egy olyan kisérlet eredménye, amelynek
2Hs szami egyforman valdszinli eredménye lehetséges.

Megjegyzendd, hogy ha ahelyett, hogy — log, P virhat6  értékét
vesszuk tekintjik P vérhaté értékének remprokanak logaritmusat, H, =

= — 3 P log, pr helyett a g, = — log, Z p} kifejezésre jutunk. Abban
=1 k=1

az esetben, ha p. =1n (k=1,2, ..., ;z), 0o = H,, egyébként  (a loga-

ritmusfiiggvény konkavitasa folytan) o, < H,. o, is tekinthet6 a bizony-
talansig mértékének, ez azonban kevésbé érzékeny, mint H,, és ezért nem
olyan alkalmas a b1zonytalansag mérésére, mint H,,. ¢

Ha & abszolut folytenos eloszldsu Valoszmuseg1 valtozd és & slirliség-
fliggvénye f(z), akkor SHANNON & entrépidjit a

+ o

(18) | 4 j f(x) log, () da

-0
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kifejezéssel definialja. A (18) kifejezés bizonyos hasonlésigot mutat az (1)

kifejezéssel, azonban attél sok szempontbdl kiilonbozik. Igy példaul a (18)
definicié szerint a (0, a) intervallumban egyenletes valdszintiség-eloszlas
entrépidja log, a, tehat egy folytonos eloszlas entrépidja negativ értékeket is
felvehet; hiszen ha 0 < a < 1, akkor log, @ << 0. EbbSl a megjegyzéshol is
latszik, hogy a diszkrét és folytonos eloszlas entrépiai nem tekintheték ugyan-
azon fajta mennyiségeknek és nem hasonlithaték egyszerlien sziamértekiik
alapjan Gssze, hiszen lehetetlen, hogy a (0, @) intervallumban egyenletes elosz-
l4s bizonytalansdgdnak mértéke, ha a < 1, kisebb legyen, mint egy konstans
entrépidja. Mar ebbdl a megjegyzéshil sejteni lehet, hogy egy abszolat foly-
tonos eloszlas entrépidja magasabb ,dimenzioji’’, mint egy diszkrét eloszlds
entropidja : barmely abszolat folytonos eloszlds entrépidaja, tekintet nélkiil
a (18) képlet altal megadott szamértékre, ,,nagyobb”, mint barmely diszkrét
eloszlds entrépidja, tekintet nélkiil utébbi szamértékére.¥) Erre valé tekin-
tettel a (18) kifejezés altal definialt entrépidt egydimenzidji entrépianak
nevezzilk — szemben a diszkrét eloszlasok entrépidjaval, amelyet 0-dimenzidja
entropianak neveziink, és a & abszolut folytonos eloszlasti valdszintiségli
valtozo (18) altal definialt entrépiajat H(&)-vel jeloljik ; vagyis ha & stri-
ségfiiggvénye f(z), :
+ o

(19) Hy(6) = — j f(z) log, f(x) da

- 00

Ezen osszehasonlitasra valé™tekintettel jeloltiik kezdettdl fogva a diszk-
1ét eloszlast valdszinliségi valtozok entrépidajat H,-lal.

A tiizetesebb vizsgalat kimutatta, hogy a 0 dimenzi6ja és 1 dimenziéja
entropidan kiviil még végtelen sok masfajta entropia is van. Barmely & valo-
szinliségi valtozohoz, amelynek van entrépidja, tartozik egy meghatarozott
d szim (0 < d < 1), amelyet & eloszlisa dimenzidjanak neveziink, tovabba
tartozik egy Ha(&) szamérték (ha d =0, 0 < Hy(§) < + oo, ha 0 <d < 1,
akkor — oo < H,(§) £ + o), amelyet d-dimenzi6ji entropidnak neveziink.
Ha ¢ eloszlasa d-dimenzidoju és 0 < ¢ < d, akkor H.(§) = + oo ha pedig
d < c¢ < 1, akkor H,(§) = — oo. Minden 0 és 1 kozé es6 d szamhoz tartoznak
olyan valészin(iségi valtozok, amelyek eloszldsa pontosan d dimenzidju,
rogzitett d érték mellett a H4(&) dimenziéji entrdpia szimértéke még — oo-tdl
-+ oo-ig valtozik ; ha 0 < d; <dy, < 1 és & és n két olyan valdszinGiségi
valtozd, hogy & eloszlisa d; dimenziéja, n eloszlisa pedig d, dimenziéju,
akkor & entréopidja — szamértékre valoé tekintet nélkill — kisebbnek tekin-
tend§, mint % entrépidja, tekintet nélkiill utébbi szdmértékeére.

Ha & egy diszkrét eloszlast, 5 pedig abszolut folytonos eloszlasu valo-
szinliségi valtozo, és { eloszldsa & és n eloszldsanak b és ¢ = 1 — b sulyokkal
vald keverésével szarmaztathatd, akkor { eloszlasa c-dimenzidju.

8

1) Ezt megvildgitja példaul a kovetkezé megjegyzés is : a (0,1) intervallum egy
2 pontjanak meghatarozdsihoz végtelen sok diadikus jegy megadasa sziikséges ; ha
ezek mindegyike 1/2 valészintiséggel a 0 és 1/2 valészintiséggel az 1 értéket veszi fel,
egymaéstél fuggetleniil, akkor, mint jol ismeretes, maga az x szam egyenletes eloszlasu

s

lesz a (0, 1) intervallumban. Az egyes jegyek entrépidjanak ossze kell adédnia, tehat

egy a (0,1)-ben egyenletes eloszlasu & valészintiségi valtozéra Ho(§) =1+ 1+ ... + ;
s

1+ ... = + . Ezzel szemben H,(§) = 0.
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Ilyenmédon tehdt a kiilonboz6 valészintiség-eloszldsok entrépié,i abra-
zoldsdra nem elegend8 egyetlen szamskdla, hanem kontinuum szamossagu
kiillonboz6 szamskaldkra van sziikség.

A 2. §-ban azzal foglalkozunk, hogyan lehet megéllapitani, hogy egy
valészinfiségeloszlasnak mi a dimenzi6ja, s ha ez d, akkor d-dimenziéji entro-
pidjanak mi az értéke.

A 3. §-ban azzal foglalkozunk, hogy kimutatjuk, hogyan lehet a dimenzié
és az entrépia bizonyos plauzibilis tulajdonsidgainak posztuldldsival az entré-
pia kifejezését levezetni, vagyis az entrépia altaldnos definiciéjat ugyanolyan
moédon megalapozni, ahogyan ezt HINCSIN a 0-dimenzidja entrdpidra vonat-
kozdlag megtette.?

Az entrépiafogalommal az elmult években SziLirp L. [7] GAisor D. [8]
és D. BRiLLoviN [9] — [12] més vonatkozasban is foglalkoztak : a fizikai
kisérlet bizonytalansiginak és a megfigyelt rendszer entrdpidjanak ossze-
fliggését vizsgaltdk ; Uj szempontokbdl vizsgaltdk a kérdést J. ViLre [13]
és A. BrLaNC-LAPIERRE [14] is; tal messze vezetne, ha mindezekre a
kérdésekre itt részletesen kitérnénk.

1. §. A statisztikus mechanikai entrépia, a Boltzmann-féle H-fiiggvény és
~a valésziniiségszamitis entrépia-fogalma kozotti osszefiiggés® )

E § célja annak tisztdzasa, hogy a valdszinliségszamitdsi entrépia-
fogalom hogyan fiigg Gssze a statisztikus mechanika entrépia-fogalmaval.
A kérdést az egyszeriiség kedvéért az idedlis gaz példajan igyeksziink meg-
vildgitani. Ha N szamt, egyenként m tomeg(i atombdl allé egyatomos gaz
hémérséklete 7', és a giz egy V kobtartalmtt edénybe van bezarva, akkor
— ha a gizt elegendé ideig magéara hagyjuk — az atomok iitkozése kovetkez-
tében egy olyan allapot fog kialakulni, amelyben az atomok eloszlasa az edény-

ben kozel egyenletes lesz, és az atomok sebessége kozelitGleg a Maxwell- .

eloszlast koveti, vagyis az atomok sebességének komponensei egymastol
fiiggetlenek és kiilon-kiilon kozelitéleg normalis eloszlasuak, 0 varhaté érték-

kel és o = |kT|m szérdssal, ahol %k a BorLrzmaxx-féle 4llandS. A giz egy
taldlomra ,kivalasztott” atomjanak helye tehat az egész edényben egyen-
letes eloszlast, 3-dimenzids valdszintiségi vektorviltozonak, az atom sebes-
ségének komponensei egymdastol és az atom helyétdl fiiggetlen normélis elosz-
last valdszinliségi véltozoknak tekintheték.

A 3. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy érvényes a kovetkez6 két tétel
(lasd : a (101) és (105) egyenleteket) : :

A) Ha a { n-dimenzids valdszinliségi vektorvéltozo siiriiségfiiggvénye
f(x), ahol ® = (z,, @5, ..., 2,), akkor n-dimenzids entrépidja

%), Jelen dolgozat nyomddba addsa utdn jelent meg D. K. FAGGYEJIEV egy dol-
gozata [, K. PAOAAEEB: ,K MNOHATHUM OHTPONMM KOHEUHOM BEPOSITHOCTHOM CXeMbl.’
Yenexu Mamemamuyeckux Hayr 11(1956) 227—231], melyben a 0-dimenziéji entrépié-
nak néhdny egyszerii tulajdonsigaval valé jellemzését adja, valamivel kevesebb felte-
véssel mint A, J. HINCSIN.

%) E §-ban mindeniitt természetes logaritmust hasznélunk 2 alapd logaritmus
helyett, mert a statisztikus mechanikéban ez a szokésos.

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.

i
O
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(20) H.0) = — J f(x) log f(x) dx

ahol' dx = dx, dx, ...dx, és az integrdl az egész n-dimenzids térre terjesz-

tend6 ki. Specidlisan, ha ¢ eloszlisa egyenletes a V' kobtartalmi n-dimenziés
tartomanyban, (20)-bdl kovetkezik, hogy

(21) H,() = log V.

B) Ha &, &, ..., &, fiiggetlen, abszolut folytonos eloszlast valtozok,
egyiittes eloszlasuk n-dimenziés entrépidja egyenld az egyes valtozék 1-dimen-
zi0s entroplamak osszegével.

Az A) és B) tételeken kiviil szitkségiink lesz tovabba a normélis elosz-
las entrépidjanak kifejezésére. Ha & normadlis eloszldst, m varhatd értékkel

(x—m)*
——¢. 29" .~ tehdt
J2ro

és o szorassal, akkor sfirliségfiiggvénye

+ o
(22) Hy®= j

28 2 i
Vz.l_ e 2° (log V27 o 4 Ex ;) dx = log o |27e .
no 20

Ennélfogva, ha &, &, & jelolik egy atom sebességének koordinatdit és ¢
a helyzetét jellemz6 vektort, akkor az atomok, illetve az azt jellemz8 a =

= (5 Cor O E) 6-dimenzids valészintiségi vektorvéltozénak az entrépidja,
(21) és (22), valamint B) szerint :

(23) Hy(@) = Hy(&) + Hy(&) + Hy(&) + Hy(0) = 3log () 2me) 4 log V7.
Figyelembe véve, hogy o =V % , kovetkezik, hogy

2nek

(24) Hy(@) =2 log 7 + log ¥ + g kg

Mivel minden egyes atomnak ennyi az entrépidja, ha Osszesen N atom van
jelen, az egész I' gaz entr(’)piéja

2
(24) ol =N log T+ logV + — log nek)

Az entrdpia termodinamikai definicidja, mint ismeretes, a logaritmus
alapjdnak véalasztdsatél és a k faktortdl eltekintve, ugyanerre az eredményre
vezet, vagyis, ha § jeloli a termodinamikai entrépiat,

(26) 8 — kN (g 10gT+logV+c)
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ahol a ¢ konstans értéke nem figg sem a kobtartalomtol, sem a h&mérsék-
lett6l.”
BoLrzMANN [2] az tgynevezett H-fiiggvényt® a

(27) | H= j f(@) log (x) de

képlettel definidlta, vagyis (a logaritmus alapjanak megvalasztisitdl eltekintve
a BorrzmMann-féle H-fliggvény azonos a valdszin(iségszdmitdsi entrépia
(— 1)-szeresével

Az elmondottak a legvalészintibb allapotra vonatkoztak ; azt kapjuk,
hogy a Borrzmaxn-féle H-fiiggvény értékének (—1/log 2)-szerese azonos a
rendszer valosz1nusegszam1ta81 entropidjaval. Most vizsgaljuk a statisztikus
mechanikai entrépiat, amelyre a BorrzmanN-féle § = klogW = — H + C
képlet érvényes, ahol W a pillanatnyi allapot valdszinlisége, H meg az élla-
pothoz tartozé H-fiiggvény. Mivel maga a pillanatnyi allapot valészin(iségi
valtozé, az S entrépia és a H-fiiggvény is az. A legvalészintibb dllapot entré-
pidja tehat az entrépianak, mint valészintiségi valtozénak a maximalis értéke.

Nagy szamu részecskékbdl allo rendszer esetében § éltaldban (az id§
legnagyobb részében) kozel lesz a maximalis értékhez. Ez az oka annak, hogy
az entropiat, mint allapothatarozét, és ennek maximumat gyakran Gssze-
cserélik ; azonban a kérdés teljes tisztdzasa érdekében a két fogalom, az
entrépia mint allapothatarozé (amely tehat waldsziniiségi wvdltozd) és a maxi-
malis (vagy valdszin(iségszamitasi) entropia, mint a rendszert (az eloszldst)
jellemz6 konstans adat kozott helyes kiilonbséget tenni.

Nem segiti persze el6 a fogalmak tisztdzasat, hogy mind a két mennyi-
séget entrépidnak nevezik. Mivel nem akarunk a kialakult terminolégiatol
eltérni, csak azt szogezziik le mégegyszer, félreértések elkeriilése végett, hogy
a valdszinliség-eloszlas entropidjanak a statisztikus mechanikiban nem az
entropia, hanem egy konstans faktortél eltekintve annak maximuma: az
egyensulyi allapot entrépidja felel meg.

?) Ezt, mint ismeretes, a koévetkezéképpen bizonyitjak be : Ha S jeloli a termo-
dinamikai entrépiat, akkor
dS = Q

3

ahol dQ a gazzal (reverzibilisen) kozolt h(’imennyiséget jelenti; dQ =.dE + pdV, ahol
E a gaz kinetikus energlajét p a nyomasét és V' a térfogatat jelenti. Ha a kinetikus
gézelméletb6l jél ismert = 3/2 kTN képletet, tovabba a pV = NkT géztorvényt
felhasznaljuk, kovetkezik, hogy

av
tehat
3 av
S = — Nlc +NIc—V— és igy S = Nk(—logT+l()gV+c)

vagyis, mivel az additiv 4llandé a termodinamikdban énkényesen vélaszthatsé, tehat
a termodinamikai entrépia egy konstans faktortél eltekintve egyenlé a géz valészmﬁség-
szamitasi entrépidjaval.

8) A H-fiiggrény elnevezés nem szerencsés, hiszen valéjdban egy eloszlashoz,
1111§tve slirtiségfiiggvényhez rendelt funkecionélrél van sz6, helyesebb volna a H-funkciondl
elnevezés.

2.
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A helyzetet még bonyolitja, hogy mig a H-fiiggvény kiszdmitdsinal a
folytonos eloszlassal szamolnak (egyenletes térbeli eloszlas, a sebesség Max-
well-eloszldsa), ezzel szemben a W allapot-valdszintiség kiszamitisandl a
fazisteret véges sok cellira bontjak, és a rendszer (pl. egy idedlis gaz) dlla-
potat azzal jellemzik, hogy a rendszert alkoté részecskék a fazistér cellaiban
hogyan oszlanak meg. Ez az oka bizonyos additiv tagok felléptének. Ha a

faz1ster celliinak valdszinliségei egyenlék, és a k-adik celliban N, részecske

van 2 N ;= N, akkor ennek az eloszlasnak a valészin(isége a polinomialis
k=1
eloszlés képlete szerint

(28)

.

gl I
N,IN,!...N,! aN

volna, ha az N szdmok nem volninak alavetve a Z N, E, = E feltételnek,

k=1
ahol E, a k-adik celldhoz tartozé energiaérték, E pedig az egész rendszer
Osszenergiaja ;  ezért csak azok az' (Ny, Ng, . .54, ) eloszlasok lehetsé-

gesek, amelyekre a 2 N, = N f{eltétel mellett a 2 NE, = E feltétel is

teljesiil ; a megengedett eloszlashoz tartozoé valoszmuseg ezaltal csak egy
alland¢ faktorral vdltozik meg ; minden tagot el kell osztani az sszes megen-
gedett eloszlasok valészinliségeinek Osszegével, tehat

!
(29) =0 i
2 N IN,l.. . Npl

ahol ¢ nem fiigg az N, szamoktdl. Szamitsuk ki W kozelité értékét, abban az

’

esetben, ha az N, szimok mind igen nagyok. Legyen %’f = fi, akkor a Stir-

ing-formula szerint

(30) logW ~ —N ¥ f,‘ log]‘k—l—logc
=1
vagyis W logaritmusa egy additiv dlland6tél eltekintve aranyos az empirikus

eloszlas entropla]aml vagyis az allapotvaloszmuseg logantmusa (az allapot

s 22

fogva a legvalészintibb allapot az, amelynél — Z fix log f;, maximalis ; itt
k=1

‘E 4 7 g .
természetesen a 2 fr=1 6és Z LB = = mellékfeltételeket tekintetbe kell

h=1
venni. Egyszeru szamltassa,l (az Ugynevezett Lagrange-féle multiplikdtor-
médszerrel) adédik, hogy ez akkor kovetkezik be, ha

(31) [iude s,

&

- n n ¥
hol a 4 és p éllandék =1 és E, = — egyenletekbdl hataroz-
ahol a A4 és g éllan a,,;;fk e;g':fk " Ngy
haték meg.
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Ha most a vizsgalt rendszer egy V kobtartalmta edénybe zart, m tomegi
atomokbdl all6 idedlis egyatomos gédz, felhasznilva az E/N =3/, kT Gssze-
fiiggést (amelyet ebben a vonatkozasban a hémérséklet definicidjanak lehet
tekinteni) és feltéve, hogy a fazistér egyenlo valdszintségli celldi egyenld
(egységnyi) kobtartalmu térrészeknek ¢€s a sebesség-komponensek terének
egyenl6 kobtartalma térrészeinek felelnek meg, az Osszegeket kozelitéleg
integrdlokkal helyettesitve adddik, hogy az A és f allandék a kovetkezd
feltételeknek kell, hogy eleget tegyenek

-+ J o0 4

(32) . VA J- J J **771/?(I’+y’+z=) o dijde =
e 3T
(33) —-m VA J J (22 + 92+ 22)e 3 ) dedyde = 22

—00 — 0 —®

A (32) egyenletb()'l adodik, hogy

a5

A (33) egyenletbdl pedig

’ 1 95 P T
(35) , : —2«mVA u mﬂ) e e
Tgy nyerjiik, hogy
P *la
(36) B oo lEmige
| KT VI

Ezen oOsszefiiggések alapjan az entr(')pia maximumara a

H=—N 2 e log fro + loge= — N> ]‘k (log A — BE,;) + logc =
=
= — Nlogd + BE + loge
tehat

(37) S m G fog T} lop V) +C

eredményt kapjuk, ahol C-be foglaltuk 6ssze az Gsszes T'-t61 és V -t6l nem fiiggs
tagokat. Ilymoédon ezen az uton is eljutottunk az idedlis gdz (maximalis)
entropidjanak joélismert kifejezéséhez.

A kérdés tovabbi megvildgitasara foglalkozunk most a héatadas tagy-
nevezett EHRENFEST-féle modelljével.? Ez a modell, mint ismeretes, a
kovetkezo :

Két urnaban oOsszesen N szamu goly6é van, amelyek 1-t6l N-ig meg
vannak szamozva. Ugyanakkor egy dobozba N + 1 céduliat helyeziink,

9) Lasd példéaul M. Kac [15].
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melyek 0-t6l N-ig vannak megszdmozva.l”? Kihtzunk egy cédulat a dobozbdl.
Ha a nullit htzzuk, nem valtoztatunk semmit, ha pozitiv szdmot htztunk,
megkeressiik a kihtzott szimmal megegyez6 szdmozasa golydt és azt dttessziik
a masik urnaba. Ezutan a kihazott cédulat a dobozba visszahelyezziik, a
cédulakat osszekeverjiik, egy Gjabb cédulat hazunk, és igy tovdbb. A sta-
cionér eloszlds, mint ismeretes, a kovetkez6 : ha W, jelenti annak a valészi-
niiségét, hogy az els6 urndban pontosan k golyé legyen, akkor

(38) W, (N .

k| 2N’

vagyis a stacioner eloszlis N-edrend( binomidlis eloszlds N/2 varhaté értékkel.

Konnyen be lehet latni, hogy ez a sztochasztikus folyamat reverzibilis
Marko v-ldne, tehdt, ha AY) azt az eseményt jeloli, hogy az m-edik huzds
utdn az els6 urndban £ golyé van, akkor

(39) . PAPAPEm) = P(AM Aprm) |

- vagyis P(A{"t™ | A{M)-val jelolve annak a feltételes valészintiségét, hogy az
(n + m)-edik htzas utin az els6 urndban I golyé legyen, ha az n-edik huzas
utan ugyanott £ golyé volt,

(40) P(A4{™) P(4{r+™ | A{) = P(4{™) P(A{+™| A() ;
mivel a folyamat stacioner, s igy P(4{)) = (ZZ) 2LN = 1,208
és P(APT™| A(™) =PAM |AD), tehdt

(2]
o it g o

o PAMAP) (N)

(BT =005, opNsme= 180 seal

l

(41)-et a kovetkez6képpen lehet belatni: legyen a rovidség kedvéért
P(A{™|4AP) = p,(l| k), akkor fenndll a kovetkezd két rekurziés formula :

(42)  pal]l) = N#H (@ =14 1) Ppall — 1)+ Prall) +
: + (1 + 1) poall + 1[B)
es
1 :
(43) pm(kll) ST N + 1 (lpm—l(k‘l [os 1) + pm-—l(k|l) +

+ (N — 1) Pa(b]+ 1))

10) A modellnek az a médositasa, hogy egy 0-val szdmozott cédula is van a doboz-
ban, ViNncze IsSTvANtS]l szarmazik. Ennek az az elénye, hogy a stacioner hatareloszlas
paros és paratlan szamu hiuzés esetére ugyanaz.
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Bevezetve a

Prm(l] )
44 : iy e Rt
(44) @m(l| k) S
l
jelolést, a bizonyitandd (41) Osszefiiggés nyilvin
(45) : Qn(l|k) = @m(k|l)

alakra hozhaté. Konnyen ellendrizhetd, hogy (45) m = 1-re fenndll (csak az
l=1Fk+1ésl=Fk—1 eseteket kell megvizsgalni). (45)-6t teljes indukci6éval
fogjuk bebizonyitani. Tegyiik fel, hogy (45), m helyett m — 1-et irva, minden
1 és k értékre ([, k=0,1, ..., N) fennall. Akkor, (42) szerint

| g pm(llk) ol
QOnft| )= B2 —
(46) . (l '
_ (¥ — 14 VpposCl — 1) + Pra¥lE) + (4 Vpmes+ 1]R)
: N
@+ z)
és igy
1
(47) N+1

+ (7 — 1) Qnosll + 1]B).
Az indukcids feltevés szerint tehétv

lQm-—l(k|l T 1) + Qm—l(k'l) + (N S l) Qm—l(k’l + 1)
N+1

(48)  Qu(l|k) =

és igy

lpm—l(k’l i 1) + pm—l(kll) + (N I l)pm-—l(kll + 1)

aliais )@+

és igy (43)-at felhasznilva kovetkezik, hogy

(50) Qn(l|) = p’";’,“”’ — QD)
[

amivel kimutattuk, hogy (45) m — 1-16l m-re kovetkezik.
Ha tehat az l-edik dllapot A-szor valésziniibb, mint a k-adik allapot,
akkor a k-adik allapotbdl az l-edik allapotba m lépéshen valé atmenet valé-
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szintsége A-szor akkora, mint az l-edik allapotbdl a k-adik allapotba m 1épés-
ben valé dtmenet valészintisége. Ebbdl vildgos, hogy miért latszik a vald-
jaban reverzibilis folyamat irreverzibilisnek. Ez az tgynevezett LoscHMIDT-
féle ellenvetés legegyszertibb cafolata. :

Vizsgaljuk meg az entrépia kérdését is az . EnreNrEST-modell esetében.

Ha a rendszer a k-adik allapothan van, statisztikus mechanikai en-
trépidja -

: ' 1 (N

5 =10 = log —- ;
(51) § =log W, g2N(k)

Mivel a Moivre—Laplace-tétel szerint, ha % kozel van N/2-hez

(52) Tl Nl/—— e—»ZN __~_)=, i

tehdt (51)-bGl és (52)-bl
(53) SAJ—zN(~-ﬁ-+ log 2= .

Természetesen itt is fenndll, hogy a statisztikus mechanikai entrépia egy
additiv 4llandé6tol eltekintve arinyos az empirikus eloszlds valészintiség-
szdmitdsi entrépidjaval, ugyanis, ha 2 kozel van !/,-hez Taylor-sorfejtéssel
nyerjitk, hogy

: 12
(54) —zloge — (1 —2)log (1 — z) ~ log2—2(x——%
Ennélfogva : ,
b 13 k k. N —k N —k
55 —2N|—-—=| ~ —Nlog2— N|— log — lo
(55) (N 2) g [N S et G ]
és igy (53) és (55) Osszevetésébdl
k N — Ic N — 2
56 S~ —N - lo — N log 2 1 —,
o (N SR ’ G
tehat -
(57) : 8§~ NH, +C,

ahol H, a pillanatnyi empirikus eloszlas entrépidjat jeloli. Mivel az entrdpia
csak egy additiv allandé6tdl eltekintve van meghatarozva feltehetjiik, hogy
= 0, vagyis, hogy

(58) SN

Az empirikus eloszlas entrépidja termeszetesen akkor maximalis, ha & = N/2
illetve paratlan N esetében, ha k = (V -+ 1)/2, ez esetben

H,=log 2

és
Smax — N].Og 2 .
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MegjegyzendS, hogy Smax nem azonos a {W,} valészinliségeloszlas entrépia-
javal. Smax ugyanis kizarélag a legvalésziniibb allapottél fiigg és azt fejezi
ki, hogy a legvalészin{ibb édllapotban az egyes részecskék elhelyezkedésére
vonatkozélag mekkora bizonytalansig all fenn. Mivel a legval6szin{ibb alla-
potban (paros N esetében) minden golyd egyforma valészintiséggel helyez-
kedhet el mindkét urndban, egy golyéra vonatkozélag a bizonytalansig
log 2, N golyéra N log 2.

A statisztikus mechanika entrépia-fogalma mindig egyetlen eloszlasra
vonatkozik, és az egyes részecskéknek a fazistér celldiiban valé eloszldsira
vonatkozé bizonytalansig mértéke. _

Az az osszefiiggés, hogy az eloszlis entrépidja egy additiv allandétol
eltekintve megegyezik az eloszlds valdszinliségének logaritmusidnak maxi-
maximumaéval is, nemecsak a statisztikus mechanikdaban 4ll fenn, hanem meg-
adhaté egy dltaldnos valészin(iségszamitasi tétel, amely ezt az Osszefiiggést
kifejezi.

Az egyszerliség kedvéért ezt az Osszefiiggést nem teljes altaldnossigban
vezetjiik le.

Legyenek &, ¢&,, ..., ¢y fiiggetlen valészinliségi valtozdk, amelyek »
kiilonbo6z6 értéket, pl. az ¥y, ¥, - - ., Yn értékeket egyforma valdszintiséggel

veszik fel, vagyis

1 g
P(é'k:y])::a (k=1,2,...,N;7-—:1,2,...,7'&).

Akkor egyiittes eloszlasuk entrépidja :

(59) Hy = Hy(E, &, - 6n) = Nlogn.
Figyeljik most meg a &, &,, ..., &y viltozdk értékeit egy kisérletnél :
legyenek ezek ,,x,, ..., on. Jelolje Ny az x;, @,, . ..; ¥y szamok koziil az

Yr-val egyenl6k szamat és legyen f, =N,/N az y, érték relativ gyakorisiga
(k=1,...,n). A kapott (fi,fs, ..., fn) empirikus eloszlas létrejottének
val6szin{isége nyilvan ‘
7 N! 1

N PN o Nl

(60)

Ha N nagy n-hez képest, az N, szdmok nagy valészin(iséggel kozel lesznek
N/n-hez, tehat mind nagy szamok lesznek és igy alkalmazhaté N;! kozelité
kifejezésére a Stirling-formula. fgy kapjuk, hogy

(61) dogWe~—N N frlogfi+C,,
: =1
ahol
n A=t
G Cy= —loga® (2zN) 25,

& 4 R “
! N 4 = Lladas- st e TR e i P A
a0 e Sl RN GOV S e Wi 6 bt SRR SRR 05

AT

VEC S AWRSN - RS St

EEREENEMERTP SENN
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Mésrészt figyelembevéve, hogy ha z — % igen kicsiny,

ealognio th oo
z log :ﬁogn—}—(x—%)(ogn— .———n

vl 3

n
2
(62 — N D filogf~ Nlogn — = SH e
(62) — fi1og fi g 9 1 0 9

és igy

n

ahol x2% a jolismert Prarson-féle y2-eltérés az (fy, ..., f,) empirikus eloszlas
és a megfelel6 (1/n, ...,1/n) elméleti eloszlas kozott. Ennélfogva a kovet-
kez6 Osszefiiggésre jutottunk :

» ; 2
(63) log W~ —N > filogh+C,=Hy—% 40,
k=1

vagyis a minta valdsziniiségének logaritmusa eqy additiv és a mintdtol nem figgo
konstanstol eltekintve kozelitoleg egyenlé a minta empirikus eloszldsa entropid-
janak N -szeresével (ahol N a megfigyelt értékek szama), tovabbd wugyanazon
additiv dllanddtol eltekintve kozelitoleg y?*/2-vel kisebb, mint a kisérlet entropidja.
Ezt az osszefiiggést a kovetkez6kben BorrzmMANN tételének fogjuk nevezni.

A valdszinliségszamitdas szempontjabdél kiemeljik (62) aldbbi kovet-
kezményét :

Ha egy & valdszintliségi valtozé n kiilonb6zs értéket egyforma valédszi-
niiséggel vesz fel, és & értékére N szamu megfigyelést végziink, akkor,ha N
elég nagy, 1-hez kozeli valészintiséggel

2
Hy(§) — Hy(») ~ Eﬁ’

ahol H(&) jeloli & entrépiajat, Hy(x) az » megfigyelt érték empirikus elosz-

R DI

s 2 e

eltérése kozelit6leg y%-eloszlasi valdszinliségi valtozd, ha .maga a & viltozéd
Osszes értékeit egyenld valészintliséggel veszi fel.

srevr

Legyen & egy tetszbleges korldtos val6szin(iségi valtozé ; legyen &M =
= [n&]/n, mésszéval &M =Fkfn, ha kin < E<(k+1)/n (=0, +1,
+ 2, + ...), vagyis &M-et Ggy kapjuk hogy & értékét lekerekitjik 1/n
legnagyobb &-nél még nem nagyobb tébbszorosére; ha példaul n = 10°,
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akkor & értékét & értékébdl gy nyerjik, hogy & értékét végtelen tize-
destortben fejtjiik és csak s tizedesjegyet tartunk meg.

Ha ¢ < K, akkor &™ lehetséges értékeinek szdma 2Kn és igy
H, (&™) < log, oKn — log, 7 + log, 2K. Ennélfogva

(n)
(64) lim sup—"(g':——) -4 |
| n~ ~ log, n
Ha létezik a
: (n)
(65) & o =)

n— log, n

hatérérték, akkor a d(&) szdmot (0 < d(&) < 1) & eloszldsa dimenzidjdnak nevez-
zitk. Legyen d(§) = d ; ha létezik a (véges)

(66) lim [H, (™) — d log,n] = Ha (&) ;

Nn— © ; et

hatérérték is, akkor a Ha(&) szdmot & eloszldsa d-dimenzids entrépidjdnak
nevezzilk.

Koénnyen be lehet latni, hogy ha & eloszlasa abszolut folytonos, és &
stirliségfiiggvénye, f(x), szakaszonkint folytonos, akkor d(§) =1, és

| o
(67) Hy () = — f #(z) log f(x) dz

ugyanis

Ho(E ™) = 3 4F log,——— = — >
T F T

k+1

x) dx lngj fx)d

Blk‘g >~
B ol
-
-~
~~~

s 2 [f(zk) log, f(z) %] + log, 7.
k .

(Itt kjn < 2z, <(k+1)[n és A, F = F((k + 1)/n) — F(k/n).) Ha & diszkrét
eloszlasn, P(E =@) = pr (k=1,2,...), ahol x;5£x;, ha j=£k, akkor

Hy &) = Z pr logy py, feltéve, hogy utébbi sor konvergens.

Ha tekmtunk egy{ p« } diszkrét eloszlast, amelynek létezik a (0- d1menz10]u
entropiaja és egy f(x) szakaszonkint folytonos strliségfiiggvénytl korlatos és
abszolut folytonos eloszlast, és képezzitk ezeknek az eloszlasoknak a keve-
rékét p és g stlyokkal, a kapott eloszlds entrdpidja ¢-dimenzids lesz és
értéke a kovetkezd képlettel fejezhets (ki :

(68) Hy = — qJ f(x) log, f(x) da — p 2 i log, pr— plogy, p— qlog,g.

k=1



e

28 BALATONI JANOS—RENYI ALFRED

Igen altaldnos feltételek mellett érvényes a kovetkezl oOsszefiiggés :
ha a &, (k =1, 2, ...,n) korlatos valészintliségi valtozok értékkészletei ide-
genekll) és & eloszlasdnak dimenzidja d; = d(&;) és &, d;-dimenziéji entré-
pidja, Hy (&), 1étezik, és vessziik a & vdltozok eloszldsainak g, salyokkal a
keverékét, tovabba { egy ilyen keverékeloszlast valtozd, akkor

(69) ‘ d=d(0) =2 7 d(&)
= : - k=1 3
és
(70) H( 22% H. (&) — \ 9 1ogs g »
k=1

vagyis a keverékeloszlds dimenzidja az egyes eloszldsok dimenzidinak a keverd-
sulyokkal sulyozott kozépértéke és a keverékeloszlds entropidja egyenlé az egyes.
komponensek entrdpidinak a keverdsilyokkal siulyozott kozépértékének és a keve-
réeloszlds entropidjdnak osszegével.

A mondottakat megvilagitja a kiévetkezd meg]egyzes Ha a & valo-

szinfiségi valtozé eloszlisa d — d(£) dimenzi6jii és d-dimenziéjti entrépidja
H (&) = H, akkor, ha n—> oo

(71) H, (’.—n—‘): dlog,n + H'—{— o(1).

Megforditva, ha egy & valdszintliségi valtozora
(72) HO([?;ﬁ) = Alog,n + B + o(1),

ha n — oo, akkor 4 = d(§) és B = Hy (§). Ha a & (korldtos) véaltozéra nem
érvényes (72) alaku aszimptotikus relacié, akkor & entrépidja nincsen értel-
mezve. :
Eddig csak korlitos valdszinfiségi ‘valtozdk entrépidjat értelmeztiik.
A dimenzi6 és a entrépia értelmezését bizonyos, nem korldtos véltozékra
is kiterjeszthetjiik; e kérdéssel azonban itt nem foglalkozunk.

3. §. A dimenzi6 és az entrépia jellemzé tulajdonsigai

Nevezziik eleminek azokat a valdszintiség-eloszlasokat, amelyek el6- -
allithatok, mint egy véges diszkrét valészintiség-eloszlas és egy olyan abszolut
folytonos valdszintség-eloszlas keveréke, amelynek sfiriségfiiggvénye egy
véges intervallumban szakaszonként folytonos és azon kiviil eltiinik. Tegyiik

11) Azon, hogy a & és n valészintliségi valtozdk idegen értékkészletiiek, azt értjik,
hogy a szamegyenes barmely ¥ Borel-halmaza felbonthat6 olyan idegen E, és E, halma-
zokra, hogy P(§eE,) = 0 és P(nel,) = 0 (ezt gy szokték kifejezni, hogy a két valtozé
altal szadrmaztatott mérték ortogondlis). Vegyiik észre, hogy egy tetszdleges diszkrét
eloszldst valtozd és egy tetszéleges abszolut folytonos eloszlast valtozé értékkészlete
idegen.
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e 5
fel, hogy minden & elemi valészintiség-eloszlasti valdszintiségi véltozéhoz
hozzé van rendelve egy d(&) =d és egy H,(&) szam, amelyek eleget tesznek az
aldbbi feltételeknek! .

la. 0 < d(§) < 1; d(§) csak & eloszlasatdl fiige. Ha P(§ = a) =1,
akkor d(§) = 0.

1.b. Ha(&) csak & eloszlasatol fiigg; Hy(6) = 0 és ha P(& =a) = 1,
akkor Hy(&) = 0,

2.a. Ha y = f(z) olyan fuggveny, hogy ha « = 2’, akkor, f(z) & f(z’),
tovabba & olyan valdszinliségi valtozd, amelyre d(§) = 0 és n = f(§), akkor
d(n7) = 0 és Hy(n) = H(&).

2.b. Ha & és n tetsz6leges elemi valdszinliségi valtozdk és n =& + C,
ahol C alland6, akkor d() = d(&) = d és Hu(n) = Hau(é).

3.a. Ha & eloszldsa a &, &, ..., &, idegen értékkészletli valtozdk elosz-
lasanak ¢, q,, ...,q, sulyokkal vett keveréke, akkor

&) = Sq.dE).
k=1

3.b. Ha { eloszlasa a &, &, ..., &, idegen értékkészletli valdszintségi.
- véaltozok eloszlésdnak ¢;, g, - - ., gn sﬂlyokkal vett keveréke és 7 egy olyan

val6sziniiségi véaltozé, amely az 1,2, ...,n értékeket rendre ql, G0
valészintiséggel veszi fel, akkor bevezetve a d; = d(&;) és d = ,‘qkdk jelolé-
seket k=1

H.(0) = ﬁQk Ho, (&) + Ho(n).

k=1

Megjegyzés : Az l.a., 2.a. és 3.a. feltevésekbdl kovetkezik, hogy bar-
mely & diszkrét eloszlast (elemi) valdszintiségi valtozéra d(&) = 0, ugyanis
minden diszkrét valdszin(iség-eloszlas felfoghat6, mint elfajult valdszintiség-
eloszlasok (konstansok eloszlasainak)keveréke. Ezért irhaté 3.b.-ben Hgye)(7)
helyett Hy(n).

4.a. Ha a &, diszkrét eloszlast valészinfiségi véltozé eloszlasat & Pnk
(k=1,2, ..., N) szamok alkotjdk - és" lm 9, = pr (b= W)

tovabba & egy olyan valészintiségi valtozo, EXelynek eloszldsat a py szémok
alkotjak, akkor lim Hy&,) = Hyé).

n—so ‘
4.b. Ha &, elemi. abszolat folytonos eloszlasu valészintiségi valtozd,
amelynek slriiségfiiggvénye f,(x) és z-ben egyenletesen lim f,(z) = f(2),

n—o
tovabba & olyan valészinliségi valtozo, amelynek stirtiségfiiggvénye f(x),
akkor

lim d(&,) = d(&)

n—

lim Hd(g,,)(sn) e Hd(&)(g) ¢

Nn— o

12 E feltételek lIényegesen enyhitheték volnénak, erre azonban itt nem téreksziink.
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5.a. Ha P(& = + 1) = 1/2, akkor Hy&) = 1.

5.b. Ha & egyenletes eloszlasti a (0,1) intervallumban, akkor d(é) =1
és H, () = 0.

Az 1. — 5. feltevésekbdl kovetkezik, hogy ha 5 valdsziniiség-eloszldsdt

@ P1s Py - - -5 Pn S2amok alkotjik, akkor Hy(&) = Z pi logs py, tovabba, ha

& tetszoleges elemi eloszldsi valdszindiségi vdltozo, alckor a d(&) =d és Hy(é)
szamok a

([ZEJ) dlog,n + Hd(é') + o(1)

aszimptotikus reldcionak tesznels eleget, vagyis d(&) és Hy(&) azonosak a
2. §-ban definidlt dimenzioval, illetve entropidval.

~ Bizonyitas : El6szor bebizonyitjuk, hogy az 1.b., 2.a., 3.b. és 4.a. felte-
vésekbol kovetkezik, hogy ha P(§ =z,)=p, (k= 1,2, ..., n), akkor

Hy(é) = —4 > Py log, py .

k=1

Legyenek ugyanis n, m és k tetszbleges, a kn<m < (k+1)n
egyenl6tlenséget kielégité pozitiv egész szamok. Legyenek §&;,6&,, ..., &1
véges, diszkrét eloszldst és idegen értékkészletli valdszin(iségi véltozok ; &;
lehetséges értékeinek szdma legyen n és vegye fel értékeit rendre 1/n valdszinfi-
séggel (j=1,2, ..., k). &+, értékeinek szima legyen m — kn és vegye fel
ezeket rendre 1/(m — kn) valészin{iséggel. Legyen 7 olyan valészinfiségi val-
tozé, amelynek eloszldsa a &; valtozok eloszlasinak g; silyokkal vett keveréke,
ahol gj = njm; haij= 1,2, , k68 g1 = 1 — knjm.

Nyilvan n-nak m kulonbozo értéke van és ezeket mind 1/m valészinfi-
séggel veszi fel.

A 3.b. feltevést alkalmazva és egy olyan valészin(iségi valtozo 0-dimen-
z1o]u entréopiajat, amely r kiillonboz6 érték mindegyikét 1/r valdsziniiséggel
veszi fel, a rovidség kedvéért H(r)-rel jelolve kapjuk, hogy

Hm) =" H(n) + (1 2 @’—") H(m — kn) + Hy(0),

ahol { egy olyan valészinliségi valtozd, amely az 1,2, ...,k értékeket n/m
val6szintiséggel, a &k + 1 értéket pedig 1 — kn/m valészin(iséggel veszi fel.
Felhasznilva 1.b.-t és a kn < m < (k 4+ 1) n, vagy masképpen irva az
1 —n/m < kn/m < 1 egyenl6tlenséget, adddik

(73) H(m) = (1 — i )Hm)  mzw).

Most legyenek r és s tetszlleges primszdmok ; adott N-hez tartozik
egy és csakis egy M, amelyre fennallnak az

rM < sN < rM+1
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egyenl6tlenségek. Alkalmazva (73)-at az n =M és m = sV, illetve n = sV
és m = rM*1 szdmokra, kapjuk, hogy

(74) H(sM) = (1 - %) H(™M)

és

(75) H(s") s — - H(™*).
M+

Most bebizonyitjuk, hogy ha 4 és B tetszlleges pozitiv egész szamok,
(76) H(AB) = H(A) + H(B)

(76)-ot- a kovetkezOképpen lathatjuk be: Legyenek §&;,&,, ...,&4 idegen
értékkészleti valdszinliségi valtozok, melyek mindegyike B szamu kiilonboz6
értéket rendre 1/B valdszin(iséggel vesz fel és legyen n eloszlasa &, &,, ..., &a
eloszlasainak 1/A4 stlyokkal vett keveréke. Akkor n nyilvin AB szidmu
kiilonboz6 érték mindegyikét 1/ AB valészintiséggel veszi fel, és igy, mivel
3.b. szerint

1

Hyn) = Z P

l/

I

tehat
H(AB) = H(A) + H(B).

Ezzel (76)-ot bebizonyitottuk. (74)-b6l, (75)-bol és (76)-bél kovetkezik, hogy

M
(77) %(—L)gg‘—“’lgM“ i
N SN H(T) N j R _‘?__
PM1
. ; s e A Jog@ b
Mivel s és r kiilonb6z6 primszamok, : irracionalis.
ogr :
Az ™ < sN < pM+1 egvenlbtlenséghbl adédik, hogy M < Ni"g S =
ogr
< M + 1 és igy, hogy
(78) i [N IOgS] ,
log r
tovabba, hogy
(79) i L lOKS,
N-oo N logr

Felhaszndlva azt a tételt, hogy ha a irraciondlis szdm, akkor az na— [nz]
szamsorozat (n =1, 2, ...) mindeniitt slir(in helyezkedik el a (0, 1) intervallum-
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ban, barmely pozitiv e-hoz meg lehet vélasztani N értékét ugy, hogy
’ ; 0L N i—(ﬁ — M < ¢ legyen, vagyis, hogy teljesiiljon az

8 logr

A 1

i’ (80) pM+1 5 pl—e

egyenlbtlenség. Mésrészt valaszthaté N Ggy is, hogy teljesiiljon a
. W T

; log

E’\ egyenl6tlenség, vagyis, hogy teljesiiljon a

k M

: @1) Sete

E* SN rl——e

E egyenlStlenség. A (77), (79), (80) és (81) osszefiiggésekbdl kivetkezik,. hogy
k :

5 82) log s (1 _l) éﬂ(s) v logs 1 :

4 : log r o H(r) logr l—l

r

i Legyen

| (83) b L & Bl

d r— o logr r—o lOgT

Nyilvan (82-) irhaté a

I_I@(l_l)éﬂ(s) S HEg s
r ~—logs:logrl__l
r

: (84
( g log »

alakba is. (84)-b6l kovetkezik, hogy

(85) ps 2

< <4,
~ logs

de mivel 2 < u, (85)-bdl kovetkezik, hogy A = pu és hogy
H(s)

=4,
log s

(86)

ha s torzsszam. Azonban (77)-bél kovetkezik, hogy ha az n szam torzsténye-
z6s felbontdsa n = p'p)* ... P/ (Py, Pa, - ., pj tOrzsszdmok) akkor

(87) Hw) = N o, Hp)
i=1

(86)-bél és (87)-bol kiovetkezik, hogy
(88) H(n) = Alogn.

|

o Aty oty s SR LA L
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Ez az éllitds azonban nem més, mint bizonyitandé tételiink specidlis
esete. Vizsgaljuk most az altalanosabb esetet, amikor. p,, p,, ..., p, tetszéle-
ges racionalis szamok. Legyen P = Gulq (= 125 20 om), aloligs. sy -5 8

természetes szdmok és 2 gn = g. Legyen #, olyan valoszmusegl valtozo,

amely gy kulonbozo értéket l/gk val6szintiséggel vesz fel, és tegyiik fel, hogyaz
kb =32 n) valdsziniiségi valtozok crtékkészletei 1degenek Kepezzuk
az Ny véltozok eloszlasainak i = gi/g stlyokkal vett keverékét, és legyen { egy
olyan valészintiségi valtozo, amelynek eloszldsa az igy nyert keverékeloszlas.

" Nyilvanvalé, hogy a ¢ Valtozo ng = g szamu kiilonb6z6 érték mindegyikét

l/g valészintiséggel veszi fel.
3.b. szerint

(89)  H = oy Hy(ri) + Hi(é),

=1
ahol & egy olyan valészintiségi valtozd, amely az 1, 2, ..., n értékeket p,,
Do Pn  valoszinliséggel veszi fel. Mivel Hy(C) = 4logg és Hy,) =

= 1og g, tehat (89)-bol
. e
(90) Ho(é) = — 4 > pilog py.
k=1

A (90) Osszefliggést edd1g raciondlis p, szamokra igazoltuk ; azon-
ban 4.a.-bél kovetkezik, hogy érvényes kell, hogy legyen az argumentumok
irraciondlis értékeire is. Tgy a (90) osszefuggest tetszdleges véges d1szkret
eloszldstt valtozoéra bebizonyitottuk:

A A szam értéke 5.a. miatt 1/log 2 kell, hogy legyen. Ilyenmodon

n

(91) ' H,(é) = 2 Pi 108, Py,

tehat alhtasunk dlszkret eloszlasu valtozokra vonatkozo részét 1gazoltuk
jellemzése a HiNcsIN-félo targyalasbol - els6sorban abban tér el, hogy nem
haszndltuk fel azt, hogy egy = taga (py, ps, -+, Pn) valészinﬁség-eloszlés
entropidja akkor maximalis, ha p, = 1/n (k= 1,2, ..., n). Ennek kivetkezté-
ben nem tudtuk elére, hogy H(n) n-nek monoton novekvd fliggvénye, ami
megnehezitette annak kimutatdsit, hogy a H(n) fuggvenyre fennallé

H(mn) = H(m) -+ H(n)

fiiggvényegyenlethdl kévétkezik, hogy H(n) = Alogn. Az ugyanis régéta
ismeretes, hogy e fiiggvényegyenletnek nincs mas monoton névekvé megol-
désa, mint a 4 log n fiiggvények (4 > 0). A fenti bizonyitds lényege tulajdon-
keppen az, hogy ha a H(n) szdmelméleti fiiggvény eleget tesz a H(mn) =

= H(m) + H(n) fuggvényegyenletnek ¢és ,,majdnem monoton”, abban az

3 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./l—-2.
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értelemben, hogy fennall a H(m) = (1 — n/m) H(n) egyenlotlenseg, ha m = n,
akkor H(n) = 4 log n.

Itt jegyezziik meg, hogy az entrépidra vonatkozolag még szamos mas
szélsGértéktulajdonsig ismeretes. Igy példaul az Osszes olyan abszolut foly-
tonos eloszlasok koziil, amelyeknek stir(iségfiiggvénye az I intervallumon
kiviil elttinik, az I- ben egyenletes eloszlasnak maximélis az entrépidja, az
Gsszes abszollt folytonos eloszlasok kozill, amelyek szérasa, o, adott, a o
szérast normalis eloszlasnak maximdlis az entrépidja. Ez a, normalis elosz-
las egy érdekes jellemzése.

Most vizsgaljuk a (0, a) intervallumban egyenletes eloszlast & valdszinti-
ségi valtozot, legyen ennek dimenzidéja D, és D,-dimenziés entrépidja h(a).
Ha a pozitiv egész szam, ez az eloszlas el6allithat6, mint a (0, 1), (1,2), ...,
(a — 1, a) intervallumokban egyenletes eloszlasok 1/a sulyokkal vett keve-
réke. Ennélfogva 3.a.-bdl és 5.b.-bél kovetkezik, hogy D, = 1, ha a pozitiv
egész szam, és 3.b.-bdl és 5.b.b6l kovetkezik, hogy

(92) h(a) = log, a

Ha a raciondlis szdm, a = b/c, ahol b és ¢ természetes szamok, akkor a (0, b)
intervallumban egyenletes eloszlas el6allithaté, mint a (0, a), (a, 2a), .

((c — 1)a, b) intervallumokban egyenletes eloszlésok 1/¢ stlyokkal vett keve-
réke. Ennélfogva D, =1 és

(93)  h(b) = h(c) + h(a)

(92)-bél és (93)-bdl kovetkezik, hogy ha a = b/e, akkor
(94) h(a) = log, tia log,a

vagyis, hogy (92) tetsz6leges raciondlis a-ra érvényes.

4.b. felhaszndldsival kovetkezik, hogy ha a tetsz6leges pozitiv szdm,
Dy=1¢B h(a) log, a. Marmost legyen f(x) egy tetszdleges surusegfuggveny,
amely egy véges (— K, + K) intervallumon kiviil elttinik és a (— K, + K)
zart 1ntervallumban folytonos 13) Akkor ugyanott f(z)log f(x) is folytonos

tehat a f f(x) log f(x) dz Riemann-integral létezik ; legyen & valdszintiség-
k+1

stiriségfiiggvénye f(z) és legyen &, stirliségfiiggvénye g,(x) = n | f(t)dt,* ha

S oy W

k < k+ : (k=0,+1, 4+ 2,...). Nyilvanvalf, hogy &, eloszldsa a
n :

13) Az intervallum bal-, illetve jobboldali végpontjéban csak jobbrdl, illetve balrél
valé folytonossdgot kétink Ki.




AZ ENTROPIA FOGALMAROL

k+1

(f—a’ kj; 1) intervallumban egyenletes eloszlasok ¢, = jf(t) dt

n

vett keveréke, és igy d(&,) = 1, és

: S :
H,(én) = 2 Qk (logz FELEN log, Qk) ;

Skl

tehat

(95)  HE)=— > glog,ng.
] > k=—o

Mivel az integralszamitas kozépértéktétele szerint

ng = f(er) %éxk<k,_n’—l,
_teh;’xt
| = 1
(96) Hye = — |l logafe |
Lisio

és igy 4.b. flgyelembevetelevel lim d(§,) = b d(&) és

k— o

+ 0

(97) Hy () = lim Hy(én) = — [ () log, f(z) dx .

—

35

sulyokkal

Az attérés folytonos sfirliségfiiggvényl eloszldsrél szakaszonként foly-
tonos sfirliségfiiggvényii eloszlasra a 3.b. feltétel njboli alkalmazdsival tortén-

het.

Ha mérmost_ & eloszlasa egy f(x) szakaszonként folytonos stirtiségfiigg-
vényli elemi eloszlas és egy { p,} diszkrét eloszlds q és p stulyokkal vett keve-
réke, a mar bebizonyitott (91) és (97) Osszefiiggésekbdl, tovabba a 3.a. és 3.b.

feltevésekbdl kovetkezik, hogy d(&§) = ¢ és

(98) Hy (b= —gq j /() log, f(x) dx — p Zpk log, px — plogy p —qlog,q.

k=1
Ezzel allitasunkat teljes egészében bebizonyitottuk.

3*
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4. § Tobbdimenziés valésziniiség-eloszlasok entrépiaja

Legyenek &, &, ..., & valdszinfiségi  vdltozdk ;  értelmezziik
&1, 6ay 0.y 6y €gYlitLEs ‘eloszl4sdnak entropidjat a kov etkezokeppen Ha az
[n&] (05, S [n d diszkrét véltozok egyiittes eloszldsinak entrépidjdt

e
H{M-nel jeloljiik és ha n —> oo, esetén fennall egy

(99) 5 : H((,”) = D log, n + il 4 o(1)

alakt reldci6, akkor legyen ‘

{100) Ho(, 6, ..., 6)=H

és d(&;, &s; ..., &) =D és ez esethben nevezziik a D szamot a (&, 52, RIS 52
valtozok egyuttes eloszlasa dlmenzw]anak es a H szamot a A $as .- 5,

«r e

azonnal adoédik, hogy ha pl. a ¢ r-dimenzids va]09z1nuseg1 vektorvaltozo
surusegfuggvenye a folytonos és egy |x| < R gombon kivil elttinG f(ae) fiigg-
vény, ahol

ET s R R B e
akkor d(Z) = r és

+oo +eo

(101) D) = J f(x) log, f(x) dx,

—-00 —00

~ ahol dx = = da, dx2 g da;,

nyes a kov otkezé tétel : Ha E és 1 tetszoleges \aloszmuseg1 \altozok melyek
egyiittes eloszldsdnak entrépidja eltelmezve van és d(&|n) jeldli & 1elteteles
eloszldsdnak dimenzi6jat azon feltevés mellett, hogy % értcke rogzitve van,
towabba Ha¢(&|m) jeloli n rogzitett értéke mellett & feltételes eloszlésénak

d(§|n)-dimenzi6ji entrépiajat, akkor (feltéve, hogy az Osszes bevezetett
mennylsegek értelmezhetok), :

(102) d(&, ) = d(n) + d(&[n)
és : ‘ e
(103) " Hae (& 1) = Hey () + Heen (E(m) .

A’bban az esetben, ha & és 17' fiiggetlenek, d(&|n) = d(£) és Hgy(é|n) =
= Ha)(£), tehat

(104) d(& n) = d() + d()
és ‘

(105) Hd(é n(En) = Hd(E) &)+ Haw) (1) -
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Ez a tétel érthetové teszi, hogy egy r-dimenziés térben megadott abszos

1at folytonos eloszldsnak a fenti értelemben is 7-dimenzids az eloszldsa és egy-
ben fényt vet az eloszldsok dimenzidja és a geometriai dimenzi6é fogalménak
osszefiiggésére és érthetdvé teszi, miért neveztitk a d(§) szdmot & eloszldsa
dimenzidjanak. :

Arra a kérdésre, hogy az e dolgozatban targyaltakon kiviil mely val6-
szintiség-eloszlasokra definialhaté a dimenzi6 és az entropia, és egyéb nyitva-
hagyott kérdésekre egy tovabbi dolgozatban fogunk visszatérni.
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3AMEUAHHUSA OB SHTPOIIMH
. BATATOHBU u A. PEHBU

Pe3ome

‘Llens Hacrosieit pa6oTel — 000CHOBAHNE TOHATHSA 3u'rponuu B TEOpUHU Beposrmocreﬁ
A. 51. XMHYMH [6] u3yuan jaulllb S3HTPONUIO KOHEYHOI'0 JAMCKPETHOrO pacrpejenenus. B Teo-
puM  VHDOpMAaLMy BCTPEYAeTCs M SHTPONMS HEKOTOPHIX HENPEPBIBHBIX pacnpeeneHuii

- BCpOﬂTHOCTeﬁ. O}IlHaKO, M3YUYECHHE SHTPOIUU IS 3THX pacnpeneneHuii B TOM: CMBICJIE B KAKOM

910 ciaenan XUHUMH Juis ciyvyast JMCKPETHbIX pacnpeaeneHuii, He ObU10 IPOBEAEHO.

B Xo/€ nccie0BaHns BBISICHHIIOChH, YTO JUISI XapaKTEePUCTUKH SHTPONUN (Mepsl Heorpe-
ACNEHHOCTH PACHpe/IeIeHnsl) He I0CTaTOYHO OJHOTO Ymcia, a Tpedyercsi ABa yucia. Mel BBe-
JIEM JUISI HUX cnenyxoume HAa3BaHU : pasmepnom M OTHOCALASICA K AAHHOI ,pa3MEPHOCTH
9HTPONUS. : ; : A : vt G el hie

\
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B § 1 usyuaercs cBsidb Mexy H-pyHkumeir BOJLIMAHHa, NOHATHEMIHTPONUM CTa-
THCTUUECKOW MEXaHWKH M TIOHSITMEM SHTPOIMU TEOPUU BEPOSITHOCTEH.

Ha npumepe waeaabHOr0 rasa NOKasbiBA€TCH, 4TO (M3MYECKAsi IHTPONMUST €CTh CIly-
yaiiHasi BeJIMYMHA, KOTOPAsl COBNAJAET C TEOPETHKO-BEPOSITHOCTHON SHTPONMENH MOMEHTab-
HOTO pacrpejeneHusi B pa3oBom mpocTpancTBa (ecau He oOpaiaTbh BHUMaHKMS HA BBIOOP €/u-
HUIB u3Mepenusi). B aTom ke §-e mcciaeayercsi Mojiens Tersonepesayn PEH®ECTa.

* B § 2 ompenensiercsi pasmMepHOCTb M SHTPONMS pPACHpEIeIeHUi BEPOATHOCTEH. :

Eciu § — cayvaiiHasi BeqmYMHA C JAMCKPeTHBIM  pacnpexpenenuem, P(& = xx) =
=pr(k=12,...; Zpr=1) pa3mepHOCTb €€ pacnpeaeineHusi CUYNTAeTcs] PaBHOM
Hy110, a €€ (-MepHasi QHTPONUS sl KOTOpoH BBoanTcst obo3Hauenue Hy(&) onpexpensiercs
dopmynoir LIISHHOHa

) (-]
Ho(§) = — > prlog, pk
k=1
ecan psax (1) cxomurest. Iycrs & nwbdas orpaHuueHHasi ciydaifHasi BennuuHa, u [2] 0003-

HA4YaeT LeJyI0 4acTb 4ducjia . Ecin nmeeTr MecTo COOTHOLIEHHE

[n £]

n

Ho( )'=dlog2n+H+o(1)

rae d U n TOCTOSIHHBIE, TO pacnpejenenne & Ha3bIBACTCS d-MEPHBIM, a YUCI0 72 HA3bIBACTCS
d-mepHoii suTponueil pactipeaenenns & u obo3navaercs yeped Hq(&) JIoKasbBaeTcs 4TO €CIM
QYHKIMSA IUIOTHOCTH f(x) ciaydaiiHoi BeauuyMHBl & KYCOYHO HENpepbiBHA HA HEKOTOPOM
KOHEYHOM 3aMKHYTOM OTPE3KE M PaBHA HYJII0 BHE €ro, T0 Pa3MepHOCTb pacnpeieneHus & paBHa
1, a opHoMmepHas sHTponusi pacnpenenenusi & naérca popmysioi IISHHOHa

-+
Hy(©) = — | f(2) log, f(2) dw

ABTOpBI MOJYEPKUBAIOT, YTO SHTPONMM PA3HBIX PAa3MEPHOCTEH HE JO0JKHBI CPAaBHHUBATBLCS 10
UX YMCJICHHBIM 3HAUEHUSIM ; SHTPONMs ¢ Ooabluel PasMEPHOCTbIO  BCErja «IpPEBOCXOAUTH
SHTPONMIO C MEHbIIeH Pa3MepPHOCTHIO.

Ecnu pacnpepenenue & ectb ¢cMech, ¢ BécaMu q u p (p + g = 1) abcoaoTHO Hempe-
PHIBHOI'0 PaCHpPEIeNeHusi ¢ KYCOYHO HENPePHIBHON (yHKIMEI TUIOTHOCTH f(2) M AMCKPETHOrO
pacnpenenennsi {pg} To pacnpenenenne & €cTb ¢-MEPHOE paclpejeseHue, a ero g-mepHas
SHTPONU A

+

@«
Hyé)=—¢ f f(x) log, f(2) de — p > pklog, pk— p logy p — glog, g.
< k=1 .

B § 3 mepeumcisioTesl XapakTePUCTUYECKHE CBOHCTBA PA3MEPHOCTH M SHTPOIMM.
Hcxonst u3 9THX CBOMCTB, I0Ka3bIBAETCS] €IMHCTBEHHOCTh JUISI paclpelesieHuii, IPeACTaBUMbIX
B BH/la CMECH PaCHpEIeIeHusl ¢ KyCOYHOHENPEePbIBHOH (YHKUMEH IUIOTHOCTH M KOHEYHOro
JUCKPETHOr'0 pacrpeeneHusi. :

B § 4 pesyabrarsl § 2 0000manTcst Ha ciaydail MHOrOMEPHBIX paclipeleeHui.

REMARKS ON ENTROPY
J. BALATONT and A. RENYI

Summary

The paper deals with the notion of the entropy of a probability distribution as a
measure of the uncertainity implied by the distribution. In §. 1. the relation of this notion
to the entropy in statistical mechanics resp. to BoLTzMANN’s H-function, further to
the entropy in information theory is discussed. It is shown, by discussing the example
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of an ideal gas contained in a vessel, further the model of heat exchange given by P. and
T. EERENFEST, that the quantity which is called entropy in statistical mechanics is a
random variable, characterising the momentary state of the physical system considered
and the maximal value of this quantity is up to an additive constant and (up to the
choice of the unity of uncertainity) identical with the entropy in the sense of probability
theory of the equilibrium distribution (= most probable distribution). In §. 2. two
notions are introduced : the dimension of a probability distribution, and the entropy
of dimension d of a probability distribution which has the dimension d. If & is random
variable, which has a discrete distribution, i. e. P(§ = o) = (k= 1,2, ...) and

Z pr = 1, then the distribution of & is said to have dimension 0, and the entropy of

dlmensnon 0 of its distribution, which is denoted by H,(§) is defined by the well known
formula of SHANNON :

oo

(1) " Ho(é) = — pk 10g2 Pk
k=l

provided that the series (1) converges. If & is an arbitrary (bounded) random vari-
able, we consider the random variables [n&]/n where [x] denotes the integer part
of z. If

(2) H, ( [n&]) dlog,n L HE o(1)

is satisfied, we say that the distribution of & has the dimension d and its d-dimensional
entropy Ha(§) is equal to H. The extension of these notions to probability distributions
for which the relation (2) does not hold, is left to a forthcoming paper. If the proba-
bility density function f(x) of the distribution of & exists, and is continuons up to a
finite number of points in a finite interval and equal to 0 outside this interval, it follows
that the probability distribution of £ has the dimension 1 and its one- -dimensional
entropy H, (&) is given by

+ o0

3) Hy(6) = — | /(@) og, /(@) da

This formula is identical with that used hitherto in information theory; what is essentially
new in the present paper is that due emphasisis is laid on the fact, that the one-dimensio-
nal entropy of an absolutely continuous distribution defined by (3) is qualitatively
different from the O-dimensional entropy of a discrete distribution, defined by (1);
a one-dimensional entropy, whatever its numerical value be, is always considered to be
»greater’”” than a 0 dimensional entropy, whatever the latters numerical value be : the
scale of 1-dimensional entropy is considered to be on a higher level. If a (bounded)
probability distribution is ob' ained as a mixture of an absolutely continuous distribu-
tion, with the density function f(z) continuous except for a finite number of points,
and of a discrete distribution {pr} the two distributions being mixed with the weights ¢
and p, then according to (2) this distribution has the dimension ¢ and its g-dimensional
entropy is equal to

+ o ®
Hy(§) = — q_[ f(@) log, f(z) de — p > pilog, pk— p logy p— qlog, q.
: : k=1

Thus there exists probability distributions with dimension d for any d in (0, 1).
In §. 3. some characteristic properties of the dimension and the entropy of a probability
distribution are discussed. 1t is shown that the above definition of these notions is the
consequence of a set of plausible properties. The dimension and the d-dimensional
entropy of a probability distribution is characterized by properties closely related
(though not identical even for d =0) to the properties used recently by A.J. KHINTCHIN[6]
to characterize the 0-dimensional entropy.
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In §. 4. the dimension and the entropy of the joint probability distribution of

‘any finite number of random variables is defined. If the joint distribution of » random

variables &, &,, ..., & has a Riemann-integrable density function f(x) (& = (2}, 5. .., 2 )
which vanishes outside a finite 7-dimensional sphere, the dimension of the joint

‘distribution of &, &,, ..., & is equal to 7, and the r-dimensional entropy of this distribut-

on is defined by
& +..eo oo. v
Hr(&v 52’ seey E") s oo J b s 'J‘ f(w) 10g2 f(w) dx

- 00 - 00

where dx — dxz, dz, ... dz,. The investigations started in this paper will be continued
iin a forthcoming paper. . ~ ;



