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AZ L(?) VALOSZINUSEG-ELOSZLASFUGGVENYROL
RENYI ALFRED

A valészinliségszamitasban és a matematikai statisztikaban, kiillonosen
a rendezett mintdk elméletében szerepet jatszik az

x _ (k4 1)2
. 4 82
(1) Le) = — ) (— D! 3 (= > 0)
k=0

eloszlasfiiggvény. Héarom tételt emlitiink meg, amelyekben ez a fiiggvény
el6fordul. ,
17 ErpOs PAL és M. Kac 1946-ban bebizonyitottak ([1]), hogy ha

&, &8s, .., &ny ... egyforma eloszlast fliggetlen valészinfiségi valtozok, ame-

lyeknek varhaté értékiik 0 és szérasuk 1, tovabba

nn:§1+§2+---+5n és Cn:max !nk!:
1=k=n

akkor C,,/Vn eloszlasfiiggvénye L(z)-hez konvergil, ha n — oo,
. M. Kac 1949-ben kimutatta ([2]), hogy az L(z) fuggveny adja meg

Ve sup |Fye) — F(a)|

—00 X<

hatéreloszlisat, ha F,(x) egy F(z) folytonos eloszlasfiiggvényti valészintiségi
valtozo értékeibsl vett v-elemii (&, 4,, ...,&) minta empirikus eloszlasfiigg-
vénye, ahol » maga is valészin(iségi Valtozo amely fiiggetlen a &, &, ...,
Eny ... valtozoktol, és u varhatod értékil Poisson-eloszlassal rendelkez1k
hatéareloszlids a u—> oo esetére értendd.

37 A rendezett mintdk elméletére vonatkozé dolgozatomban ([3 1
beblzonyltottam hogy ha Fp(x) egy F(x) folytonos eloszlasfiiggvényli valo-
szinfiségi valtoz6 értékeire vonatkozé n elem@ minta empirikus eloszlds-
fiiggvénye, akkor

Vn sup ‘~*( Ll ’
0<a=F(x)| F(x)

eloszlésfiiggvénye, ha n — oo, az L(z)a/(1—a)) figgvényhez konvergal.
L(z)a/(1—a)) értékeinek tiblazata megtaldlhaté J. Jaxko [11] téblazat-
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gylijteményében is (246—247. oldalak). L(z) numerikus meghatdrozisa z
kicsiny értékeire (pl. ha |2 | < 3) az (1) sor els6 néhiny tagjanak kisza-
mitdsaval igen jo pontossiggal elvégezheté; ha azonban z értéke nagy,
az (1) sor konvergencidja lasst. Ezért bir érdekességgel, hogy L(z)-re olyan
elsallitast talaljunk, amely viszont éppen z nagy értékeire teszi lehet&vé L(z)
értékének viszonylag kevés firadsdggal, nagy pontossaggal valé meghatéro-
zésat.) Az aldbbiakban L(2) egy ilyen el6allitisdval foglalkozunk.

A széban forgé elGallitas a kovetkezd :
(2) L(z) = : me_ %’s n

i J2n J >

— 00

Y
cos —|dy ,
2z ) -

ahol z > 0 tetszbleges, és sgn x az x szdm elé’jéle, vagyis
L, ha o >0
8gNn @ = 0, ha 2=0
\l —15 Ha. w0
A (2) jobboldalan 4ll6 integril értéke a

1 For Lo
3) T Je 2 du
V2n
normalis eloszlasfiiggvény értéktablazata segitségével igen kinnyen kiszamit-
haté ; e célbdl célszerii a (2) azonossigot a kivetkezd alakra hozni :2

(4) Le) = 3 (—DHO(2k + 12)—b(2k—1)2)} .

k=—o
A (2), illetve (4) azonossigra aldbbiakban hirom egyszeri bizonyitast

adunk, amelyek tulajdonképpen ugyanannak a bizonyitdsnak kiilonboz6
valtozatai.

A (3) képlet médot nyujt az L(z) eloszlis momentumainak. meghataro-
zasdra is, ezért (2) bebizonyitdsa utédn roviden kitériink L(z) momentumai-
nak (2) alapjan vald kiszdmitdsara is. '

' Elsé bizonyitas. Az els6 bizonyitds, amit bemutatunk, a 9-fiiggvényekre
vonatkozo ismert sorfejtések és transzforméciés képletek felhasznaldsin
alapszik. Konnyen belathaté ugyanis, hogy

+

(5) i iy J 9, (?,

17
| 222

)dv,

./

%) A?i) eléallitas felhasznélasra kerilt az L(z VE/(I — a)) fliggvény [11]-ben sze-
replé tablazatdnak elkészitésénél. A numerikus szamitédsokat PALASTI ILoNA végezte.
) L(z) (4) alatti alakja nem tekinthet6 ujnak, megtalalhaté pl. [10]-ben. Azonban

az irodalomban nem taldltam meg L(z) (1), illetve (4) alakjai azonossaganak kozvetlen
és egyszer(i bizonyitasat. :
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ahol (lasd : [4], 195. oldal) Jm 7 > O esetében

o (2k 1)
(6) Fy(v|7) =2 23 - co8 (2k + nv .
k=1
Méarmost felhasznélva a

('7) Fy(v|7) = V% 3—/—1—'90(’:_ e %)

ismert transzforméacios képletet (lasd [4 ], 248. oldal), ahol

(8) dovj7) =1 +-2 > (— 1)k ik gos 2knw
k=1 :
ha Jm t > 0, és tagonként integrilva nyerjiik a (4) és abbdl a (2) azonosségot.

Masodik bizonyitas. A (2) képlet egy masik bizonyitasat is bemutat]uk
ami a hévezetési egyenlet elméletének egy jélismert tételén alapszik.

Keressiik meg azt az u(z, t) fiiggvényt, amely.a —o0 < g <4 o0, t > 0

félsikban x szerint kétszer, ¢szerint pedig egyszer folytonosan dern alhato kor-
latos, eleget tesza

ow . . 1 0%
9 b T et
il | ot 2 a2
hévezetési egyenletnek és a
(10) lim w(z,t) = sgn (cos x) —o<¥< 400

peremfeltételnek. Ismeretes (lasd : [5 ], III. tétel), hogy az el6irt feltéfelek az
u(x, t) fiiggvényt egyértelmiien meghatirozzak. Madrmost nem nehez verifi-
kalni, hogy az Rey.

\ o X A2kt 1)?
(1) e &) /w(—l)" cos (2k + 1)mx gl O
. i 2k 41

fliggvény eleget tesz a (9) és (10) feltételeknek. Méasrészt ismeretes (lasd : [5]),
hogy a (9) egyenletnek eleget tevé u(z, ¢) fiiggvény az z-tengely menti perem-
értékei segltsegével altalaban a kovetkez6képpen fejezhet6 ki :

(12) ' u(z, t) =

B ot b :
—— e 2t wu(y,0)Jdy .
Vomt y,0) 2y

— 00

Behelyettesitve (12) jobboldaldn az w(y, 0) = sgn (cos @y) fiiggvényt, nyer-
jik, hogy a (11) alatti U(a,?) fiigevény a kovetkezSképpen fejezhetd ki:

(13) U, t) = T sgn [cos (@ + ylt)] dy
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Osszehasonlitva (11)-et és (13)-at, kivetkezik, hogy

42( 1) cos (2k + aw -~ ZH2ETD
€

14 2 gy
e k=0 2k 41

e 2

1 -3 :
g e 2 sgn[cosa(x +ylt)| dy .

Helyettesitve (14)-be az @ = 0 és t = 1/422 értékeket, kapjuk a (2) azonossigot.
A (14) azonossag egyben (2) altalanositasinak is tekinthet6.

Harmadik bizonyitas. Veglggondolva a masodik blzonyltast azt agy
jellemezhetjiik, hogy a (9) hévezetési egyenletet a (10) peremfeltétel mellett
kétféleképpen oldottuk meg : elGszor a megoldast az

_ k't
e 2 coskmx (k=0,1,...)

alapmegoldasokbdl, masodszor az

\
alapmegoldasokbol raktuk ossze, és a két eredmény azonossigibdl kivetkez
tettiink a (2) azonossag fennallasara. Ez a médszer 4ltalanos esetben is alkal-
mazhaté. Ha f(x) egy tetszileges 2x periddust integralhaté fiiggvény, amelynek
Fourier-sora
EY (] ;
' fx) ~ : (an cos nx + b, sin nx)
n=0

akkor (]

)

0

‘ Lant 1 (x=y)*
(15) 2(“" cosnx + bpsinnx)e 2 = ——— J-e 2o iy dy
n=0 Vzﬁt

A (15) azonossag Fouriert6l szarmazik ([6 ]). (15) jobboldalan f(x) Fourier-
soranak ugynevezett (4, 2) kozepei allnak ([7]). Weierstrass a folytonos
fuggvenyek trigonometrikus pohnomokkal valo egyenletes approximalhaté-
sagara vonatkozé hires tételét éppen a (15) azonossig segitségével bizonyi-
totta be. (Lasd : [87, Vol. 3., p. 20.) (2) tehat felfoghaté, mint a Fourier-féle
(15) azonossag specialis esete is.

A momentumok kiszamitasa
(4)-b6l kénnyen kovetkezik, hogy

o0 @kt 1)22

(16) L) = Uz) = V_“_? (—1D@Rk+1)e 2
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4
’ ’ r” g;
Maésrészt (1)-bél b
P _(2k+1)ta 1
(17) l(z)——g‘ =12k 1)e 8% 4
k=0
Tehat a :
(18) Mz) =1(2) 232
fliggvény eleget tesz a
; T
. 22

fliggvényegyenletnek. (Ezt itt csak kozbevetbleg jegyeztiik meg; (19)-re a
momentumok meghatarozasihoz nincs sziikségiink.)
A (16) képlet alkalmas L(z) momentumainak kiszadmitasara. Ugyanis

(16)-bol
n -1
- A '“ (— 1)

(20) M, :J 2t(z)dz = —

£ ~ (2k 4 1)
Specialisan g

|,
(21) \ M=%
és

(22) : _ M, =26 -

ahol : ’ ‘ .

B
- “T& k1

az ugynevezett Caravan-féle allando6 (lasd : [9 ], 1I. kotet, 2. oldal), és igy a
szorasnégyzet ; ’

= 0,915965594 . . .

(24) . prlag— T
2
(Beérkezett : 1957. IL. 15.)
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0 ®YHKLUHWU PACIIPEJAEJIEHUSA L(z)
A. RENYI

Pe3ome

B Teopun BeposiTHOCTEHl M MaTeMaTHUeCKOW CTATUCTUKH (YHKIMsI pac-
npejesieHust
(2k+1)*n?
- Gt

. L@ =5 D

k=0

urpaet U3BeCTHHI posb. (Cm. namp. [1], [2], [3].)

Psig (1) 6picTpo cXoauTCsl A/1s1 MAJIBIX 2, HO OBICTPOTA CXOJAMMOCTHU YMEHb-
LIAETCs1 €CJIM 2 Bo3pacraeT. [10aTomy HYKHO Apyroe BblparkeHue 1uis L(z), KoTopoe
BBITO/IHO /17151 00JIbIIMX 3HAUYEHUH 0T 2. LJIst 9TOM 1esu CJy»XUT hopmya

o ,
2 L(z) = 2 sgn cos% dy

1 J -
e €
/2%

(2 > 0) (rae sgn a o3HaAuaeT 3HAK OT @), KOTOPOE MOYKET ObITb MpeodparkeHo
TaKKe B

(3) L) = N (=1DHD(Ek + 1)2) — B2k — 1)2)},
e k=—co :
@ L Pias (v

V2r

— 00

Xotsi (3) umeercsi B [10], aBrop cTarbl He HAMIEN B JIUTeparype MpOCTOM
BbIBOZ (hopmyJinl (3) cooTB. (2) u3 (1). B paGote nansl Tpu A0Ka3aTeabCTBA HOP-
myisl (3). [lepBoe 0Kas3aTenbCTBO MCMOJIB3YeT NpeofpazoBaHue 0T Y-GyHKIHIA,
BTOpoe (OpPMyJIbl JUIs peLIeHHs] ypPaBHEHUST TEIUIONPOBOJHOCTH U TPEThe

Z insinssianl sl ol
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TO>KAeCTBO 0T FOURIER: ecnu f(x) neprojyecKast nmerpupyemaﬂ GyHKUMSE
¢ nepuogom 2x, u psajx FOURIER oT f(x) ectb

(5) f(z) ~ 2 (an cos nx + b,, sin nax)

n=

TO MMeeT MecTo ansi £ > 0

§

2 < 1 A T
(6) 202 (@ancosnzx + bysinnx)e 2 = Vﬁ f gt 3L () d?/
LA Sl

-

dopmyna (2) nonyuaercst u3 (6) nas f(y) = sgn(cos y).
B KoHIle paGoTbl BHIYMCIEHBI MOMEHTHI ()YHKIINH pacripeenenus. B uacr-
HOCTH IOJIyYaeTcst

-}

(7) | fz dL(z) = Vg- i Jzz dL(z) = 2G~

rae G nocrosiHHoe CATALAN,

ON THE DISTRIBUTION FUNCTION L(z)
' A. RENYI

. “Summary

Many problems of probability theory and statistics lead to the cumulative
distribution function

@kt 1)::;’ %

()= | L(z):%g(—l)"i——sz:— _ z2>0.
| - =0 .

2k -1

(see e. g. [1], [2], [3]). The series on the right of (1) converges rapidly for
small values of z, but for large values of z the convergence is slow. Therefore
an other formula for L(z) is needed, which enables to calculate easily the
values of L(z) for large values of z. This need is met by the formula

2) | 4 L(z)=v_2—1;— fe_—z—sgn'

-— 0

cosﬂ)dy a0
2z

where sgn « is the sign of @ (sgno = +1 for > 0, sgnaz =0 for 2 = 0O
and sgn ¢ = —1 for z < 0). Putting

@ O@) = (¢ Zdu

Vo

A, <2
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the formula (2) may be brought also to the form

(4) L(z) :k:i (—1)k‘{<1>((2k + 1)z) — D((2k — 1)2)} .

By means of (4) we can calculate the value of L(2) for large values of z, using
a table for @(z).

For the identity (2) three variants of the same proof are given. (The
formula (4) can be found e. g. in [10], but the author did not find in the
literature a simple deduction of the formulae (2) resp. (4) from (1).) .

The first proof makes use of a transformation formula for thetafunctions,
the second of the representation in two different forms of the solution of the
heat equation, the third is based on a classical formula, due to Fourier [7],
according to which if f(x) isan integrable periodic function with period 2,
the Fourier-series of which is

(5) f(x) ~ > (an cos nx + b, sin nx)
n=0 :
then for ¢ > 0 we have

2"’, _nk 1 _ =y
6 anCOSNT <+ bpsinnxr)e 2 =-—- e & dy . =
@ - + ) = j 1) dy

Applying this formula to :
f(x) = sgn (cos x)
whose Fourier-series is

Rers _;:(—-1)" cos(2k + 1)z
k=0 2k + 1

pus (—”—
22
we obtain (2) from (6) for x = 0.

Finally it is pointed out that (2) enables us to calculate easily the mo-
ments of the distribution function L(z) ; we obtain

and putting

2

Especially M, = |/z/2 and the variance of L(z) is equal to 26 — /2 where G
is CATALAN’s constant.
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