
AZ L(z) VALÓSZÍNŰSÉG-ELOSZLÁSFÜGGVÉNYRŐL

R É N Y I ALFRÉD

A valószínűségszámításban és a matemat ikai s tat iszt ikában, különösen
a rendezett minták elméletében szerepet játszik az

_ (2 k+ 1)'л'

«
(г>0)

eloszlásfüggvény. Három tételt említünk meg, amelyekben ez a függvény
előfordul.

1? E R D Ő S P Á L és M . K A C 1946 -ban bebizonyítot ták ( [ 1 ] ) , hogy h a
i2, •• - , in, • • • egyforma eloszlású független valószínűségi változók, ame-

lyeknek várható ér tékük 0 és szórásuk 1, t o v á b b á

Vn = i i + i 2 + • • • + Ín és Cn = max \щI ,
1 <к<,п

akkor Cnj^n eloszlásfüggvénye L(z)~hez konvergál, ha n - > oo.
2°. M. KAC 1949-ben k i m u t a t t a ( [2 ]), hogy az L{z) függvény adja meg

Г/г sup \Fv(x) — F(x)\ 
—<*><x<°=

határeloszlását, ha Fv(x) egy F(x) folytonos eloszlásfüggvényű valószínűségi
változó értékeiből vet t r-elemű i2, . . . , iv) min ta empirikus eloszlásfügg-
vénye, ahol V maga is valószínűségi változó, amely függet len a iv i2, . . . ,
Í n , . . . változóktól, és /г vá rha tó értékű Poisson-eloszlással rendelkezik : a 
határeloszlás а /г—>оо esetére értendő.

3? A rendezet t minták elméletére vonatkozó dolgozatomban ( L3 |)
bebizonyítot tam, hogy ha Fn(x) egy F(x) folytonos eloszlásfüggvényű való-
színűségi változó értékeire vonatkozó n e lemű minta empirikus eloszlás-
függvénye, akkor

\n sup
F„{x) - F(x) 

F(x)

eloszlásfüggvénye, ha n ->- 0 0 , az L{z^a j{ 1—a) ) függvényhez konvergál.
L(z \aj(l — a)) értékeinek t áb láza ta megta lá lható J . J A N K Ó [11] táb láza t -
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gyűj teményében is (246—247. oldalak). L(z) numerikus meghatározása z 
kicsiny értékeire (pl. ha | z \ < 3) az (1) sor első néhány t a g j á n a k kiszá-
mításával igen jó pontossággal elvégezhető ; ha azonban z é r téke nagy,
az (1) sor konvergenciája lassú. Ezér t bír érdekességgel, hogy L(z)-re olyan
előállítást talál junk, amely viszont éppen z nagy értékeire teszi lehetővé L(z) 
értékének viszonylag kevés fáradsággal, nagy pontossággal való meghatáro-
zását.1) Az alábbiakban L(z) egy ilyen előállításával foglalkozunk.

A szóban forgó előállítás a következő : 

(2)

y
2

sgn cos
ny

dy , 

ahol z > 0 tetszőleges, és sgn x az x szám előjele, vagyis

1, ha x > 0 

sgn x = 0, ha x = 0 

— 1, ha x < 0 . 

A (2) jobboldalán álló integrál é r téke a 

(3) Ф(х)
1

У 2 л y

2
du

normális eloszlásfüggvény ér téktábláza ta segítségével igen könnyen kiszámít-
ható ; e célból célszerű a (2) azonosságot a következő alakra hozni :2)

(4) L(z)= V ( - 1 ) * { Ф ( ( 2 * + 1 ) г ) - Ф ( ( 2 * - l ) z ) } . 
k= — «о

A (2), illetve (4) azonosságra alábbiakban három egyszerű bizonyítást
adunk, amelyek tulajdonképpen ugyanannak a bizonyításnak különböző
változatai.

A (3) képlet módot n y ú j t az L(z) eloszlás momentumainak meghatáro-
zására is, ezért (2) bebizonyítása u t án röviden ki térünk L(z) momentumai-
nak (2) a lap ján való kiszámítására is.

Első bizonyítás. Az első bizonyítás, ami t bemuta tunk , a ú-függvényekre
vonatkozó ismert sorfejtések és transzformációs képletek felhasználásán
alapszik. Könnyen belátható ugyanis, hogy

(5) L(z)
1 л

2 z
2

dv

1) A (4) előállítás felhasználásra került az L(z } o/(l — a)) függvény [ l ] ] - b e n sze-
replő táb láza tának elkészítésénél. A numerikus számításokat P A L Á S T I I L O N A végezte.

2
) L(z) (4) alat t i alakja nem tekinthető ú j n a k , megtalálható pl. [10]-ben. Azonban

az irodalomban nem találtam meg L(z) (1), illetve (4) alakjai azonosságának közvetlen
és egyszerű bizonyítását.
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ahol (lásd : [4], 195. oldal) 3m r > 0 esetében

/2fcfl\«
T V 2 ' 

/ 2 k f Í V 

(6) Ki
v
\
r
) = 2 ^ e

2 cos (2к -f \)nv . 
k= 1 

Mármost felhasználva a 

Г • i'jrr3 í 
1 7 n I V

r a ' 4 r
(7) |r) = 

ismert transzformációs képletet (lásd [4] , 248. oldal), ahol

00

(8) d0(v j т) = 1 + 2 ( — 1 )
k
 e

i7lrk
' cos 2knv , 

k= 1 

ha 3ni г > 0, és tagonként integrálva n y e r j ü k a (4) és abból a (2) azonosságot.

Második bizonyítás. A (2) képlet egy másik bizonyítását is b e m u t a t j u k ,
ami a hővezetési egyenlet elméletének egy jólismert té te lén alapszik.

Keressük meg azt az u(x, t) függvényt , amely a — ° ° < ж < + ° ° , £ > 0
félsíkban X szerint kétszer, t szerint pedig egyszer folytonosan deriválható, kor-
látos, eleget tesz a 

(9)

9« 2 ��
2

hővezetési egyenletnek és a 

(10) lim u(x, t) — sgn (cos лх) — oo < x < -j- oo
< - + o

peremfeltételnek. Ismeretes (lásd : [5], III . tétel), hogy az előírt fel tételek az
u(x, t) függvényt egyértelműen meghatározzák. Mármost nem nehéz verifi-
kálni, hogy az § 

e
71

 — ' 2k 4 - 1 
fc=0

(in t/(M)= 4 \ V n* + 

függvény eleget tesz a (9) és (10) feltételeknek. Másrészt ismeretes (lásd : [5]),
hogy a (9) egyenletnek eleget tevő u(x, t) függvény az x-tengely ment i perem-
értékei segítségével ál talában a következőképpen fejezhető ki : 

(12) u(x,t)=-fl= í e
21

 u(y,0)dy . 
[ 2tü J 

Behelyettesítve (12) jobboldalán az u(y, 0) = sgn (cos лу) függvényt , nyer-
jük, hogy a (11) a la t t i U(x,t) f üggvény a következőképpen fe jezhető k i :

1 Г-У- '
(13) U(x,t) = -— e 2 sgn [cos л(х + y)Jt )] dy . 

\2л J
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Összehasonlítva ( l l ) -e t és (13)-at, következik, hogy

4 y ( - i ) 4 o S

2Jc+ 1 

1 Г
= J e 2 sgn [cos л(х -f y [/О] dy .

— oo

Helyettesítve (14)-be az x = 0 és t = 1/4г2 ér tékeket , kapjuk a (2) azonosságot.
A (14) azonosság egyben (2) ál talánosításának is tekinthető.

\
Harmadik bizonyítás. Végiggondolva a második bizonyítást , azt ú g y

jellemezhetjük, hogy a (9) hővezetési egyenletet a (10) peremfeltétel mellett
kétféleképpen oldot tuk meg : először a megoldást az

_ кЫЧ

e
2 cos клх (к — 0, 1, .. . ) 

alapmegoldásokból, másodszor az

c-

~21 _ o o a

J (х- af

\2nt
\

alapmegoldásokból raktuk össze, és a két e redmény azonosságából következ
t e t t ü n k a (2) azonosság fennállására. Ez a módszer általános esetben is alkal-
mazható. Ha /(ж) egy tetszőleges 2л periódusú integrálható függvény, amelynek

Fourier-sora
4

/(ж) ~ ^ (an cos nx -f bn sin nx) , 
ri=0

akkor t 

(15) (an cos nx -f- bn sin nx) e 2
 = --. I e 21

 f(y)dy . 
n=o У 2 nt J 

.— oo

A (15) azonosság Fouriertől származik ([6]). (15) jobboldalán/(ж) Fourier-
sorának úgynevezett (A, 2) közepei állnak ([7]) . Weierstrass a folytonos
függvények tr igonometrikus polinomokkal való egyenletes approximálható-
ságára vonatkozó híres tételét éppen a (15) azonosság segítségével bizonyí-
t o t t a be. (Lásd : [8], Vol. 3., p. 20.) (2) tehát felfogható, mint a Fourier-féle
(15) azonosság speciális esete is.

A momentumok kiszámítása

(4)-ből könnyen következik, hogy

4 _ (2 k+l)'z*

(16) L'(z) = l(z) = ~ . У ( — \)
k
(2k -f- 1) e

2

]j2л k=0
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Másrészt (l)-ből

<17) l(z) = 

Tehát a 

(18)

függvény eleget tesz a 

<19)

(2 k- 1)'.-C
- 2 ( - 1 ) " ( 2 f c + l )
z" k=о

Цг) = 1(г) г 3 / 2

/ ( z ) = 1 
л

2 z 

függvényegyenletnek. (Ezt i t t csak közbevetőleg jegyeztük m e g ; (19)-re a 
momentumok meghatározásához nincs szükségünk.)

A (16) képlet alkalmas L(z) momentumainak kiszámítására. Ugyanis
(16)-ból

n 4- U 

(20)

Speciálisan

<21)

és

(22 )

ahol

(23)

Mn=(z
n
l(z) dz

2 ( - 1 ) *

( 2 f c + 1)"

л

M2 = 2G

( — 1)"
G = V ' - = 0,915965594 . . .

k~o (2A + 1)2

az úgynevezett CATALAN-féle állandó (lásd : [9] , II. kötet, 2. oldal), és így a 
szórásnégyzet ; 

(24) D
2
 = 2G 

л

(Beérkezett : 1957. II . 15.)
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0 ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ Цг) 

A. R É N Y I

Резюме

В теории вероятностей и математической статистики функция рас-
пределения

4 " р 8z> ~

(1) ад _
к=0 ' 

играет известный роль. (См. напр. [1], [2], [3].)
Ряд (1) быстро сходится для малых z, но быстрота сходимости умень-

шается если z возрастает. Поэтому нужно другое выражение для L{z), которое
выгодно для больших значений от z. Д л я этой цели служит формула

<2
>

V" /
П

У\ .7cos — ay
I

2 Sgl!

(z > 0) (где sgn a означает знак от а), которое может быть преображено
также в 

(3) Цг) =•-- V ( - 1 ) " { ф ( ( 2 к + 1) z) - Ф((2к - 1) z)} ,
fc= _ со

где
Z

(4) Ф(г) = -L [e~
2
du .

у 2л J
— 00

Хотя (3) имеется в [10], автор статы не нашёл в литературе простой
вывод формулы (3) соотв. (2) из (1). В работе даны три доказательства фор-
мулы (3). Первое доказательство использует преобразование от ^-функций,
второе формулы для решения уравнения теплопроводности и третье
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тождество от F O U R I E R : если f ( x ) периодическая интегрируемая функция
с периодом 2 л, и ряд FOURIER ОТ f ( x ) есть

со

(5) f { x ) ~ ^ ( а п cos пх 4- Ъп sin пх)
л = 0

то имеет место для t > О
\

^ 1 г (У-*)'
( 6 ) ^ (ап c o s пх + Ъп s i n пх) е 2

 - - - - - е
21

f { y ) d y .

]/ 2nt J 
— со

Формула (2) получается из (6) для f(y) = sgn (cos у).
В конце работы вычислены моменты функции распределения. В част-

ности получается

00 00

(7) I 2 dL(z) = I j и j z2
ОЦг) = 2G

о о 

где G постоянное CATALAN.

ON THE DISTRIBUTION FUNCTION L(z) 

A . R É N Y I

Summary

Many problems of probabili ty theory and statist ics lead to the cumulat ive
distribution funct ion

(1)

8г=

k=0 2k + 1
z > 0 

(see e. g. [1], [2], [3]). The series on the r ight of (1) converges rapidly f o r
small values of z, b u t for large values of z the convergence is slow. Therefore
an other formula for L(z) is needed, which enables to calculate easily t h e
values of L(z) for large values of z. This need is met by the formula

(2) S g l l cos
лу

2z
dy z > 0 

where sgn x is t he sign of x (sgn x = + 1 for x > 0, sgn x = 0 for x = О
and sgn x = — I for x < 0). P u t t i n g

(3)
^ - Y S J

e
2

du
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the formula (2) may be brought also t o the form

(4) L(z) = (-1)"{Ф((2к + l)z) - Ф((2к - 1)2)} . 
A = — °°

By means of (4) we can calculate t he value of L(z) for large values of z, using
a table for Ф(х).

F o r the identi ty (2) three va r i an t s of the same proof are given. (The
formula (4) can be found e. g. in [10], but the au thor did not f i n d in the
li terature a simple deduction of t h e formulae (2) resp. (4) f rom (1).)

T h e first proof makes use of a t ransformat ion formula for thetafunct ions ,
the second of the representation in t w o different forms of the solut ion of the
heat equat ion , the th i rd is based on a classical formula, due to F O U R I E R [ 7 ] ,

according to which if /(x) is an integrable periodic function with period 2л,
the Fourier-series of which is

(5) f(x) ~ ^ (a,j cos nx -]- bn sin nx) 
n—0

then for t > 0 we have

ч Ь - - 1 С - ^
(6) У (an cos их -[- bn sin nx) e 2 = — I e 2t f(y) dy .

о [2nt J 
— CO

Applying this formula to

j(x) = sgn (cos x) 
:

whose Fourier-series is

2k+ 1 

and p u t t i ng

2z

we obtain (2) from (6) for x = 0.

Final ly it is pointed out that (2) enables us to calculate easily t he mo-

ments of t h e distribution function L(z) ; we obtain

Г + 1
In + .1

2 2 Л " »

In = Г 2 " dL(z) = 2
J N k^O
0

\ л H (2& + 1)"

Especially Ml = fjr /2 and the variance of L(z) is equal to 2G — л/2 where G
is CATALAN'S constant.


