AUTOKLAVOK SOROS ES PARHUZAMOS KAPCSOLASAROL ES A KEVERES
ELMELETEROL

RENYI ArrrED

E dolgozat elsé négy paragrafusiban az Almasfiizitéi Timfoldgyar
altal felvetett probléma megolddsat ismertetjiik. Az 5. §. néhany megjegyzést
tartalmaz a keverés altalanos elméletére vonatkozolag.

1. §. A probléma megfogalmazasa

Adva van r szamu autokldv, amelyek egymads utin vannak kapesolva.
Az els6é autoklavhoz oOrinként v kobméter anyag (ligos oldatban elkevert
bauxitpor) dramlik be ésugyanennyianyag dramlik tovibb éranként az elsd
autoklavbol a masodikba, a mdasodikbdél a harmadikba, s.i.t., és végiil
ugyanennyi aramlik ki az utolsd, vagyis az r -edik autoklavbdl. Az auto-
klavok teljesen egyformak ; mindegyik V' kobtartalmia. Az autoklivokban
az anyagot allandoan keverik. Elsé kozelitésben feltessziik, hogy a keverés
tokéletes, vagyis az egyes autoklavokba bearamlé anyag gyakorlatilag azon-
nal teljesen elkeverddik.

Meghatirozandd, hogy az autoklivokon ataramlé anyag hanyadrésze
tolt a rendszerben ¢ 6ranal rovidebb id6t. Ezt elsGsorban a ¢ = ¢, esetre kell
meghatarozni, ahol 7, azt az id6tartamot jeloli, amennyi sziikséges ahhoz,
hogy a kivant kémiai reakeié végbemenjen. Jelolje F,(t) azt, hogy az anyag
hanyadrésze tolt a rendszerben ¢ drandl rovidebb id6t. A feladat tehat az
F.(t) figgvény kiszdmitdsa.

2. §. A probléma valésziniiségszamitasi interpretaciéja

Az ataramlo anyag egy-egy részecskéjének! atfutasi ideje a véletlentél
fiigg, attol ugyanis, hogy a keverés soran mi torténik az illet§ részecskével.
Ez a mennyiség tehat valdszinliségi valtozénak tekinthets. Jeloljik ezt a
valoszinliségi valtozot (,-rel. Az egész rendszeren valé atfutds iddtartama
az egyes autoklavokon vald atfutdsi idSk Osszegével egyenld. Ha tehdt &;

r
jeloli a j-edik autoklavon vald atfutds idStartamat, akkor £, = 3'&;. Mivel

A . RS~
az egyes autoklavok egyformik, a &, &, ..., & valdszinliségi viltozok
egyforma eloszlisuak. Nyilvinvalé tovabba, hogy a &, (j =1, 2, ..., r) valo-

szinliségi valtozok filiggetlenek egymdastél, mivel az egyes autoklivokban

' A probléma bizonyos leegyszerisitését jelenti az, hogy egyes részecskékrol
beszéliink, hiszen val6jaban a bauxit-por szemeséi szétaprozédnak az autoklavban.
Ez a kortlmény azonban nines lényeges befolyassal az atfutasi idére, hiszen a bekeriild
nagyobb szemeséket gy tekinthetjik, mintha azok nagysziamu kis részecskékbdl allna-
nak, amelyek az autoklavban elvilhatnak egymastol.
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lejatszodd  keverési folyamatok (gymd.slol fiiggetlentil mennek végbe. Ki
fogjuk mutatni, hogy a tokéletes keverés feltételezése mellett a £; valoszintiségi
valtozok exponencidlis eloszlastak, vagyis, ha F(t) jeloli annak a valdszini-
ségét, hogy egy molekula egy autoklavban tnel rovidebb id6t t6lt (minden
id6tartamot ordkban fejeziink ki), akkor

(1) Fty=1—e*,

v e ‘ g ok o
ahol 2 = — . (V kobméterekben és » m3/6rdkban értendd, - dimenzidja ora.)
Ez a valdszin{iségszamitas bizonyos Altaldnos tételeibdl kovetkezik, de belat-
haté teljesen elemileg is. Az alibbi szemléletes mvggomlold% azok szamara
szol, akik a valdszinliségszamitashan kevéssé jaratosak és minden elGismeret
nélkiill kivannak az (1) kcpl(\t helyességérol meggyGzGdni.

Tegyiik fel, hogy az anyag minden m3-ében N szimu részecske van ;
akkor az autoklavban egyidejlileg NV szamu részecske van. 1 6ra alatt No
szamu részecske hagyja el az autoklavot, tehat ¢ éra alatt Not szimt részecske
tavozik az autoklavbol. A tokéletes keverés feltevésébdl kovetkezik, hogy
egy adott pillanatban az autoklivban tartézkodd Osszes részeeske ugyan-

’ ’ ” ’ ’ ” N 4 4 ’” 4 ’ 1
olyan valdszintiséggel tavozhat elsének. Ez a valészintség tehat = Annak
’vlr .

&

’ ’ ’” ’ g . ’ ’ ’”” ’ ’ ’ 1
a valoszin(isége tehat, hogy a vizsgalt részecske ne elsGként tavozzék, 1 — .
NV
Kérdés, mi a valdsziniisége, hogy egy kivalasztott részecske pontosan k-adik-
¢ . . AN ok 3 o .
ként tdvozzon. Ez a valdszinfiség nyilvan |1 — — ——, hiszen az, hogy
NV NV
a szobanforgd részecske k-adikként tavozik, azt jelenti, hogy sem elsének,
sem masodiknak, ..., sem (k¢ — 1)-ediknek nem tavozik, a kovetkez6 lépés-

ben azonban tavozik. Ilyenmddon annak a valdészintisége, hogy egy részecske
egy autoklavban #-nél révidebb id6t toltson,

Nvt 1 =t A | 1 (Nvt
@) Fyt)=P(, < t)— \*(1- g :1_{1_ ] |
=" avl W NV

1
Mivel NV igen nagy, 1 —TVIV helyett jo kozelitéssel e NV irhat6. Ennél-
fogva
L it v
(3) Fit) ~1—e V=1—¢e , abol 4 = 7

amit bizonyitani akartunk.?

?) Egy masik, szintén igen egyszer{i bizonyitas a kovetkez : a tokéletes keverés
definiciéjaboél kovetkezik, hogy annak a valészinlisége, hogy egy részecske, amely az
s idépontban az autoklavban van, az s - ¢ idépont el6tt tavozzék, csak ¢-t6l fligg és
nem flige attél, hogy az illetd részecske az s idépontot megeldzdéleg milyen hossza idét
toltott az autoklavban. Ebbdl rogton kovetkezik, hogy ha G(1) = 1 — F(t), akkor
G(1) monoton csokkend és eleget tesz a G(s + t) = G(s) G(t) figgvényegyenletnek.
E fiiggvényegyenletnek azonban, mint jél ismeretes, az egyediili monoton csokkend
megoldasai a G(t) = e * fuggvények, ahol 2 > 0.
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3. § A probléma megoldasa

Hatarozzuk meg most £, eloszlasit. Egy jolismert tétel szerint (ldsd
pl. [1], 230—233. 0.) r szamn fliggetlen és egyforma exponenciilis eloszlist
valoszintségi valtozd osszegének eloszlisa r-edrend(i gamma-eloszlasi, tehat
F.(t)-vel jelolve C, eloszlasfiiggvényét (vagyis annak a valdszinliségét, hogy
egy részecske ¢ oranal rovidebb id6 alatt fusson at az r autoklivbhél allo rend-
szeren) fennall a kovetkezd oOsszefiiggés :

it
(4) ¥t = ! ‘ xr—1e—*dgx .
(r —1)!
0

F.(t) t2hat in. nem-teljes gamma-fiigevény, mégpedig bevezetve a
y

(5) I'(y) = — } wte “du
/ I'(r) .

0

jelolést, ahol I'(r) a joélismert gamma-fliggvény,

(6) IFy={r— 1! = ‘ F-lg—*dy,
0

akkor

(7) F.(t) = I'(4), ahpl 4= : '

A nem-teljes gamma-fiiggvény tabulidlva van. (Egy rovid tablazata
megtalilhato pl. [1] 139—141. oldalain).

Léssunk egy szdmpéldit. Legyen V =32 m3, v =40 m3/éra, r = 7
és t = 3 ora, akkor A = 1,25 6ra-! és igy a 7 autoklivbél all6 rendszerben
az ataramlé anyagnak csak I'. (3,75) = 0,087 része, azaz 8,7 %-a tolt 3 6rdndl
rovidebb idét.

4. §. Az autoklav-park leggazdasagosabb kihasznalasanak problémaja

Ha érinként 4 m? anyagot akarunk ataramoltatni és Gsszesen R auto-
kliv all rendelkezésre, akkor kérdés, milyen csoportokra célszer(i elosztani
az autoklavokat.

A kivetkezd elrendezéseket vizsgaljuk : az autoklav-parkot egyenként

’ 4 ’ ’ /’ ’ 'R
r sorbakapesolt autoklavbol &ll6 esoportra osztjuk és az igy nyert . csoportot

parhuzamosan kapesoljuk ; 716l feltessziik, hogy Regy osztéja. Kérdés, hogy
a rendszer hatasfoka milyen elrendezés mellett lesz maximalis ¢ Masszoval ha ¢,
id6tartamig kell egy-egy részecskének az autoklav-rendszerben tartézkodnia
ahhoz, hogy a kivant reakciok végbemenjenek, » mely értékénél lesz mini-
méalis az dtdramlé anyagnak az a hényada, amely ¢, 6ranal kevesebbet tdl
a rendszerben? A kérdésre a vilasz nem konnyfi, hiszen ha tébb autoklavo
kapesolunk sorba, vagyis 7 értékét noveljik, akkor egy-egy esoportban azono



158 RENYI

aramlisi sebesség mellett hosszabb id6t toltene az anyag, azonban ekkor az
Aramlds sebessége is ardnyosan megnd, hiszen egy autokliav-csoporton nyilvan

r , s i , , . st ,
= m? anyag aramlik 4t. A rendszer hatasfokira tehdat két ellentétes irdnyu

tényezd hat. llyen modon altaldban az varhaté, hogy 7-nek sem a tul kicsiny,
sem a tul nagy értékei nem kedvez@ek. A rendszer hatisfokiat a mondottak
alapjan kézenfekv$ azzal mérni, hogy az anyag mekkora hinyada tolt a
rendszerben az el6irt ¢, kritikus id6tartamndal hosszabb idét. Tehat a széban-
forgd kapesolas mo]loﬁ' a rendszer hatisfoka

(8) H,=1-TI,[4%

Ennélfogva » értékét minden adott esetben (adott A, ¢, R és V értékek mel-

. ; , [Art s .
lett) ugy kell megvélasztani, hogy 1 — I, ‘[7”‘0| maximalis legyen, azaz gy,

hogy 1 ( ’ minimalis legyen.

Ml\(l a szambajove » értékek szama ki(siny, a nem-teljes I fl'iug\'ény
tablazata segitségével ez a szamitas gyorsan és konnyen elvégezhets. Elvégez-
hetd az optimdlis 7-érték meghatirozasa grafikusan is ; ehhez nyilvan csak
a I',(z) fiigegvények grafikonjaira van sziikség.

Vizsgaljuk most meg a szobanforgé elrendezés mellett a £, atfutési
id6 varhato értékét és szordsat. Mivel a I, (Jx) eloszlastiiggvény(i gamma-

. /
2 A L ; : g | o iF [r ALl g ) 7 o Uil
eloszlas varhaté értéke, mint ismeretes, ~ ¢és szorasa 1 , tehdt £, varhato értéke

y ).
(9) MG =T~ Ii] RI
Ar A

Mas szoval az atfutasi id6 varhato értéke fuggetlen r értékétsl. Ha példaul
R =24,V =32 m3 és 4 = 120 m3/6ra, akkor az atfutési idé varhatoé értéke
a szamitisba jové » =1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 értékek mindegyikére 6 déra 24
perc. Az atfutasi id6 szérdasa a mondottak szerint

-RV RV
(10) D(,) —
el Ar  AVr

a szoras tehat r novekedésével esokken. Ha az adatok olyanok, hogy az atlagos

4

atfutdsi id6, tehat — lényegesen nagyobb az elfirt kritikus idétartamnal,

akkor tehdt célszerti r értékét minél nagyobbra vélasztani.

A gyakorlatban az optimédlis kapesolas kivilasztasindl még egy szem-
pontra figyelemmel kell lenni. Az autoklivokat ugyanis rendszeresen karban
kell tartani, és igy az a célszerli, ha az autoklav-csoportok koziil egy cikli-
kusan mindig tizemen kivill van, a szikséges karbantartdisi munkdlatok
elvégzése céljabol. Az optimilis elrendezés kivilasztisa a kozolt képletek
alapjan ezen gyakorlati szempont szem el6tt tartdsdval is konnyen elvégez-
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t
el

het6. Ha oOsszesen R autokliv van egy lizemben és ezeket » autoklavhol allo
esoportokba osztjuk, Ggy, hogy ezen csoportok koziil felvaltva egy mindig

" e e ooy ; r4
tizemen kiviil van, akkor a mikodd csoportok szama — —1, tehat o = ——

r R—r
el
V(R —r)

’

és igy r értékét ngy kell kivilasztani R osztdéi koziil, hogy P,(

miniméalis legyen.

5. §. A nem tokéletes keverés problémaja

A valdsighan a keverés sohasem tokéletes a fenti értelemben, vagyis
nem igaz az, hogy minden egyes részecske, amely egy adott idépontban az
autoklavban tartozkodik, ugyanolyan valdszintiséggel hagyja el els6nek az
autoklavot, hanem a keverés véges sebessége folytan a kevéssel azel6tt az
autoklavba bedramlott részecskék kisebb valdszintiséggel tavoznak, mint a
mar régebben az autoklivba bekeriilt részecskék. Ennek kovetkeztében
egyes részecskék altal egy-egy autoklivban to6ltott id6tartam nagyobb
lesz, mint a tokéletes keverés mellett volna, mig mas részeeskék esetében
kisebb lesz. (Az Aatlagos atfutiasi id6 persze nem véltozik, hiszen az
szitkségképpen megegyezik azzal az idGtartammal, amelyet a részecskék
az autoklavban t6ltenének, ha mindegyik ugyanannyi id6t toltene az
autoklavban.)

Ha figyelembe kivanjuk venni, hogy a keverés nem tokéletes, akkor
valamilyen mdédon meg kell hatirozni a keverés intenzitasdt. A szébanforgéd
probléma szempontjabol természetes mértékszama a keverés intenzitdsanak
az egyes részecskék egy-egy autoklivon vald atfutasi idejének relativ szorés-
négyzete tehat az

2
o . DY
M2()

hinyados. Ha a keverés tokéletes, akkor & exponencidlis eloszlisu és igy
i = 1. Ha keverés egyaltalin nincsen, akkor az atfutasi idé allandé és igy
D2(£) = 0, tehiat ¢ = 0. Kérdés, milyen lesz nem-tokéletes keverés mellett
az atfutédsi idé eloszlisa. Erre vonatkozdlag plauzibilis feltevés, hogy nem
tokéletes keverés esetében az egy autoklivon vald atfutisi id6 gamma-elosz-
lastt lesz.

Kz a hipotézis annak a fizikai képnek felel meg, hogy az autoklav bizo-
nyos szamu ,,rekesz’’-bdl 4ll, az egyes ,,rekeszeken’ beliil a keverés tokéletes
és minden egyes rekeszbél az anyag a kovetkez6 rekeszbe dramlik at a bedram-
lasi sebességgel azonos sebességgel. Bar a szébanforgd rekeszek egymastol
a valésagban ninesenek elvilasztva, vilaszfalaikat csak odaképzeljiik, ez a
modell a keverés folyamatardl redlisabb képet nytjt, mint a tokéletes keverés
hipotézise.

Ha a keverés intenzitdsa 7, akkor mivel az S-edrend{i gamma-eloszlas

" o : : 1 G 1 : ; :
relativ szordasa, mint lzlttukﬁ , tehat ¢ = 5 azaz S = — , tehit a récsecskék
K K 1

egy autoklivon vald Atfutdsi idejének eloszlisa — -edrend(i gamma-eloszla-
0
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sunak tekintendd. Kz annyit jelent, hogy amikor » darab egyenként V kob-

) " AL
tartalmu autoklav van sorbakapesolva, amelyekben a keverés 7 = = inten-
4
S
zitasi (8 = 2,3, ...), ezt a rendszert gondolatban helyettesitsik »S

darab egyenként A kobtartalmG olyan autokliavval, amelyben a keverés
A
tokéletes.

Annak indokolasara, hogy a (11) képlettel definialt mennyiség valoban
adekvit mértékszama a keveréds intenzitisinak, ki kell mutatnunk, hogy
ésszer(i feltevések mellett mindig érvényes a 0 < 7 < 1 egyenl6tlenség. E cél-
bél induljunk ki a kovetkezé modellbdl : Az autoklivhél 1(lo(*crysmronkont
tavozik egy részecske és ugyanakkor belép egy 1 részecske. Annak a valo-
szinlisége, hogy egy részecske, amely a ¢t idépontban keriilt be az autoklz’wba,
azt a t 4 n id6pontban hagyja el, feltéve, hogy a t +n — 1 id6pontig nem

tavozott, legyen P,. Legyen C, — 1 — P,. Akkor annak a valdszinlsége,
hogy egy része eske. pontosan N l(l()(‘(T\S(‘;In\l id6t toltson az autoklavban,
nyilvin C Os.. . Cn; (1 —=Cy\) (N =1,2,...). Jelolje & azt az idGtartamot,

amit a rosu‘(sk(' az auloklz’wban tolt. Be fogjuk bizonyitani, hogy ha
1z0, 20,2 ... 20, 20C ., akkor

B |
(12)

A (12) egyenl6tlenség, figyelembevéve, hogy

(13) D2(§) = M(&) — M2(¢§)
nyilvanvaléan irhaté az

(14) M(&?) < 2M3(9)

alakba. Nyilvinvaldan
(15) M(§) = 3nC0C,...0,,(1 —C,)=1+ 3CC,...C,
n=1 n-—1

és

16) M(&) = 3 n200,...C,,(1 —C)=1+3(2n +1)C,C,...C

n—1 n=1

n:

Abbdl a célbdl, hogy (14)-et bebizonyitsuk, megmutatjuk, hogy érvényes a
kovetkezo

1. Lemma. Legyen 1 = C, = C,

\Y4
\%
Q

> ..., akkor

(17) 14 Xin 4 16, O,= 14+ 306, .. .0
n n=1

-1
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Bizonyitas. Szamoljuk mog, hogy ha (17) jobboldalin a négyzetre-
emelést elvégezzitk, mennyi lesz azon tagok szima, amelyek pontosan n
tényez6bhdl allnak. Nyilvanvaléan ilyen tag pontosan n 41 darab lesz,
e tagok mindegyike nyilvan nagyobb vagy egyenl6, mint C,C,...C,.
fgy nyerjiik a (17) ogyonlotl( nséget, ahol egyenléség akkor és csak akk(n all
fenn, haC, =C (n =1, 2,...), amikor is (17) bal- és jobboldalin egyarint

1
Lty

és (16)-ra vald tekintettel (14) a kovetkezd alakra hozhatd :

all. Marmost (14) konnyen kovetkezik lemméankbol, ugyanis (15)-re

9

oo

(18) 1+_>](2n+1)c,...c'”§2( #\'CC c’

n=1 n

(17) szerint

19) 14+ 2n4+1)0,...C, < 2
n=1

1+n (n+1)C, ’g (1+\f0() 0]

Ezzel tehat (14)-et igazoltuk. Az a feltevés, hogy €, monoton esokkend soro-
zat, azt jelenti, hogy minél régebben van egy részecske az autoklavban,
annal valdsziniibb, hogy azt elhagyja. Ha elf()gd(ljul\, hogy ez a feltétel a
valodi keverésnél mindig teljesiil (azaz ezt a feltételt belefoglaljuk a valddi
keveréds definiciojaba), akkor tehat bebizonyitottuk, hogy barmely keverés
intenzitisa 0 és 1 kozé esG szam.

A valddi keverési folyamatokat folytonos targyalismod mellett a kovet-
kezGképpen jellemezhetjiik. Ha F(x) jeloli egy részecske az autoklavon vald
atfutasi idejének eloszlasfiiggvényét és f(x) = F'(x) a slriségfiiggvényét,
akkor kozelitdleg ff(—x)iaf a feltételes valdszin(isége annak, hogv a részecske

1= Fiz) -
x és & + Av idépontok kozott tavozik az autoklavbol, feltéve, hogy az x
id6épontig még nem tavozott el. A valodi keverésril akkor beszéliink, ha ez a
valdszin(iség x-nek monoton névekvé fiiggvénye (azaz, ha minél régebben van
mar a részecske az autoklivban, annal nagyobb a valdszintsége, hogy

: ; : e (v g d 1
rovidesen tavozik). Kz akkor terjesiil, ha f* b = — log -~ —— monoton
1— F(x) dr 1 — F(x)
2 . 1
novekvo, azaz, ha log - konvex fiiggvény.

1 — F(z)
Nem nehéz megadni a most bebizonyitott lemma folytonos analogonjit
sem. Kzt fejezi ki a
2. Lemma. Legyen F(x) eqy pozitiv valdszindiséqgi vdltozo eloszlasfiiggvénye,

(tehat F(0) = 0), tegyiik fel, hogy l()g( - IF())A konvex a (0, 4 oo) inter-
— F(x

vallumban. Akkor

(20) | 22d F(z) < 2 ( ‘ xd F(x) ) i

0
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-

Bizonyitas. Nyilvinvaloan

(21) | 22d F(z) = 2 l (1 — F(x))dx
0 0
és ‘
(22) [ sd Fle) — . (] — F(.I'))([;l‘ :
0 0
Legyen g(x) = —log (1 — F(x)), akkor tehat g(x) konvex és a bizonyitando
egyenl6tlenség
o 2
(23) | ge—i® dr < ‘ e~ X dx
0 0

Azonban, mivel g(x) pozitiv, monoton novekvé és konvex, és g(0) = 0, tehat

(24) gla +b) = gla) + g(b) (@=0,b>=0)
Mivel

2 ol i B |
(25) ( ‘ & i(-")da,’) = f . e~ ) —(Odxdy — ' [e'<"“’ Lx—ildy | de,

0 / 00 0 0

tehat (24) miatt

(26)

oo 2 oo % o
‘ e-'(x’d;r) =2 | e—(x) ‘ du dax — ‘ xe LXdy,
' 0 / 0 0 0

ezzel (23)-at és igy a 2. lemmat bebizonyitottuk.

A bizonyitasbdl nyilvinvald, hogy (20)-ban egyenldség akkor és csak
akkor allhat fenn, ha (24)-ben egyenlGség 4ll fenn minden pozitiv a-ra és b-re,
tehat ha g(x) linearis, g(r) = Az, ahol 1 > 0, tehadt ha

F(z) =1 —e*

Mias szoval (20)-ban egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha F(x) az
exponencialis eloszlas eloszlistiiggvénye.

E §. eredményeit a kovetkezGképpen foglalhatjuk Ossze :

Akkor mondjuk, hogy az autokldvban valddi keverés folyik, ha eqy részecske
az autokldvon wvald atfutasi idejének az eloszlasfiiggoényét F(x)-szel jelolve

1
log ~
1 — F(x)

ido relativ szorasanak négyzetével mérjiik ; a keverés imtenzitasa O és 1 kizé esé

szam, amely akkor és csak akkor egyenld eggyel, ha a keverés tikéletes, azaz,
ha az dtfutdasi idé exponencidalis eloszldssal bir.

Azt az esetet, amikor az atfutdsi idé relativ szoériasa 1-nél nagyobb,

tulkeverésnek nevezhetjik. Mint a diszkrét modell tdargyalasibol latszik, ez

csak akkor fordulhat el6, ha egy részecske tavozasanak valdszin(isége az

konvex fiiggvény. Ez esetben a keverés intenzitdsdl az dtfutdsi
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autoklavban vald tartozkodasa soran nem novekszik allanddéan, hanem idon-
ként csokken. E lehetGség az iparban hasznalt kever$ eljardsoknal nyilvan-
valéan sohasem fordul el6. Bar elvben e lehetdséget nem lehet kizérni, azon-
ban indokolt, hogy az ilyen folyamatot ne nevezziik valédi keverésnek,
hiszen az ilyen folyamat a keveréssel szemben tamasztott gyakorlati kove-
telményeknek sem felel meg.

(Beérkezett : 1959. V. 22))

IRODALOMJEGYZEK

[1] ReNvy: A.: Valdszindiségszamitds, Tankényvkiaddo, 1954.

0 NMOCJITENOBATEJIbHOM U MNMAPAJUJIEJIbHOM CUHEIIJIEHUHU ABTO-
KJIABOB U 0 TEOPUU CMEIUIEHUSA

A. RENYI
Pe3iome

B nepBbixX ueTbp X naparpagax paboTsl peluaercs ciaeaylowas mnpoodaema
NOJHATAast TJMHO3(MHBIM 3aBojiIoM B Alméasflizité : onpegenuTs BepoOsSITHOCTL
F.(t) Toro, yTo B 7 MOCJIE0BATEJIbHO CBSI3AHHBIX aBTOKJIABaxX yacTulla OOKcUT-
HOM MOpOIKK NpoOyeT MeHee yeM ¢ yacoB, ecjim 00bEM KaXkjoro aBroxnasa V,
CKOPOCTL BelecTBa (MKMAKOCTBI, CMelleHHOH ¢ GOKCUTHBIM IOPOIIKOM) © U CMe-
lieHue B Ka)KJIOM aBTOKJIaBe ujeanbHo. OTBeT TAKOB :

(1) Pl = L AAt) ;
; v
Ifg A= 7 u I' (x) — Hencanast ramva QYHKUMS
X
‘ | S
(2) I'(z) =— uwle 4du
L(r)

Ha ocHOBanuu 9T0r0 pesysibrata MCCJIEAYyeTcsl KakK Hajl0 CLUeIUIsiTh aBTo-
KJIaBbl, YTOOBI MOJAYUNTH HAMJIYYIIKIA pe3ynpTaT, T. e. uTo0Obl F,(f,) ObUlO Hau-
MEHBIUUM, T/e f, BpeMsi, KOTOpOe Ka)k/ast 4acTula JI0JyKHa NpoBecTn B CUCTEMe
JUIsL TOT0, 4ToOBI NpOM30LIIa HY)KHAsT peaKiusi.

B §. 5. usyuaercss npobaema HemjgealpbHOro cmelieHusi. B aprokiaBe cme-
HeHHe XapaKTepnayeT (yHKUus pacnpejenerust F(x) BpemeHn, KOTopoe yacTuia
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HAXO0JIUTCSA B aBTOKJIABE. ll()l(iifiblliiit"l‘C}l, 4yTo B clIyyde JICHCTBUTEJILHOTO CMelle”

1
Hust log = eCcTh BHIMYKJIast pyHKiums. OTCIOa ciejlyer, uto
1 — F(x) ’

(3) . xd F(.IT)) -

| a2d F(x) < 2
6

0
MubiMu ciioBamu, eciin 0003HAYUT MATeMaTHYECKOe OKH/aHue BpemMeHu, Ipo-
BeJIEHHOT'0 YacCTULed B 0JiHOM aBToKJaBe, yepe3 M(&) a coOTBETCTBYIOULYIO JIAC-
nepcuto uepes D(&), To

D3(&
(4) ) 20
Mz(§)
I'Jle PaBeHCTBO MMEET MECTO B TOM M TOJILKO B TOM CJIyyae, ecjii CMelleHne ujieab-
: , g D*(§)
HO,T.e. F(x) =1 — e *npux = 0,rae 4 > 0. Beanuuna ’it" MOKeT paccmar-
& S)

PUBATLCA KaK Mepa UHMEHCUGHOCTI CMeUeHU .

ON SERIAL AND PARALLEL COUPLING OF AUTOCLAVES AND ON THE
THEORY OF MIXING

by

A. RENYI
Abstract

In §§. 1-—4. the following problem, which has been raised by the Bauxite
Works of Almasfiizité, is solved : to determine the probability F,(¢) that
a particle of bauxite powder spends less than ¢ hours in a system consisting
of r serially coupled autoclaves, if the volume V of each autoclave, the
velocity v of the flow of the material (fluid mixed with the bauxite powder)
through the system is given, and it is supposed that the mixing of the material
in each autoclave is ideal.

The answer is

(1) F.(@t) = I',(&)
where 4 = I’i and ' (x) is the incomplete gamma-function
X
l »
(2) I'(z) = — ‘ w e “du
Lry
0

On the basis of this result it is discussed how to switch a set of autoclaves
to obtain the greatest efficiency, i. e. minimize F ({,) where #, is the time
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which each particle of the bauxite powder has to spend in the system in order
that the necessary chemical reactions should take place.

In § 5. the problem of non-ideal mixing is discussed. The mixing in an
autoclave is characterized by the probability distribution function F(z) of
the time which a particle spends in the autoclave. It is shown that in case

of effective mixing l()gi » is a convex function, and that this implies
— F(x)

that

(3) f;z"-’dF(:z')g 2| | xdF()].
0 0

or by other words, that denoting by M(&) the mean value and by D2?(&) the
variance of the time spent by a particle in the autoclave, we have

@) D*‘(E) £
M=(&)
with equality standing if and only if the mixing is ideal, i.e.if F(z) =1 —e*

. D¢ ;
for « = 0 where 2 > 0. The quantity - )( ) may be considered as a measure
*($)

of the intensity of mixing.



