
BOLYONGÁSI PROBLÉMÁKRA VONATKOZÓ 
HATÁRELOSZLÁSTÉTELEK 

írta: RÉNYI ALFRÉD 

Bevezetés 
» y 

E dolgozatban arra szeretnénk a figyelmet felhívni, hogy a független 
(vagy majdnem független) valószínűségi változók összegeire vonatkozó ,,klasz-
szikus" határeloszlástételeken kívül még számos egyéb, más típusú határ-
eloszlástétel adható meg. Célunk az, hogy minél több típusát mutassuk be a 
határeloszlástételeknek; ezért a lehető legegyszerűbb esetekre szorítkozunk. 
Az 1. §-ban a többdimenziós, a 2. §-ban pedig már csak az egydimenziós 
bolyongás (fej-vagy-írás játék) esetével foglalkozunk.1 Látni fogjuk, hogy már 
ezekre az egyszerű példákra vonatkozólag is milyen sok, meglepőbbnél meg-
lepőbb törvényszerűség állapitható meg, amelyek megismerése elősegíti a 
véletlen ingadozások jellegének mélyebb megértését. Bár részletesen csak az 
említett egyszerű példákkal foglalkozunk, utalunk a tárgyalt tételek általáno-
sításával foglalkozó irodalomra. E dolgozat ismertető jellegű, a tárgyalt 
eredmények túlnyomórészt ismertek, azonban a bizonyítások egy része vagy 
egészében vagy egyes részleteiben űj. A megfogalmazásnál arra törekedtünk, 
hogy a dolgozat minél kevesebb előismerettel megérthető legyen. 

l . § . Bolyongás az r-dimenziós pontrácson 

Legyenek g 2 , . . . , teljesen független valószínűségi változók, amelyek 

a + 1 és —1 értékeket 4 valószínűséggel veszik fel és legyen 

n 
(1.1) = 

te=1 

Çn felfogható, mint a fej-vagy-írás játékban az egyik játékos nyeresége 
n dobás után, ha a játékos minden dobásnál 1 forintot nyer vagy veszít, asze-
rint, hogy az eredmény fej vagy írás. A változó értékét (amely mindig 

1 A többdimenziós bolyongásra vonatkozólag igen figyelemre méltó új eredményeket 
értek el E R D Ő S P Á L és S. J . T A Y L O R [12]. 
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egész szám) a szemléletesség kedvéért úgy interpretáljuk, mint egy véletlen 
helyzetű pont abszcisszáját az x-tengelyen, a t = n időpontban. A szóban 
forgó pont tehát a számegyenes „rácspontjainak" (egész koordinátájú pont-
jainak) halmazán végez véletlen „bolyongást". 

E §-ban ennek a feladatnak a többdimenziós általánosításával foglal-
kozunk. Legyen gr az /--dimenziós euklideszi tér rácspontjainak (azaz egész 
koordinátájú pontjainak) halmaza, és tekintsünk egy, a g,-rácson véletlen 
bolyongó mozgást végző pontot. Ezen azt értjük, hogy ha a t időpontban a 
bolyongó pont a P rácspontban van, akkor а / + 1 időpontban a pont egy-
forma valószínűséggel lehet a P ponttal „szomszédos" 2r rácspont bárme-
lyikében, függetlenül attól, hogy a pont hogyan jutott el a t időpontra a P 
pontba. (A P rácspont szomszédos pontjain azokat a rácspontokat értjük, 
amelyek r—1 koordinátája megegyezik P megfelelő koordinátájával, egy 
koordinátája azonban + 1-gyel különbözik P megfelelő koordinátájától). Ha 
tn jelöli azt a vektort, amely abba a rácspontba mutat, ahol a bolyongó pont 
a t n időpotban van, akkor a t,n valószínűségi vektor-változók homogén és 
additív (vektoriális) Markov-láncot alkotnak, ugyanis 

— Ço = I i + • • • + In, 

ahol a valószínűségi vektorváltozók, amelyek a bolyongó pont elmozdulásai 
a (k, Ar+l) időintervallumok alatt, feltevésünk szerint független és egyforma 
eloszlású vektorváltozók, amelyek az /-dimenziós tér koordinátatengelyeinek 

pozitív, ill. negatív irányával megegyező egységvektorok mindegyikével ~ 

valószínűséggel egyenlők. Az r— 1 speciális esetben valós érté-
kűek, függetlenek és a + 1 értékeket veszik fel 1/2 valószínűséggel, másszó-
val a fentebb említett egydimenziós bolyongást nyerjük speciális esetként. 

E l ő s z ö r a k ö v e t k e z ő , PÓLYA G Y ö R G Y t ö l s z á r m a z ó s z é p t é t e l t [1 ] b i z o -

n y í t j u k b e . 

1. TÉTEL. Az r-dimenziós rácson bolyongó mozgást végző pont 1 való-
színűséggel végtelen sokszor visszakerül a kiindulási pontba, ha r — 1, vagy 
r— 2, míg ha /'^3, annak a valószínűsége, hogy végtelen sokszor térjen 
vissza, 0-val egyenlő. 

BIZONYÍTÁS. Feltehetjük, hogy a bolyongó pont a / = 0 időpontban a 
Ö kezdőpontból indult. Jelölje P V annak a valószínűségét, hogy n lépés után 
a pont újból a kiindulási pontba tér vissza, vagyis, hogy £„ = 0. Nyilván 
ahhoz, hogy a pont n lépés után a kiinduló helyzetbe térjen vissza, szüksé-
ges és elégséges, hogy mind az r tengelynek mind a pozitív, mind a negatív 
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irányába ugyanannyi lépést tegyen. így tehát P(2«+i = 0 és 

(2n) 
1 ^ 2 л ! _ { n ) „ í n\ 

(2r)~" „1+пг+^иг=п ( л , ! л , ! . . . я , !)" (2rynn l+,h+T'+n r=n ! . . . n r \ 

tehát 

(2;) О - 2 a ) p(i) = 

és 

(1 .2b) p ( 2 ) _ 
» 2n = 4 2 " 

es 
2 л 

( 1 . 2 c ) ^ - - J T - ^ Z Í t í t k ^ Á - / ) ! ; • 

Ilyen módon a STiRLiNQ-formula szerint 

(1.3a) \7ltl 
és 

(1.3b) 

Valamivel bonyolultabb P%1 megbecsülése, ha r ^ 3 . Mivel a polinomiális 
együtthatók összegét ismerjük, 

2 j —í • = г» 
/ 

és — mint könnyen belátható — a polinomiális együtthatók közül azok a 
legnagyobbak, amelyekben az ni,..., nr számok egymástól legfeljebb + 1-gyel 
különböznek, figyelembe véve a polinomiális együtthatóknak a STiRLiNO-for-
mula segítségével nyerhető aszimptotikus kifejezését (lásd pl. [4], V. fejezet 
28. feladat), adódik, hogy 

V í У л ! J \ 
2 . —i г = m a x —ï , г" = о — 

n,+-fiïr = n [n1l...nrlj 2nj — n tl\ \ ... nr\ , - l - l / (2 л rí) 2 

es így 

(1.3c) ЯЁ? = 0 

4 III. Osztály Közleményei X/2 
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P f - x t egyébként a következő integrálelőállítás és abból folyó aszimp-
totika adható meg: 

2n 

< , 4 a > « " р ^ Ы 
- n -71 

és így 

(1.4b) Pf> 

+Л 
2n 

>»k 
k=1 

Í/5-! . . . rf 5> 

1 f r 
2 

CD 

Ilyen módon = + ha r = l vagy r = 2 és 2 P f < + 0 0 ha r ^ 3 . 
71 1 71 : _ 1 

Szükségünk lesz a következő két segédtételre, amelyek közül az első 
a jólismert BOREL—CANTELLI-féie lemma, a második (lásd [2]) a BOREL— 
CANTELLI-lemma második állításának általánosítása. A következőkben, ha A„ 
egy eseménysorozat, lim A„ azt az eseményt jelöli, hogy az A„ események 
közül egyidejűleg végtelen sok következik be. 

1. LEMMA. Ha Ai, A-2,..., An,... tetszőleges események, amelyekre 
ZP(An) < + oc, akkor az An események közül 1 valószínűséggel csak véges 
sok következik be egyidejűleg, azaz P (lim 4„) = 0. Ha F P (4„) = -+- és az 
An események teljesen függetlenek, akkor az események közül 1 valószínűséggel 
végtelen sok következik be, azaz P (lim A,) = 1. 

2 . LEMMA. На 2 , P ( A „ ) = - j- OO és 

2 ZP(AkAi) 
(1.5) Ihn inf 1=1 k==1 — = 1 , 

akkor P ( l i m A , ) = I. 

MEGJEGYZÉS. AZ ( 1 . 5 ) feltétel nyilván teljesül, például, ha az Ak esemé-
nyek páronként függetlenek. 

Az 1. lemmából azonnal következik, hogy az esetben 1 valószínű-
séggel csak véges sokszor tér vissza a pont a kiindulási helyzetébe. Az r = l 
és r = 2 esetben, figyelembe véve, hogy 

( 1 . 6 ) p ( 4 = o , t + k = 0 ) = P ( f „ = 0 ) P ( 4 = 0 ) = P f P f , 

könnyen belátható, hogy a 4 = 0 eseményekre, n = 1, 2 , . . . , teljesül a 2. lemma 
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(1.5) feltevése, ugyanis 
N ^ í am í N 

п=1 к—о ж \n=l 

2 
(1) ' 

és 
N 

Z p 
j(2) 

_. , , 2n 
fc=0 Ж" fn=l 

Ennélfogva az r = l és az r = 2 esetben az említett lemma szerint a bolyongó 
pont 1 valószínűséggel végtelen sokszor kerül vissza a kiindulási pontba. 

Vizsgáljuk meg először alaposabban, hogy milyen valószínűséggel kerül 
vissza a bolyongó pont oda, ahonnan elindult. Jelölje QÍr) annak valószínű-
ségét, hogy az /--dimenziós rácson bolyongó pont n lépésben jut vissza 
először a kiindulási pontba. Akkor nyilvánvalóan fennállanak a 

(1.7) + 
k=1 

egyenletek. Bevezetve a 

( 1 . 8 ) G r ( x ) = Z P t t x k 

k=1 
és a 

(1.9) H, (x) = j? ф x* 
k= 1 

jelölést, (1.7)-ből következik, hogy 

gr (x) = hr (x) + gr (x) /7, (x), 
tehát 

(1.10a) hr (x) = 

es 

(1.10b) G, (x) = 

1 + G , ( x ) 

hr(x) 
1—Hr(x) ' 

Nyilván 

( í . i i ) ^ ( i ) = 2 Q ^ = Q ( r ) 

k = l 

annak a valószínűségét jelöli, hogy a pont egyáltalán visszajusson a kiindu-
œ 

lási pontjába. Elvégezve az x—»I—0 határátmenetet, nyerjük, hogy ha 2 P i l 
œ к—1 

divergens (azaz, ha r = l vagy r = 2, akkor Q(r) = l, míg ha У^ P2k konver-

4* 
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gens, akkor 
со 

(1.12) 

i + 2 > £ С) 
21t 

vagyis, ha akkor 0 < Q w < 1 (pl. Q(3>~0,35). Fennáll tehát a következő 

2 . TÉTEL. A bolyongó pont az гшЗ esetben az ( 1 . 1 2 ) alatti \ -nél kisebb 
Q('> valószínűséggel kerül vissza a kezdőpontba. 

A fenti 1. és 2. tételhez hasonló módon bizonyítható be, hogy az 1 - és 
2-dimenziós esetben a bolyongó pont 1 valószínűséggel a rács minden pont-
jába végtelen sokszor eljut (míg r ^ 3 esetben ez nem igaz). 

2. §. Az egydimenziós bolyongás tüzetesebb vizsgálata 

E §-ban csak az r = l esettel, tehát az egyenesen bolyongó ponttal 
foglalkozunk. 

Határozzuk meg explicit alakban a Qa valószínűségeket. 

щ ± 

( 2 . » ) . = _ _ , , 

tehát 

( 2 . 2 ) h, 

Ilyen módon 

( 2 . 3 ) Q $ = ( - ! ) * 1 1 
Г2А:—21 
U - i J 1 1 1 pïï 

) Л22*"1 (2 к — \)2lk 2k—1 

Egysze rű számolássa l a d ó d i k (2 .1 ) és ( 2 . 2 ) - b ő l , vagy ( 2 . 3 ) - b ó l és ( 1 . 2 a ) - b ó l , 
hogy fennál l a 

( 2 . 4 ) Q $ = P ( Í U - P i l ) 2fc 

azonosság2, amelyre a következőkben szükségünk lesz. 

2 A (2. 4) azonosságra valószínűségszámítási meggondoláson alapuló közvetlen bizo-
nyítás is adható (lásd [14]) amely azon alapszik, hogy egyrészt nyilván Qo^ = A>2fc-2—k> 

ahol R,>k annak a valószínűségét jelöli, hogy 2к lépés alatt a bolyongó pont nem tér vissza 
a 0 pontba, másrészt indukcióval (2.14) alapján kimutatható, hogy R2к=Р{Ц. 
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Jelölje a vi valószínűségi változó azt, hogy hány lépés szükséges ahhoz, 
hogy a bolyongó pont először visszakerüljön a kiindulási helyére: nyilván-
valóan következik (2.3)-ból, hogy 

1 
(2.5) P ( n = 2 k) = C$l~ 

2 ] [ л к 2 

és így az, hogy a S 2 k Q i l sor divergens. Ez más szóval azt jelenti, hogy 
vi várható értéke végtelen nagy. 

Jelölje <p(t) vi karakterisztikus függvényét, akkor 

cp(í) = \ — j/1 — e2it 

és így 

(2.6) lim cp Í - Q W 1 ^ 
n-H-co V a 

Egyszerű számolással adódik, hogy 

ixt- — 2x 
(2-7) З - У - h l C - f - d x , 

\ 2 л j * /2 

' о 

tehát e annak az eloszlásnak a karakterisztikus függvénye, amelynek 
sűrűségfüggvénye 

p 2x 
.. . , ha x > 0 

( 2 - 8 ) K x ) = { f 2 f t x * k 

0 ha x < 0. 

Mivel 

(2.9) 

ahol Ф(у) a standardizált normális eloszlásfüggvény, tehát, felhasználva a 
karakterisztikus függvényekre vonatkozó konvergenciatételt (lásd [4], 461. o.) 
a következő tételt nyerjük : 

3. TÉTEL. Jelöljék vi,V2,...,vk,... azokat az időpontokat, amikor az 
egyenesen bolyongó pont a kiindulási pontba tér vissza (azaz amelyekre 
Çr == 0), akkor 

(2-ю) Ji™ p i - 5 < x ) ' = 2 i , - e > i ^ ] ) ' h a x > 0-fc-H-CO 
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BIZONYÍTÁS. A vl,vn—rn-1 (л = 2, 3 , . . . ) változók nyilván függetlenek 
és egyforma eloszlásúak és 

n = vi + ( t 3 — r i ) H h (vk—vk-i) 
к2 к2 ; 

ilyen módon (2.10) következik (2.6)-ból, (2. 7)-böl és (2.9)-ből. 

MEGJEGYZÉS. A 3 . tételben szereplő határeloszlás, amelynek karakte-

risztikus függvénye e 1 ~2Ü, nyilván az cc= kitevőhöz tartozó stabilis elosz-

lás és így a {Qal} eloszlás ennek a stabilis eloszlásnak a vonzási tartomá-

nyába tartozik.3 

A 3. tételt még egy másik alakban is felírhatjuk. Jelölje 9 n a £i ,£a, . . . ,£» 
számok közül a zérussal egyenlők számát, akkor 

(2.11) P(vk<n) = P(9n>k) 

és így nyerjük a következő tételt. 

4 . T É T E L . Jelölje 9„ azt, hogy a ...,£„ számok közül hány 
egyenlő 0-sal. Akkor 

,. \ i 2 Ф ( у ) — 1, ha y ^ O 
( 2 . 1 2 ) h n , P r < y = n u n 4 7 ( j / л ) ( 0, ha >><0. 

Tehát —Ф határértékben olyan eloszlású, mint egy standardizált normális 
1In 

eloszlású valószínűségi változó abszolút értéke. 

Most áttérünk annak vizsgálatára, hogy a £1, £2, • • -, £» számok közül a 
pozitívak, ill. negatívak számának mi az eloszlása; a szimmetria kedvéért 
azokat a £y-ket, amelyek 0-val egyenlők, de ugyanakkor £_,-_ 1 pozitív, a „pozi-
tívak"-hoz, míg azokat a £y-ket, amelyek 0-val egyenlők, de £,-1 negatív, 
a negatívakhoz számítjuk. (Tekintettel a 4. tételre, nem túlságosan lényeges, 
hogy a 0-kat hová számítjuk.) Jelölje л п a £1, £2 , . . . , £« számok közül az ilyen 
értelemben „pozitívak" számát. Be fogjuk bizonyítani a következő K . L . CHUNGÍÓ I 

és W. FELLERtől [18] származó tételt: 

3 A vk valószínűségi változó eloszlása explicit alakban is kifejezhető, mégpedig 
(lásd [14]) 

(*) P(»v = 2n) = —-— ü - n — k \ — ( n = k,k +1,...) 
v * ' 2л—A- ( л J 22n_fc v 

(*)-ból egy másik bizonyítás nyerhető a 3. tételre. 
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5 . TÉTEL* 

12A4 (2n—2k\ 

(2.13) P (л2п — 2k)= ' k ' 2 t ~ k = p™ (k = 0,\,...,n) 

MEGJEGYZÉS . Nyilvánvaló, hogy л2п nem lehet páratlan, ugyanis л2  

csak a 2 és 0 értékeket veheti fel, aszerint, hogy = + 1 vagy £i = — 1 ; 
hasonlóképpen л2п—ÍT2„-2 is csak a 2, ill. 0 értékeket veheti fel, ugyanis 
£a»-2 nyilván páros, és így, ha £2„-2>0, akkor £ 2 и ~ 2 ^2 és így л2п—уг2„_2=2; 
ha Ç2«-2<0, akkor £2n-2 ^ — 2 és így л2п—yr2)i-2 = 0, míg ha £2n_2 = 0, akkor 
л2п—yr2„-2 értéke 0 vagy 2. Szükségünk lesz a következő azonosságra: 

3 . LEMMA. 

MEGJEGYZÉS . A (2.14) reláció következménye (2.13)-nak, ugyanis ha 
(2.13) érvényes, akkor, összeadva az összes P(yi2„ = 2k) valószínűségeket és 
figyelembe véve, hogy — mint már említettük — л2п mindig páros, 1 -et kell 
kapnunk. Mivel azonban nekünk (2.14)-re éppen (2.13) bizonyításához lesz 
szükségünk, más úton kell (2.14)-et bizonyítanunk. 

BIZONYÍTÁS . Mint láttuk 

(2.15) 1 

y 1-х éíi 2 2k 

1 00 

(2.15) mindkét oldalát négyzetre emelve, figyelembe véve, hogy = £ xk 

1 — x k=0 
és összehasonlítva x" együtthatóját az egyenlőség két oldalán, következik 
( 2 . 1 4 ) . 

Lássuk most (2.13) bizonyítását. A bizonyítást teljes indukcióval fogjuk 
végezni. (2.13) nyilvánvalóan érvényes, ugyanis, ha n = 1, 

P ( л 2 = 0 ) = P ( Л 2 = 2 ) = - L . 

Be fogjuk bizonyítani, hogy ha ( 2 . 1 3 ) érvényes n<N-re, akkor n=N-re 
is érvényes. Jelölje újból v\ azt a legkisebb j számot, amelyre £> = 0, akkor 
vi csak páros értékeket vehet fel és 

N 

(2.16) P ( л 2 к = 2к) = £ Р ( я № = 2к,п — 21) + Р(nw = 2k, rl>2N). 
i=i 

* к = 0 - r a ( / ) a l a t t 1 é r t e n d ő . 



158 rényi a. 

Nyilvánvaló továbbá, hogy 

(2.17) P (mN=2k, vi = 21) = P (лш = 2к, vr = 21, £1 = + 1) + 

+ P (лж = 2к, v1 = 21, Çi = — 1), 

továbbá 

(2.18) Р(лш = 2к, vi = 2/, Ç1 = + l ) = i-P(^2(лт—о = 2 (Ar-/)) P ( n = 2/) 

és 

( 2 . 1 9 ) P ő r * * = 2k, vi = 21, & = — 1) = - i - P (л2(iY-i) = 2Ar) P ( n = 2 / ) . 

Figyelembe véve, hogy (2.4) szerint 

következik, hogy fennáll a 

(2.20) 
1 

P (h2N= 2k) = 4 2 = 2Ar) + Р(;г'2(л- /) = 2(Ar—/))] (Р£>я— 
^ 1=1 ' 

+ P (jizn—2k, vi> 2N) 

rekurzió. A P (л2х = 2к, vi> 2N) tag nyilván mindig 0, kivéve ha Ar = 0 
vagy k = N, ez esetben 

(2. 21) P(tc2n = 2N, vi > 27V) = Р ( я и , = 0, n > 2Л7) = -L P ( n > 27V), 

és (2.4) szerint 
[27Vj 

(2.22) i - P ( v 1 > 2 7 V ) = 4 - | p ( n = 2A) = i 2 = 
z k=N+i z Z 2 

Mármost tegyük fel, hogy (2.13) igaz n = 1, 2 , . . . , TV— l-re, akkor a 
(2.14) azonosság miatt (2.20)-ból némi számolással következik, hogy (2.13) 
n = TV-re is igaz. Ezzel az 5. tételt bebizonyítottuk. 

Az 5. tétel segítségével most bebizonyítjuk az ún. „arcus-sinus törvényt", 
amelyet a következő tétel fejez ki: 

6. TÉTEL. 

(2.23) lim P ^ < x j = ^ a r c s i n f x , ha O ^ x ^ l . 
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BIZONYÍTÁS. A STIRLINO-formula szerint4 

m О l i b 
22k )rfk ' U3'2 

tehát ha 0 < y < x < l , akkor 

(2.24) P U ^ < x W § ' = - g 1 

Г 2 П ] n Y k ( n - k ) n X 
n l n ) 

у 
és így, mivel a (2.24) jobboldalán álló összeg az — j y^-—— integrál 

x 
RiEMANN-féle közelítő összegeként fogható fel, következik, hogy 

X 

e- 2 5 > I ™ * ) = l í r é w = * ( A R C S I N ^ ~ A R C S I N | A 7 ) ' 
у 

ha 0 < y < x < 1. 
(2.25)-böl könnyen következik, hogy bármely x-re ( 0 < x < l ) 

(2.26) lim P ( • ~ < x) = — arc sin f x . 
v ' n-»+oo \2n ) л 

Mármost л-ъг, ё уг2„+1 g л2п -f 1, így tehát és ^ ^ ^ határeloszlása azo-

nos. Ezzel a 6. tételt bebizonyítottuk. 
A 6. tétel egy másik lehetséges bizonyítása, amely elegánsabb, de több 

segédeszközt használ fel, a 3. lemma következő általánosításán alapszik. 

4 . LEMMA. 

1 d" 
ahol P,,(x) az n-edik LEQENDRE-polinom, azaz P„(x) = — - ( Х - — 1 ) " 

2 л! dx v 

A 4. lemmát a következőképpen bizonyíthatjuk be. 
A (2.27) baloldalán álló összeg nyilván egyenlő x" együtthatójával az 

1 1 
f ( l — e ü x ) ( \ —e ax) f l —2 cos fx + x2 

4 Itt a Stirling-formula következő alakjára van szükség: k\ = ][2 л к + 0 
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függvény hatványsorában. Mármost ismeretes (1. pl. [3], II. 291. o.), hogy 

( 2 . 2 8 ) 171 0
 1 . = 2 P « ( c o s 0 v ^ 1 — 2 c o s f x -f- x ^ o 

a h o l P „ ( 0 a z л - e d i k L E G E N D R E - p o l i n o m , a m i v e l a 4 . l e m m á t b e b i z o n y í t o t t u k . 

A 4 . l e m m a s e g í t s é g é v e l a 6 . t é t e l a k ö v e t k e z ő k é p p e n b i z o n y í t h a t ó b e . 

BIZONYÍTÁS. ( 2 . 2 7 ) - b ő l 

(2.29) M 2» j = e 2 p „ f c o s . 

LAPLACE e g y k l a s s z i k u s f o r m u l á j a s z e r i n t ( l á s d [3] , l o c . c i t . ) 
л 

( 2 . 3 0 ) P „ ( c o s 5 - ) = y J ( c o s 5- + / c o s <p s i n dcp, 

0 

( 2 . 2 9 ) - b ő l é s ( 2 . 3 0 ) - b ó l n y e r j ü k , h o g y 

it 71 
, i Ä Г 1<cosy 1 Г pitx 

( 2 . 3 1 ) lim M (e = 2 d < p = j -
N-H-Œ T J ^ 3 У X (1 — . 

0 0 ' v 

RR ÛÎX. 
f x ( 1 - Х ) 

Tekintettel a karakterisztikus függvényekre vonatkozó folytonossági tételre 
(lásd [4]), (2.31)-ből a 6. tétel állítása leolvasható. A 4. leminából látható, 
hogy a LEGENDRE-féle polinomoknak egyszerű valószínűségszámítási inter-
pretációja adható meg: P„(cos f ) nem más, mint а л m — n valószínűségi 
változó karakterisztikus függvénye, ahol а я-,,, valószínűségi változó megadja, 
hogy a fej-vagy-írás játéknál egy játékos 2n dobás során hányszor lesz nye-
résben. 

A 4. lemma segítségével könnyen kiszámíthatjuk л2п momentumait. 
Szimmetria okokból nyilvánvaló, hogy М(лоп)=п. A következőképpen nyerjük 
(2.27)-ből л-!,, szórását 

t e h á t 

d'Pn ( c o s t) 
dP 

D ( Í T O „ ) : 

( = 0 
- « ( D - H 1 

л ( л + 1) 

MEGJEGYZÉS. A 6. tétel eredménye egy igen érdekes és paradox jelen-
2 

séget ír le. Vegyük észre ugyanis, hogy az F(x) = — arc sin \ x eloszlás-
тс 

függvény deriváltja P ' ( x ) = / ( x ) = — 1 az x = — pontra szimmetrikus 
л]/х( 1 - х ) 2 
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1 Жп 

és az x = ~2 pontban veszi fel a minimumát. Ez azt jelenti, hogy leg-

valószínütlenebb értéke az ^ érték, és minél távolabb van x az -^--től, annál 
жп nagyobb valószínűséggel lesz ~ x közele-

ben ( 0 < x < l ) . Az ember éppen ennek az 
ellenkezőjét várná: az látszik természetesnek, 
ha a bolyongó pont a kb. fele időt töltené 
a pozitív féltengelyen és a fele időt a negatív 
féltengelyen. Ez azonban, mint a 6. tétel 
mutatja, nem igaz. A fej-vagy-írás játék 
terminológiájával: azt hinné az ember, hogy 
ha г jelenti a játék tartalmának azt a hánya-
dát, amely alatt az első játékos „nyerésben 

f(x)-
xi /хч -x) 

1. ábra 

van 
1 

akkor T l egva lósz ínűbb értéke — ; ezzel azonban ennek é p p e n az 

ellenkezője igaz: az ^ érték т legvalószínütlenebb értéke! Ha az ember jobban 

utánagondol, ez az első pillanatra meglepő eredmény érthetővé válik, hiszen 
Ç„ lassan változik ([Ç„+i — £n| = l), ha tehát £„ elér egy „nagy" pozitív értéket, 
akkor hosszú ideig pozitív marad, hasonlóképpen, ha egy nagy negatív értéket 
ér el, akkor hosszú ideig negatív marad. Márpedig, ha n nagy, a Çi, Ç2, • • - , ?» 
számsorozatban kell lenni nagy értékeknek (az iterált logaritmustétel szerint 
Max|Çfc| 1 valószínűséggel végtelen sok n-re megközelíti a \J 2 n log log n 

i s n 
értéket). 

Ezt a paradox jelenséget P. LÉVY fedezte fel (lásd {5]). 
Megjegyzendő, hogy a 6. tétel messzemenően általánosítható. ERDŐS P . 

és M. KAC [6] bebizonyították, hogy ha a teljesen független változókra 
n 

M (Sfc) = 0, D (Sft) = 1 é s teljesül a LiNDEBERG-féle feltétel, £„ = 2 7 * é s я » 

jelöli a Ç i , Ç 2 s z á m o k közül a pozitívak számát, akkor (2.22) érvényes. 
E. SPARRE-ANDERSEN [7] pedig kimutatta, hogy ha j j 2 e g y f o r m a 
szimmetrikus és folytonos eloszlású független valószínűségi változók, akkor 
érvényes a 

к) ( 2 л — 2 / 
i l n-k (2. 32) P (жп = к) 

22„ 

pontos formula, amiből következik, hogy szimmetrikus eloszlású változók 
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esetében (2.22) akkor is érvényes, ha a változók szórása nem létezik. A tétel 
további általánosításaira vonatkozólag utalunk a [15], [16] és [17] dolgozatokra. 

Vizsgáljuk most meg Э-п pontos eloszlását. Páros n esetében ezt az 
eloszlást könnyen meghatározhatjuk, amennyiben érvényes a következő, 
W. FELLERtől [14] származó 

2k 12/2 — к 
7 . T É T E L . 

(2-33) P = = n 

B IZONYÍTÁS. A teljes valószínűség tétele szerint, ha újból vi jelöli azt a 
legkisebb тЩ, 1 számot, amelyre Ç,„ = 0, 

P(^2« = к) = £ P (фп = к, Vi = 2г) + Р (Э-2п = к, гг Ш 2л). 
г=1 

így tehát fennáll a következő rekurzív reláció 
n-l 

P (#2n = k) = Z P (^2n-2r — k—l)P(ri = 2 r ) + P ( 5 - 2 n = k,vi^2rí). 
r = l 

Ebből (2. 33) indukcióval könnyen bebizonyítható, hasonlóan ahhoz, ahogy az 
5. tételt bebizonyítottuk. (2.33)-ból egy újabb bizonyítást nyerhetünk a 4. tételre. 

A 7. tételből könnyen levezethető a Stirling-formula., segítségével, hogy 
'2л 

ЛГ ' 

A 6. tétel a következő alakban is kimondható: Legyen 

1 ha > 0 vag-y Ло £fc = 0 ős = l 

— 1 ha £ *<0 vag-y ha £fc = 0 ős ==—1, 
Sfc = sign 

akkor 

,. „ «i + «23 h«« 1 2 . 1 + x , . , , 
hm P — 1 L 1 — < x I = — arc s i n — ( — 1 ^ x ^ + 1). 

«-F+Œ V Л J Л 2 

Ilyen módon &1 — i / ü n e m konvergál 0-hoz, bár ez volna „plauzibilis". 

Ezzel szemben igaz a következő, E R D Ő S PÁLtól és G . HUNTtől [8] származó 

8. TÉTEL. 
N 

(2.34) P 

sk 

lim - * 
АГ-М-со 

v é l к 

JV 1 
= 1. 
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B I Z O N Y Í T Á S . Nyilvánvaló, hogy M ( « „ ) = 0 és M(t f ) = 1. Számítsuk ki 
az M (s„ sm) várható értékét, m> n. Nyilván 

M (sn em) = 2 Z P ( £ » = *) (2 P (£,„ > 01L = Ar) - 1 ) = 
k=1 

n 

= 4 £ P ( £ » = k) P ( - A: < £m-„ S 0). 

1 
Mivel az л-edrendű — paraméterű binomiális eloszlásnak a legnagyobb tagja 
az л/2-höz legközelebbi tag, és az aszimptotikusan 

ci к 

' 2_ 
пл 

P ( — к < £,„-„ é ! 0 ) ; 
f m — л 

és így 

(2.35) M ( s» í f f l ) áC 2 m—л 

(Itt és a következőkben Ci ,C 2 , C 3 > . . . pozitív állandók.) Ha m — n ^ n , akkor 
(2.35) helyett a triviális 

| M ( f „ e m ) | ^ l 

egyenlőtlenséget használjuk. Ilyen módon 

N 

Z t 
De akkor, bevezetve a á s = jelölést, M (AN) = 0 és M Ш 1 és 

Z - 1 

S í n 

így a Cseteev-egyenlőtlenség szerint 

( 2 - 3 6 ) 
CD « 

Ennélfogva a Р(\Аокг\ > f ) sor tetszőleges s > 0-ra konvergens és így az 
fe=i 

1. lemma szerint 1 valószínűséggel 

1 4 И h a ^ e l é g n a g y -
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Azonban, ha 2* ^ n < 2(&+1), akkor 

К 

így tehát 1 valószínűséggel | 4 » | ^ 2 e , hacsak л elég nagy; mivel s > 0 tet-
szőleges, tehát (2.34) fennáll. 

Befejezésül még néhány tételt említünk meg az egydimenziós bolyongás 
legnagyobb „kilengésére" vonatkozólag. 

9. TÉTEL. 
í 2 Ф ( х ) — 1 ha x ^ O 

(2.37) lim P ( M a x < x f n ) = ] w 

N-*+OD 1 SISN ! U ЛЛ X < U. 

10. TÉTEL. 

( 2 И - 1 ) ' я 8  

к „ 8x3 
_ 1 4 œ Г 1Y p ox 

(2.38) lim P ( Мах < х ] / л ) = { — У l , . , h a * > ° 
XSîcSn J я З 2 л г + 1 2ÄT + 

0 ha х ^ О . 

А 9. tétel levezethető például5 a következő pontos képletből6 (lásd [4], 
V. fejezet 7. feladat) 

(2.39) P ( M a x S k < m ) = l - L + f — ± ( Ш т ^ п ) . 
i s ^ h 2"' É J I A" J m + 2k 4' 

ERDŐS PAL és M. KAC bebizonyították [9], hogy a 9. és 10. tételek 
messzemenően általánosíthatók és kiterjeszthetők egyforma eloszlású független 
valószínűségi változók sorozatainak részletösszegeire. E tételek nem egyforma 
eloszlású változókra való kiterjesztésére vonatkozólag lásd a [10] dolgozatot. 

Az 
(2/с+1)8я8 

4 (2.40) 
л itta 2Ar+l 

f ü g g v é n y ér tékeinek táb láza tá t PALÁSTI ILONA készítette el ( lásd pl. [13]). 
Érdemes összehasonlítani a 9. és 10. tételt В. V. GNEDENKO és V. Sz. 

KOROLJUK tételeivel ( lásd [4], 601 . o.). 

6 A 9. tétel egy másik lehetséges bizonyítására vonatkozólag lásd a [11] dolgozatot. 

fi яг = 0, k = 0 e s e t b e n — — — a l a t t 1 értendő. 
m + 2k 
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A tételeket a következő alakban írhatjuk fel: 

1 1 . T É T E L . 
i \—e-2*°- ha x^o 

(2.41) lim P( Max S» < x f 2 л | Ç2„ = О) 
11-++СО О ha х< 0. 

1 2 . T É T E L 
j +CO 

(2.42) lim P ( M a x < х |72л |£ 2 п=0) = j j ^ œ X > 0 

П-+СО / Q X ^ O 

A 11. és 12. tételek tehát csak olyan utakra vonatkoznak, amelyeknél 
a bolyongó pont 2 n lépés után visszatér kiindulási pontjába. Érthető, hogy 
e feltétel mellett a pont általában kevésbé távolodik csak el a 0 pontból, 
mint a feltétel nélküli „szabad" bolyongásnál. Ez fejeződik ki pl. abban, 
hogy a (2.41) alatti határeloszlás várható értéke 

œ 

I 4 x 2 e - 2 * 2 í / x = h > 

0 
2 

míg a (2.38) alatti határeloszlás várható értéke 0,78. 
л 

Visszatérve az arcus-sinus törvényre, érdekes megvizsgálni, hogyan 
módosul л2ге eloszlása, ha feltesszük, hogy ismerjük s->n értékét. Erre vonat-
kozólag az első — rendkívül meglepő — eredmény K. L. CHUNGtól és 
W. FELLERtől származik7, és a következőképpen szól: 

5. LEMMA. Azon feltevés mellett, hogy s2n = 0, л2„ egyenlő valószínű-
séggel veszi fel a 0, 2, 4 , . . . , 2 л értékeket, azaz 

(2.43) P(^2 n = 2Á:|s2,t = 0 ) = - 4 L . (k = 0, 1 , . . . , л). 

M E G J E G Y Z É S : (2.43) nyilván ekvivalens a következő állítással: 

12 пл 

(2.44) P (л2и = 2к, S2» = 0 ) = у 1 ' . 
(Л -J- 1 ) 2 

(2.43) úgy is fogalmazható, hogy lia a fej vagy írás játéknál 2л dobás során 
mindkét játékos ugyanannyiszor (tehát л-szer) nyert, akkor e feltétel mellett 
egyenlően valószínű, hogy az első játékos 0,2, 4, . . . , 2л játék során vezetett. 
(2.43), ill. (2.44) egyszerű bizonyítása megtalálható a [19] tankönyvben. 

7 Lásd [18J. A [20] dolgozat e tétel általánosításával foglalkozik; még általánosabb 
alakban bizonyította be e tételt S P A R R E A N D E R S E N a [ 1 6 ] dolgozatban. 
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Abból a célból, hogy л;2п feltételes eloszlását minden s2n — 2l feltétel 
mellett meghatározhassuk, az 5. lemma mellett szükségünk lesz a következő, 
I. BERTRAND-tól származó segédtételre is. 

6 . LEMMA. Vizsgáljuk az összes lehetséges olyan SI, e2,..., s,Hm szám-
sorozatokat, amelyek tagjai közül n darab +1 -gyei, a többi m darab pedig 

— 1 -gyei egyenlő. (Az ilyen számsorozatok száma nyilván ( n 4 .) Legyen 

n>m, és sk — «I + í'2 H j-г*. A vizsgált számsorozatok közül azok száma, 

amelyeknél az Si, S-2,..., s„+m számok mind pozitívak —:— 

MEGJEGYZÉS: BERTRAND a 6. lemma állítását a következőképpen inter-
pretálta: ha egy választásnál két jelöltre lehetett szavazni, A-ra és B-re, és az 
A jelölt n szavazatot, а В jelölt pedig m szavazatot kapott, ahol n > m, és 
a szavazatokat egyenként veszik ki az urnából, és folyamatosan számolják, 

akkor " annak a valószínűsége, hogy az összeszámlálás során az A jelölt 

végig „vezessen". 
A 6. lemma bizonyítása megtalálható [4]-ben (II. fej. 36. feladat.). 
Az 5. és 6. lemma segítségével könnyen bebizonyítható a következő tétel: 

13a TÉTEL8. 

(2.45) P (n2n — 2k,s2n=* 2j) — - i - 2 í ^ " f H ! { — Ц ? .), 
2 jmm-k\ n—i )n—i+1 i \i—j) 

ha Ошк^п, és j = 0, \,..., n. 

A 13a tételből könnyen következik a 

13b TÉTEL. 

( 2 . 4 6 ) P < „ » , = 2 * , s , = + ад- ( 2 Z f ) i>-j) 

Ha ugyanis л2п = 2п—л2п jelöli az Si, s2,..., s2n számok közül a negatívok 
számát (egy 0 „negatív"-nak, ill. „pozitív"-nak számít, aszerint, hogy a sorozat 
megelőző eleme negatív vagy pozitív), akkor szimmetria okokból 

(2. 47) P (лг2„ = 2 Ar, s2„ = + 2j) = P (ль, = 2 n — 2 к, s2n =+ 2j) = 
= P ( л 2 п = 2n —2k, s2n = —2 j ) 

és így (2.46) következik (2.45)-ből. 

О 

s На у = 0, akkor а (2.45) összeg első tagjában szereplő — hányadoson 1 értendő; 

ebben a speciális esetben (2.45) redukálódik (2. 44)-re. 
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A 13a és 13b tételekből némi számolással következik a 

14. T É T E L . Legyen y„ egy tetszőleges egész számokból álló számsorozat 

( | y„ | ^ n), amelyre lim ^L = y. Akkor 
ГМ-00 J! n 

(2.48) 

ahol ha уш 0, 

(2.49) 

míg ha т^О 

(2.50) 

lim P I — ^ i x Sn У n = J f(t\y)dt, 

f(x\y) 
2eyik 
f ü r 

' e-^bdu 

1 л 2 ' 

O ^ x r s 1, 

fx 

/ т 
2ey*h 
\2 л 

С e-ulkdu 

i - d T 
1 у I 

f l ^ 

=/( l - x \ - y ) . 

M E G J E G Y Z É S : На у = 0 , akkor / ( x | 0 ) = l ( O ^ x ^ l ) , vagyis az ~ -+0 
IIn 

feltevés mellett határeloszlása egyenletes a (0, 1) intervallumban. Ez persze 

közvetlenül is következik az 5. lemmából. 
A 14. tételből könnyen levezethetők az alábbi tételek: 

1 5 a T É T E L . 

(2.51) lim P 
n-H-œ 

Я » 

л. 1 — и 
du — 

= — (arc sin f x — f x ( l — x ) ) . 

1 5 b T É T E L . 

(2.52) lim P 
?г->-со 

s»=S о 
2 f i 

s»=S о = — 
l n n J 

1— и 
du = 

= — (arc sin f x + f x ( l —x)). 
л 

Megjegyzés: (2.52) nyilván szimmetria-meggondolással következik 
(2.51)-ből, ha abba x helyett (1—x)-et helyettesítünk. 

5 III. Osztály Közleményei X/2 
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A 15a és 1 5 b tételek E . S P A R R E A N D E R S E N É I s z á rmaznak (1. [16]). 
A 15a és 15b tételek azt muta t j ák , hogy azon fel tevés mellett , hogy 

JV 
a játék az első já tékosra nézve kedvezően végződöt t , megvál toz ik — határe l -

oszlása , ha az A já tékos a játék vége redményekén t nyert , akkor igen va ló -

színű, hogy a játék t a r t amának nagy része alatt nyerésben volt. F igye l embe-
véve, hogy P ( s n ^ 0 ) = P ( s „ ^ 0 ) — y , ( 2 . 5 1 ) - b ő l és ( 2 . 5 2 ) - b ő l az a r cus -

s inus tétel eredeti a lak ja következik, tekintve, hogy a ( 2 . 5 1 ) és ( 2 . 5 2 ) j o b b -
2 i r -

oldalán álló e losz lás függvények számtani közepe — arc s in y x . 

M E G J E G Y Z É S (a korrektúra o lvasásakor , 1 9 6 0 . V. 25-én) . E . S P A R R E A N -

D E R S E N volt szíves a f igye lmemet felhívni a r ra , hogy a 14 . tétel megta lá lha tó 
K. L. C H U N G és W . FELLER [ 18 ] d o l g o z a t á b a n ; [18]-ban a s zóban fo rgó ha t á r -
e loszlás egy, a fent megadot tó l kü lönböző , de azzal ekvivalens a l akban sze -
repe l . 
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