BOLYONGASI PROBLEMAKRA VONATKOZO
HATARELOSZLASTETELEK

frta: RENYI ALFRED

Bevezetés
»

E dolgozatban arra szeretnénk a figyelmet felhivni, hogy a fiiggetien
(vagy majdnem fiiggetlen) valodsziniiségi valtozok Osszegeire vonatkozo ,,klasz-
szikus” hatdreloszlastételeken kiviill még szamos egyéb, mds tipusi hatar-
eloszlastétel adhatdé meg. Célunk az, hogy minél tobb tipusat mutassuk be a
hatareloszlastételeknek; ezért a lehetd legegyszeriibb esetekre szoritkozunk.
Az 1. §-ban a tobbdimenzids, a 2. §-ban pedig mar csak az egydimenzios
bolyongas (fej-vagy-irds jaték) esetével foglalkozunk." Latni fogjuk, hogy mar
ezekre az egyszer(i példdkra vonatkozolag is milyen sok, meglep6bbnél meg-
lep6bb torvényszer(iség Aallapithatd meg, amelyek megismerése el8segiti a
véletlen ingadozasok jellegének mélyebb megértését. Bar részletesen csak az
emlitett egyszerli példdkkal foglalkozunk, utalunk a targyalt tételek altalano-
sitdsaval foglalkozd irodalomra. E dolgozat ismertetd jellegli, a targyalt
eredmények tulnyomodrészt ismertek, azonban a bizonyitidsok egy része vagy
egészében vagy egyes részleteiben uj. A megfogalmazasnal arra torekedtiink,
hogy a dolgozat minél kevesebb eldismerettel megérthetd legyen.

1.§. Bolyongas az r-dimenziés pontracson

Legyenek &,&,,...,&, teljesen fiiggetlen valdsziniiségi vaitozok, amelyek

a +1 és —1 értékeket —;- valosziniiséggel veszik fel és legyen

(11) gn:ng-
k=1
L. felfoghatd, mint a fej-vagy-irds jatékban az egyik jatékos nyeresége
n dobdas utdn, ha a jatékos minden dobdsndl 1 forintot nyer vagy veszit, asze-
rint, hogy az eredmény fej vagy irds. A {, véltozd értékét (amely mindig

1 A tobbdimenzids bolyongasra vonatkozdlag igen figyelemre méité 1(j eredményeket
értek el ErpGs PAL és S. J. Tavror [12].
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egész szam) a szemléletesség kedvéért gy interpretaljuk, mint egy véletlen
helyzetii pont abszcisszdjat az x-tengelyen, a f=n id6pontban. A szdban
forgd pont tehat a szamegyenes ,racspontjainak” (egész koordinataji pont-
jainak) halmazan végez véletlen ,,bolyongdst”.

E §-ban ennek a feladatnak a tobbdimenzids altalanositasaval foglal-
kozunk. Legyen G, az r-dimenzids euklideszi tér racspontjainak (azaz egész
koordinataji pontjainak) halmaza, és tekintsiink egy, a G,-racson véletlen
bolyongd mozgast végz6 pontot. Ezen azt értjiik, hogy ha a f id6pontban a
bolyongd pont a P racspontban van, akkor a -1 id6pontban a pont egy-
forma valosziniiséggel lehet a P ponttal ,szomszédos” 2r racspont barme-
lyikében, fiiggetleniil attol, hogy a pont hogyan jutott el a ¢ id6pontra a P
pontba. (A P racspont szomszédos pontjain azokat a rdcspontokat értjiik,
amelyek r—1 koordinidtaja megegyezik P megfeleld koordinatajaval, egy
koordinatdja azonban - 1-gyel kiilonbozik P megfeleld koordinatajatol). Ha
g, jeloli azt a vektort, amely abba a racspontba mutat, ahol a bolyong6 pont
a t—n idépotban van, akkor a [, valoszinfiségi vektor-valtozok homogén és
additiv (vektoridlis) Markov-lancot alkotnak, ugyanis

-

gn_gozg_}_ A +—§)ny

ahol a & valosziniiségi vektorvaltozok, amelyek a bolyongd pont elmozduldsai
a (k, k+1) iddintervallumok alatt, feltevésiink szerint fiiggetlen és egyforma
eloszldsu vektorvéaltozok, amelyek az r-dimenzids tér koordinétatengelyeinek
pozitiv, ill. negativ irdnydval megegyezd egységvektorok mindegyikével %
valosziniiséggel egyenlék. Az r=1 specidlis esetben _EI, E,,E: valds érté-
kiiek, fiiggetlenek és a -+ 1 értékeket veszik fel '/, valdsziniiséggel, masszo-
val a fentebb emlitett egydimenzids bolyongdst nyerjiik specidlis esetként.

El6szor a kovetkezs, PoLvya GYORGYtol szdrmazd szép tételt [1] bizo-
nyitjuk be.

1. TETEL. Az r-dimenzids rdcson bolyongd mozgdst végzd pont 1 valo-
sziniiséggel véglelen sokszor visszakeriil a kiinduldsi pontba, ha r—1, vagy
r=2, mig ha r=3, annak a valosziniisége, hogy végtelen sokszor térjen
vissza, 0-val egyenlo.

_ BizonviTAs. Feltehetjiik, hogy a bolyongé pont a =0 idépontban a
0 kezdbpontbol indult. Jelolie Py annak a valosziniiségét, hogy n lépés utan
a pont 1jbol a kiindulasi pontba tér vissza, vagyis, hogy {,—0. Nyilvan
ahhoz, hogy a pont n 1épés utén a kiinduld helyzetbe térjen vissza, sziiksé-
ges éf elégséges, hogy mind az r tengelynek mind a pozitiv, mind a negativ
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iranyaba ugyanannyi lépést tegyen. Igy tehat P$),,—0 és

()
(12) P(,.)__ 1 2n! _ n ( n! )2
2 e (Y Y (20w g W1 ) .
tehat
()

(1.2a) pY_\n

= 2211
€s

il
1.2b ©@ n
( ) ~ P2" = 42n
és
%) 2
@ \n n! )

(1.2C) Poy= 62n k+é‘n(k”!(n—k—l)! .
llyen médon a STIRLING-formula szerint

0~
(1 . 33.) In n
és

@ 1
(1.3b) Ps, prenlt

Valamivel bonyolultabb PS) megbecsiilése, ha r=3. Mivel a polinomialis

egylitthatok Osszegét ismerjiik,

n!

!

= rn
Nytngtednp=n nl tees nr!

/

és — mint konnyen beladthatd — a polinomidlis egytitthatok koziil azok a
legnagyobbak, amelyekben az ny, ..., n, szimok egymastdl legfeljebb 4 1-gyel
kiilonboznek, figyelembe véve a polinomidlis egyiitthatoknak a STIRLING-for-
mula segitségével nyerhetd aszimptotikus kifejezését (lasd pl. [4], V. fejezet
28. feladat), adodik, hogy

2 r
n! n! rengr2

S (o Jape o
Nteetnp=n nt...on.l Snj=n m'!...n! 1

2an)?

és igy
; 1
(1.3¢) é’,B:o( )

n2

4 1L Osztily Kozleményei X/2
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P,,,-re egyébként a kovetkezd integralelballitas és abbol folyoé aszimp-
totika adhaté meg:

(Zﬂ) +n
1.4a PS) = wk
( ) 2 (2 ) (2")2"’ 1 co d&r
és igy
1 r ‘;‘
1.4b PO~ (—) .
( ) ' \nx

IlyenmodonZP(’)—-l—oo ha r—=1 vagy r=2 esZP(’)<+oo ha r=3.

n—1 n=—=1

Sziikségiink lesz a kovetkezd két segédtételre, amelyek koziil az elsd
a jolismert BOREL—CANTELLI-féle lemma, a maésodik (ldsd [2]) a BOREL—
CanTELLI-lemma masodik &llitdsanak altalanositisa. A kovetkezOkben, ha A,
egy eseménysorozat, lim A, azt az eseményt jeloli, hogy az A, események
koziil egyidejlileg végtelen sok kovetkezik be.

1. LEMMA. Ha Ay, As, ..., As,... fetszbleges események, amelyekre
2P (A.) <+ oo, akkor az A, események koziil 1 valdsziniiséggel csak veges
sok kovetkezik be egyidejiileg, azaz P (lim A,)=0. Ha 3P (A,) =+ o és az
A, események feljesen fiiggetlenek, akkor az események kiziil 1 valoszmusegge[
végtelen sok kivetkezik be, azaz P (lim A,) =1.

2. LEMMA. Ha 2P (A)) =+ oo és

n n

2. kZ P (A A)

(1.5) lim inf - ==1

N+ o (é p (Ak))

’

akkor P (lim A,) =1.

MEGJEGYZES. Az (1.5) feltétel nyilvan teljesiil, példaul, ha az Ax esemé-
nyek péronként fiiggetlenek.

Az 1. lemmabol azonnal kovetkezik, hogy az r=3 esetben 1 valoszinii-
séggel csak véges sokszor tér vissza a pont a kiinduldsi helyzetébe. Az r==1
és r=2 esetben, figyelembe véve, hogy

(1.6) P, =0,8ux=-0)=P@E.=0)P . =0)= P PY,

kénnyen belathato, hogy a £,=0 eseményekre, n =1, 2,..., teljesiil a 2. lemma
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(1.5) feltevése, ugyanis -

- (1) (1) B 1) :
> ’n P 'n)
n=l g (1;P2
és
SppS P~ 2N (S,
n=1 k=0 gt

Ennélfogva az r=1 ¢és az r=2 esetben az emlitett lemma szerint a bolyongd
pont 1 valdszinliségge! végtelen sokszor keriil vissza a kiindulasi pontba.

Vizsgaljuk meg el8szor alaposabban, hogy milyen valdsziniiséggel keriil
vissza a bolyong6 pont oda, ahonnan elindult. Jelolje QY annak valészinii-
ségét, hogy az r-dimenzids rdcson bolyongd pont n 1épésben jut vissza
eldszor a kiinduldsi pontba. Akkor nyilvdnvaléan fenndllanak a

n-1

(1.7) PY — Q%) + ,Z; PR Q%
egyenletek. Bevezetve a )

(1.8) G. (x)—Z P{ x*

és a

(1.9) H.(x) = Z@“k

jetolést, (1.7)-bdl kovetkezik, hogy
Gr (x) = H, () + G () Hy (),

tehat _
(1.10a) H, (x)=T_-€—T»G(isz_)~
€S

(1.10b) G,-(x)=—1—_%,
Nyilvdn

(1.11) H()=3 Q= Q"

annak a valoszinfiségét jeloli, hogy a pont egyéltaldn visszajusson a kiindu-

lasi pontjdba. Elvégezve az x —1—O0 hataratmenetet, nyerjiik, hogy ha >, P9}
@ k=1

divergens (azaz, ha r—=1 vagy r—2, akkor Q®—1, mig ha > P% konver-
k=1

4%
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gens, akkor

(1.12) QN =—"r=__

vagyis, ha r=3, akkor 0 < Q" <1 (pl. Q®~ 0,35). Fennall tehat a kovetkezd

2. TETEL. A bolyongo pont az r=3 esetben az (1.12) alatti 1-nél kisebb
QW valdsziniiséggel keriil vissza a kezddpontba.

A fenti 1. és 2. tételhez hasonlé modon bizonyithato be, hogy az 1-¢és
2-dimenzios esetben a bolyongé pont 1 valdsziniiséggel a racs minden pont-
jiba végtelen sokszor eljut (mig r=3 esetben ez nem igaz).

2.§. Az egydimenziés bolyongas tiizetesebb vizsgalata

E §-ban csak az r=1 esettel, tehat az egyenesen bolyongd ponttal
foglalkozunk.
Hatarozzuk meg explicit alakban a Q% val6sziniiségeket.

2.1y Gy (x)— f
tehat

2.2) Hi () = f‘é%: 1—1/@:2@) (—1)+1xk

Ilyen médon

) (2 k— 2) Lz k') o
@.3) M )k-l(?): k—1) _ k _ P
k k2% Qk—1)2% 2k—1°

Egyszerii szamoldssal adédik (2.1) és (2.2)-bél, vagy (2.3)-bol és (1.2a)-bol,
hogy fennall a

(2 4) Q(l) = P(>1k) 9— (1)
azonossag®’, amelyre a kovetkezokben sziikségiink lesz.
2 A (2.4) azonossagra valdszinfiségszamitasi meggondoldson alapulé kozvetien bizo-

nyitads is adhatd (lasd [14]) amely azon alapszik, hogy egyrészt nyilvan Q'QI,Z=R2k_2—R2k,
ahol R,, annak a valdsziniiségét jeldli, hogy 2k 1épés alatt a bolyongo pont nem ter vissza

a 0 pontba, masrészt indukciéval (2.14) alapjan kimutathatd, hogy R:,k—P“)
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Jelolje a »; valdsziniiségi valtozo azt, hogy hany lépés sziikséges ahhoz,
hogy a bolyongé pont eldszor visszakeriiljon a kiindulasi helyére: nyilvan-
valdan kovetkezik (2.3)-bdl, hogy

1
(2.5) P(ri=26)=Q% ~ ——-

. 2V mk?
és igy az, hogy a 32kQs) sor divergens. Ez mds széval azt jelenti, hogy

vy vdrhato értéke végtelen nagy.
Jelolje @(f) 7 karakterisztikus fiiggvényét, akkor

p{t)=1—])1—e%

és igy

(2.6) lim ¢ ( t,,) —
nr+00 n-

Egyszerii szamolassal adodik, hogy

® o L

T 2

(2. 7) e;l/_dt:——‘i_— € 5 ‘d.x,

V2 . X

tehat e/-2* annak az eloszlasnak a karakterisztikus fiiggvénye, amelynek

sliriiségfiiggvénye
1

_ﬁ_ ha x>0
(2. 8) f(x): /2_7-[x5/2
0 ha x<O.
Mivel
x L
e 2u e 1
_—3dll:2 1— D — ,
2-9) fVZn u” L (Vx))

ahol @(y) a standardizdlt normalis eloszlasfliggvény, tehat, felhasznalva a
karakterisztikus fiiggvényekre vonatkozé konvergenciatételt (1asd [4], 461. o.)
a kovetkezo tételt nyerjiik :

3. TETEL. Jeldljék w1, va,..., v, ... azokat az iddpontfokat, amikor az
egyenesen bolyongo pont a kiinduldsi pontba tér vissza (azaz amelyekre
£, ==0), akkor -

. (Vi 1
2. lim P(——;<x):2(1—“@(—:)), ha x> 0.
(2.10) K Vx

k—>+o
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BizONYITAS. A »y, v,—v.1 (n=2,3,...) valtozok nyilvan fiiggetlenek
és egyforma eloszlasuak és

0

. K

v i (re—vi)+ - A+ e—ri) :

e

ilyen mddon (2.10) kovetkezik (2.6)-bdl, (2. 7)-b6l és (2.9)-bol.
MEGJEGYZES. A 3. tételben szerepld hatdreloszlds, amelynek karakte-
=T

, nyilvén az ¢ = 5 kitevohoz tartoz6 stabilis elosz-

las és igy a {QY)} eloszlas ennek a stabilis eloszlasnak a vonzasi tartoma-
nyaba tartozik.?

A 3.tételt még egy masik alakban is felirhatjuk. Jelolje 3, a &1, e,..., &x
szamok koziil a zérussal egyenl6k szamat, akkor

(2.11) P(ri<n)=P (%> k)

risztikus fiiggvénye e’

és igy nyerjiikk a kovetkezb tételf.

4. TETEL. Jelolje 9. azt, hogy a §y,08s,...,5. szdmok koziil hdny
egyenld 0-sal. Akkor

. P 20(y)—1, ha y=0
lim P{j—=<
(2.12) pto (]/n y) 3 0, ha y<O.
Tehdt I hatdrértékben olyan eloszldsi, mint egy standardizdlt normdlis
'n

eloszldsu valdsziniiségi vdltozo abszoliit értéke.

Most attériink annak vizsgdlatdra, hogy a &i, e, ..., L, szamok koziil a
pozitivak, ill. negativak szdmanak mi az eloszldsa; a szimmetria kedvéért
azokat a (;-ket, amelyek O-val egyenlék, de ugyanakkor &;.; pozitiv, a ,,pozi-
tivak”-hoz, mig azokat a {;-ket, amelyek O-val egyenlok, de ;-1 negativ,
a negativakhoz szédmitjuk. (Tekintettel a 4. tételre, nem tuisdgosan lényeges,
hogy a O-kat hova szamitjuk.) Jelolje -z, a &y, Lo, ..., &x szdmok koziil az ilyen
értelemben ,,pozitivak” szdméat. Be fogjuk bizonyitani a kovetkezo K. L. CHUNGtOL
€és W. FELLERtO] [18] szadrmazo tételt:

3 A », val6sziniliségi valtoz6 eloszldsa explicit alakban is kifejezhetd, mégpedig
(lasd [14])

()

k (2n—k) 1
2 —k( n )2‘2n—k (n=kk+1,.)

(¥)-bol egy masik bizonyitas nyerhet6 a 3. tételre.
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5. TETEL*

Zk) (2n—2k)

A L POPRA (k=01,.m)
MEGJEGYZES. Nyilvanvald, hogy s, nem lehet pératlan, ugyanis e

csak a 2 és O értékeket veheti fel, aszerint, hogy ;=41 vagy {;=—1;

hasonloképpen ste,— stan-2 is csak a 2, ill. O értékeket veheti fel, ugyanis

Lon-e nyilvan paros, és igy, ha Geu-s>0, akkor Lo =2 és igy 7an—7Ton0=2;

ha Gon-2 < 0, akkor Gon-o=—2 és igy 7To,— 7T2n-2=0, mig ha Ly_s==0, akkor

TTan— 7Ton-2 €rtéke O vagy 2. Sziikségiink lesz a kovetkezd azonossagra:

(2.13) P (rtz0 = 2K) = (

3. LEMMA.

2.14) 21—;0(2:)(2”11:?{")=1 | (n—1,2,...)

MEGJEGYZES. A (2.14) relaci6 kovetkezménye (2.13)-nak, ugyanis ha
(2.13) érvényes, akkor, Osszeadva az Osszes P (712, = 2k) valdsziniiségeket és
figyelembe véve, hogy — mint mar emlitettiik — sz, mindig péros, 1-et kell
kapnunk. Mivel azonban nekiink (2.14)-re éppen (2.13) bizonyitisahoz lesz
sziikségiink, mas tuton kell (2.14)-et bizonyitanunk.

Bi1zONYiTAS. Mint lattuk

2.15) . 2
l/l—x g

(2.15) mindkét oldalat négyzetre emelve, figyelembe véve, hogy —— T—* —Z x*
k=

(2/{

és Osszehasonlitva x" egyiitthatéjat az egyenléség két oldalan, kovetke21k
(2.14).

Lassuk most (2.13) bizonyitisat. A bizonyitast teljes indukcioval fogjuk
végezni. (2.13) nyilvanvaldan érvényes, ugyanis, ha n=1,

P (= 0)=P(m—2)=5.
Be fogjuk bizonyitani, hogy ha (2.13) érvényes n < N-re, akkor n=N-re

is érvényes. Jelolje ujbol »; azt a legkisebb j szamot, amelyre §;=0, akkor
7y csak paros értékeket vehet fel és

N
(2.16) P (ton=2k) = D P (stox — 2k, v; = 21) + P (v = 2k, 71 > 2N)).
=1

* k=0-ra () alatt 1 értends.
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Nyilvanval6 tovabbd, hogy
(2.17) P (toy =2k, i =20) =P (mox =2k, 1 =21, {; =+ 1)+
+P(mmey=2kr=2,5=—1),
tovdbba
(2.18) P(mow=2k vi=2,5i=+1)= % P(mw-y=2(k—0)P(n=2])
és
(219) P (ow =2k 1 =21, li—=—1) = P (v =24) P (v = 2)).
Figyelembe véve, hogy (2. .4) szerint
P(r—=21)= QY — P§o— PP,
kovetkezik, hogy fennall a
(2.20)
P (v =2k) = 2 [P (7a-n = 24) + P(ma0r-y = 2(k— 1)) (Pia— PY) 4
+ P (7tay =2k, ;> 2N)

rekurzio. A P (smoxy =2k, v1>2N) tag nyilvdn mindig O, kivéve ha k=0
vagy k=N, ez esetben

(2.21) P(my—2N, 1> 2N) =Pty —0, 1, > 2N) :%P(m > 2N),
és (2.4) szerint

2N
+@
(2.22) %P(‘V1>2N)= 1 P (v ,2/{)__ Z‘ Q(_Ik)—- w:(N)

2 k=N+1 k=N+1

MI
N,
i

Marmost tegyiik fel, hogy (2.13) igaz n=1,2,...,N—1-re, akkor a
(2.14) azonossag miatt (2.20)-bol némi szamoldssal kovetkezik, hogy (2.13)
n=N-re is igaz. Ezzel az 5. tételt bebizonyitottuk.

Az 5. tétel segitségével most bebizonyitjuk az un. ,,arcus-sinus tirvényt”,
amelyet a kovetkez6 tétel fejez ki:

6. TETEL.

(2.23) lim P(”" ) %arc sin J/x, ha 0=x=1.

n-»+00
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BizonYiTAS. A STIRLING-formula szerint!
(2k

zi) ~ i+ 0l

tehat ha O <y < x <1, akkor

[nx [nzx]
2n T AR =k k=[ny1+1Vk 1 k) .
Tt
1 dt
és igy, mivel a (2.24) jobboldalan &all6 Osszeg az —J Vt(l mtegrél
RIEMANN-féle kozelitd Osszegeként foghatd fel, kovetkezik, hogy
)25 1 p(<_n ) 1J dt 2( e .;_)
) =< e X—
(2.25) limPly=5-<x Via—b - |arcsin})x—arc sin}y |,

ha O<y<x<l.
(2.25)-b6l konnyen kovetkezik, hogy barmely x-re (0 <x <1)
TCom

(2.26) limP (—— <x }———3 arc sin J/x.

n—++0

TC2n+1

T éS
2n 2n-+1

Marmost s, = o1 = 7Ton + 1, hatareloszldsa azo-

nos. Ezzel a 6. tételt bebizonyitottuk.
A 6. tétel egy masik lehetséges bizonyitdsa, amely eclegansabb, de tobb
segédeszkozt hasznal fel, a 3. lemma kovetkezé altalanositidsan alapszik.

4. LEMMA.
1 Zk) (2/1—2/{) it(2k -n)
— e == P, (cos ),
(2.27) 27 g( k n—k (cosf)

ahol P,(x) az n-edik LEGENDRE-polinom, azaz P,(x)= 3 ':n (2—1)".

A 4. lemmat a kovetkezbképpen bizonyithatjuk be.
A (2.27) baloldalan all6 osszeg mnyilvan egyenld x* egyiitthatdjaval az
1 o 1
JO—eix)(1—ex) J1—2cos ix+ x*

Ve
4 Itt a Stirling-formula kovetkezo alakjara van sziikség: k!l= (—) Vork (I—f—O (%))
e
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fiiggvény hatvénysoraban. Marmost ismeretes (I. pl. [3], . 291. 0.), hogy

1 @©
= > P, (cos t)x",
J1—2costx+ x2 ; (cos )

ahol P,(f) az n-edik LEGENDRE-polinom, amivel a 4. lemméat bebizonyitottuk.
A 4. lemma segitségével a 6. tétel a kovetkezbképpen bizonyithatd be.

BIZONYITAS. (2.2T)-bdl
i a Y
(2.29) M (e )—e P, (cos z—n)

LAPLACE egy klasszikus formuldja szerint (lasd [3], loc. cit.)

(2.28)

(2.30) P, (cos 9)= %j(cos 9 i cos ¢ sin $)"deg,
(1]

(2.29)-b6l és (2.30)-bdl nyerijiik, hogy
it &

2 e'g— it cos q; gite
2.31 lim M(e =—-—J =——J
(2.31) (e7) . (=

n->+@ ( 1 —x)

Tekintettel a karakterisztikus fiiggvényekre vonatkozo folytonossagi tételre
(lasd [4]), (2.31)-b6l a 6. tétel allitdsa leolvashatd., A 4. lemmabodl lathato,
hogy a LEGENDRE-féle polinomoknak egyszerii valdsziniiségszamitdsi inter-
preticidja adhatd meg: P.(cosf) nem mds, mint a sz,~—n valosziniiségi
valtozo karakterisztikus fliggvénye, ahol a :12, valdsziniiségi véltozé megadja,
hogy a fej-vagy-irds jatéknal egy jatékos 2n dobas sordn hanyszor lesz nye-
résben.

A 4. lemma segitségével konnyen kiszamithatjuk sz, momentumait.
Szimmetria okokbol nyilvanvalo, hogy M (72, )=n. A kovetkezOképpen nyerjiik
(2. 27)-b0l sra, szdrasat

D (720,) — '/ ’w

MEGJEGYZES. A 6. tétel eredménye egy igen érdekes és paradox jelen-

tehat

séget ir le. Vegytik észre ugyanis, hogy az F(x)=% arc sin Jx eloszlas-

fiiggvény derivaitja F’ (x) =f(x)= ol k= % pontra szimmetrikus

) x(1—x)
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n

és az xzé pontban veszi fel a minimumat. Ez azt jelenti, hogy jni leg-

valosziniitlenebb értéke az —;— érték, és minél tavolabb van x az %-t(’il, annal

nagyobb valésziniiséggel lesz % x kozelé-
ben (0 < x<1). Az ember éppen ennek az
ellenkez6jét varna: az latszik természetesnek, ey
ha a bolyong6 pont a kb. fele id6t toltené (AN
a pozitiv féltengelyen és a fele id6t a negativ
féltengelyen. Ez azonban, mint a 6. tétel »
mutatja, nem igaz. A fej-vagy-irds jaték 3

ha = jelenti a jaték tartalmanak azt a hdnya-
dat, amely alatt az elsd jatékos ,,nyerésben 1. dbra

3

van”, akkor = legval6sziniibb értéke 5 ezzel azonban ennek éppen az

ellenkezdje igaz: az % érték T .Iegvalo'szz'm'z'tlenebb értéke! Ha az ember jobban

utdnagondol, ez az elsé pillanatra meglep6 eredmény érthetévé valik, hiszen
C. lassan véltozik (|81 —Ca[=1), ha tehat C, elér egy ,,nagy” pozitiv értéket,
akkor hosszti ideig pozitiv marad, hasonloképpen, ha egy nagy negativ értéket
ér el, akkor hosszi ideig negativ marad. Marpedig, ha n nagy, a &, &, ..., &,
szamsorozatban kell lenni nagy értékeknek (az iterdlt logaritmustétel szerint
Max|&:| 1 valdszintiséggel végtelen sok n-re megkozeliti a |2nlog logn

k=n
értéket).

Ezt a paradox jelenséget P. LEvy fedezte fel (lasd [5]).

Megijegyzendd, hogy a 6. tétel messzemenden altalanosithaté. ERDOS P.
és M. KAc [6] bebizonyitottdk, hogy ha a & teljesen fiiggetlen véltozokra

M (&) =0, D (&) =1 és teljesiil a LINDEBERG-féle feltétel, £, — > & és =,
=1

jeloli a &y, Gs, ..., 5, szamok koziil a pozitivak szamat, akkor (2. 22) érvényes.
E. SPARRE-ANDERSEN [7] pedig kimutatta, hogy ha &,&,...,& egyforma
szimmetrikus és folytonos eloszlasti fiiggetlen val6szinfiségi valtozok, akkor
érvényes a

o e

pontos formula, amibdl kovetkezik, hogy szimmetrikus eloszlasi valtozok
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esetében (2.22) akkor is érvényes, ha a valtozok szordsa nem létezik. A tétel
tovabbi altalanositasaira vonatkozolag utalunk a [15], [16] és [17] dolgozatokra.

Vizsgaljuk most meg 3. pontos eloszldsat. Pédros n esetében ezt az
eloszlast konnyen meghatarozhatjuk, amennyiben érvényes a kovetkezd,
W. FELLERtSl [14] szdrmazd

7. TETEL.

(2.33) P (%o — k)= z (

2n——~k)
22n M

n

BizoNYiTAS. A teljes valdszinfiség tétele szerint, ha ujbol », jeldli azt a
legkisebb m=1 szamot, amelyre £, =0,

n-1
P (%5 =k) = D P(Som=k v1=2r) 4P (2. =k, 1= 2n).
r=1
Igy tehat fenndll a kovetkezd rekurziv reldcid
n-1
P (o — k)= 2 P (om0, — k—1)P (1 =21) +P ($2, =k, v1 = 2n).
r=1

Ebbél (2.33) indukciéval kénnyen bebizonyithat6, hasonléan ahhoz, ahogy az
5. tételt bebizonyitottuk. (2. 33)-bol egy tijabb bizonyitast nyerhetiink a 4. tételre.

A 7. tételbdl konnyen levezethetd a Stirling-formula. segitségével, hogy
2n
M(.S*n)fvl/%.

A 6. tétel a kovetkezd alakban is kimondhat6: Legyen

. % 1 ha & >0 vagy ha §i=0 és §i1=1
&, = sign §; =
—1 ha 5 <0 vagy ha §,=0 és §_1=—1,
akkor .
lim P(81+82+'”+8’”<x)=2arcsin1+x (—1l=x=+1).
A+ n 7T 2

81+8‘2+"'+8n
n

llyen médon nem konvergal 0-hoz, bar ez volna ,,plauzibilis”.
Ezzel szemben igaz a kovetkezd, ErRDOs PALtSl és G. HUNTtSl [8] szarmazo

8. TETEL.

(2.34) P| lim
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BizoNyiTAS. Nyilvanvald, hogy M(s.)=0 és M(¢&)=1. Szamitsuk ki
az M (s, &.,) varhato értékét, m > n. Nyilvan

M(snsm)=2§P(Cn=k)(2P(§m S 0)6— K)— 1) —

=4§P(Cn:——k)P(——k< Cnn=0).

Mivel az n-edrendii ;— paraméterii binomialis eloszlasnak a legnagyobb tagja

az n/2-hoz legkozelebbi tag, és az aszimptotikusan V%,

P(_k < ;m—néo)éﬁk_
Ym—n
¢s igy
(2.35) M (e, 80) = Co Vmin :

(Itt és a kovetkezokben Ci, Cq, Cs, ... pozitiv dllandok.) Ha m—n = n, akkor
(2. 35) helyett a trividlis
M) =1

egyenldtlenséget hasznaljuk. llyen modon

De akkor, bevezetve a dy— = 1 jelolést, M (dy) =0 és M (£¥) =1 és

igy a Csebisev-egyenibtlenség szerint

Cy
(2. 36) P (IANI > S)é 2 log—N .

Ennélfogva a ZP(MM > ¢) sor tetszbleges &> (0-ra konvergens és igy az
k=1

1. lemma szerint 1 valdsziniiséggel
| dye| =& ha k elég nagy.
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Azonban, ha 2¥=n < 2% akkor

|An[§4:_)k'3 +%- w

Igy tehat 1 valoszintiséggel |4.|=2e hacsak n elég nagy; mivel ¢ >0 tet-
szbleges, tehat (2.34) fennall.

Befejezésiil még néhdny tételt emlitiink meg az egydimenzios bolyongas
legnagyobb ,,kilengésére” vonatkozolag.

9. TETEL.
20(x)—1 ha x=0
(2.37) Efi P(lgcg Ck<x1/n)_ 0 ha x <0
10. TETEL.
_ (@kt1)2ne
(2.38) lim P( Max ]Ckl<xl/ﬁ_)= 2(__])%—&_11«3 x>0
) 1=k=n T =% 2k-+-1
0 ha x=0.

A 9. tétel levezethetd példdul® a kovetkezd pontos képletb6l® (lasd [4],
V. fejezet 7. feladat)
e

] —— ¥ m+2k _m___i =<
(2.3) P(Max &<m)—1—— Z( ] )m+2k g (=m=n

ErRDOs PAL és M. Kac bebizonyitottdk [9], hogy a 9. és 10. tételek
messzemenden altaldnosithatok és kiterjeszthetok egyforma eloszlasu fiiggetlen
valosziniiségi valtozok sorozatainak részletosszegeire. E tételek nem egyforma
eloszlasu véltozokra vald kiterjesztésére vonatkozolag lasd a [10] dolgozatot.

Az

(2k+1)2n2

(2. 40) L(x)= % (=De * 12),{1 ]w

fiiggvény értékeinek tédblazatidt PALASTI ILONA készitette el (lasd pl. [13]).
Erdemes osszehasonlifani a 9. és 10. tételt B. V. GNEDENKO és V. Sz.
KoroLjuk tételeivel (lasd [4], 601. o.).

5 A 9. tétel egy masik lehetséges bizonyitasara vonatkozolag lasd a [11] dolgozatot,

5 m=0, k=0 esetben alatt 1 értendo.
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A tételeket a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

11. TETEL.
1—e2* ha x=0

(2.41)  lim P(Max €k<XV2"i€°n—0)“g ha x<O.

n>+0o 1=k=2n

12. TETEL

k ~2k2x2
(2.42) 11m P(Max |G| <x]/2n|<§)n_0)—§ Z (—1)e x>0
0 x=0.

A 11. és 12. tételek tehat csak olyan utakra vonatkoznak, amelyeknél
a bolyongé pont 2n 1épés utdn visszatér kiindulasi pontjdba. Erthetd, hogy
e feltétel mellett a pont Aaltalaban kevésbé tavolodik csak el a O pontbdl,
mint a feltétel nélkiili ,,szabad” bolyongasndl. Ez fejez6dik ki pl. abban,
hogy a (2.41) alatti hatdreloszlds varhatd értéke

[o4
~

1
2 p-2a? —
J4x e gy = 1’

0
mig a (2.38) alatti hatdreloszlds véarhaté értéke l/—yz?~0,78.

Visszatérve az arcus-sinus torvényre, érdekes megvizsgalni, hogyan
modosul 7o, eloszldsa, ha feltessziik, hogy ismerjiik ss, értékét. Erre vonat-
kozolag az els6 — rendkiviil meglepd — eredmény K. L. CHUNGtOl és
W. FELLERtOl szdrmazik’, és a kovetkezOképpen szol:

5. LEMMA. Azon feltevés mellett, hogy Seon==0, 712, egyenld valdszinii-

séggel veszi fel a 0,2,4,...,2n értékeket, azaz
(2.43) P (7200 — 2|52 — 0) — —

n+1
MEGJEGYZES: (2.43) nyilvan ekvivalens a kovetkezd allitassal:

Zn)

_\nJ

(n4-1)2"

(2.43) agy is fogalmazhato, hogy ha a fej vagy irds jatéknal 2n dobds sordn
mindkét jatékos ugyanannyiszor (tehat n-szer) nyert, akkor e feltétel mellett

egyenlben valoszinii, hogy az els§ jatékos 0,2, 4,...,2n jaték soran vezetett.
(2.43), ill. (2.44) egyszerii bizonyitdsa megtalalhaté a [19] tankonyvben.

(k=0,1,...,n).

(2 44) P (Vtgn == 2k, Sap = 0) =

7 Lasd [18]. A [20] dolgozat e tétel altaldnositdsaval foglalkozik; még altalanosabb
alakban bizonyitotta be e tételt Sparre AnpErsEN a [16] dolgozatban.
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Abbol a célbdl, hogy s, feltételes eloszldsat minden sq, = 24 feltétel
mellett meghatarozhassuk, az 5. lemma mellett sziikségiink lesz a kovetkezd,
1. BERTRAND-tOl szarmazd segédtételre is.

6. LEMMA. Vizsgdljuk az 0sszes lehetlséges olyan &, &, ..., &um S2dm-
sorozatokat, amelyek tagjai kiziil n darab - 1-gyel, a t6bbi m darab pedig

— 1-gyel egyenld. (Az ilyen szdmsorozatok szdma nyilvdn (n—l—nm) ) Legyen

n>n, 6s sx=2¢g 8- +e. A vizsgdlt szdmsorozatok kbziil azok szdma,
n—m (n+m)
n+m\ m J°
MEGJEGYZES: BERTRAND a 6. lemma allitdsat a kovetkezOképpen inter-
pretalta: ha egy valasztidsnal két jelolire lehetett szavazni, A-ra és B-te, és az
A jelolt n szavazatot, a B jelolt pedig m szavazatot kapott, ahol n>m, ¢és
a szavazatokat egyenként veszik ki az urnabol, és folyamatosan szdmoljak,

amelyeknél az si, Ss, ..., Sum SZdmok mind pozitivak

n—m " et .
akkor ———— annak a valosziniisége, hogy az 0sszeszamldlds sordn az A jelolt

n-+-m
végig ,,vezessen”.
A 6. lemma bizonyitdsa megtaldlhato [4]-ben (II. fej. 36. feladat.).
Az 5. és 6. lemma segitségével konnyen bebizonyithat6 a kovetkezd tétel:

13a TETELS.

. 1 2n—2/ 1 J (2l
2.45 P 2,,=2k,8~n=—2 = — N - A R
( ) e ? /) 2™ jél%ﬁ’l—k( n—I )n—l—l—l [ (l—j)

ha 0=k=n, és j=0,1,...,n.
A 13a tételbd]l konnyen kovetkezik a
13b TETEL.
_ . N1 2n—21 1 J(20
(2.46) p.(”g"“Zk’sz"_+2’)"2‘-’"@2_5‘,‘( n—I )(n—1+1) [ (l—jJ'

Ha ugyanis 7o, =2n—, jeloli az si, Ss, ..., S2, szamok koziil a negativok
szamat (egy O ,,negativ’-nak, ill. ,,pozitiv’-nak szamit, aszerint, hogy a sorozat
megel6z6 eleme negativ vagy pozitiv), akkor szimmetria okokbol
(2. 47) P (n'gn == 2k, Sop =+ 2]) =P (.71?2—,, =2n—2k, Son= +2_]) =

= P(YL‘Q,L = 2/1—2/{, Sop — —2})
és igy (2.46) kovetkezik (2.45)-bol.

0
8 Ha j=0, akkor a (2.45) osszeg els6 tagjdban szerepld 0 hanyadoson 1 értendd;
ebben a specialis esetben (2. 45) redukalédik (2. 44)-re.
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A 13a és 13b tételekbdl némi szamolassal kovetkezik a

14. TETEL. Legyen y. egy fetszileges egész szdmokbol dllo szdmsorozat

(|y»l=n), amelyre lim 2= Jal = =1y. Akkor
w0

n—>

(2.48) im P (ﬂn —x

o= =ff<f|y) d,

ahol ha y=0,

2ev: * e-whdy
fxly)= ~. 0=x=1,
(2.49) V27 , ( ~Ji;)
v w
Vz
mig ha y=0
2ev: (e *hdu
(2.50) 7 (1—-%)
¥l
’ Viz

MEGjEGYZES: Ha y=0, akkor f(x|0)=1 (0=x=1), vagyis az V_

feltevés mellett P hatéareloszlasa egyenletes a (0, 1) intervallumban. Ez persze

kozvetleniil is kovetkezik az 5. lemmabdl.
A 14. téteibdl konnyen levezethetdk az alabbi tételek:

15a TETEL.
(2'51) llmP (ﬁ—é SNEO):EJV “ dU:
N>+00 n JT 1—u
0
2 . = —_
=;(arc sin Jx — [/ x(1—x)).
15b TETEL.
(2.52) lim P (”’ =x|s= o) ﬂ/l_ 2 fu—
N> JT

:E(arc sin{/x +Vx(1—x)).

Megjegyzés: (2.52) nyilvan szimmetria-meggondolassal® kovetkezik
(2.51)-bdl, ha abba x helyett (1—x)-et helyettesitiink.

5 I Osztaly Koézleményei X/2
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A 15a és 15b tételek E. SPARRE ANDERSENtOl szdrmaznak (1. [16]).
A 15a és 15b tételek azt mutatjdk, hogy azon feltevés mellett, hogy

a jaték az elsd jatékosra nézve kedvezben végzOdott, megvaltozik % hatarel-

oszlasa, ha az A jatékos a jaték végeredményeként nyert, akkor igen vald-
szinfi, hogy a jaték tartamadnak nagy része alatt nyerésben volt. Figyelembe-

véve, hogy P (s,=0) —P (s.=0)— —, (2.51)-b8l és (2.52)-bsl az arcus-
sinus tétel eredeti alakja kovetkezik, tekintve, hogy a (2.51) és (2.52) jobb-

oldalan all6 eloszlasfiiggvények szamtani kozepe % arc sin J/x.

MEGJEGYZES (a korrektiira olvasdsakor, 1960. V. 25-én). E. SPARRE AN-
DERSEN volt szives a figyelmemet felhivni arra, hogy a 14. tétel megtaldlhato
K. L. CHUNG és W. FELLER [18] dolgozatdban; [18]-ban a szoban forgo hatar-
eloszlas egy, a fent megadottdl kiilonboz6, de azzal ekvivalens alakban sze-
repel.
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