EGY ALTALANOS MODSZER
VALOSZINUSEGSZAMITASI TETELEK BIZONYITASARA
ES ANNAK NEHANY ALKALMAZASA

irta: RENY! ALFRED

Jordan Karoly emlékének ajdnlva

1. §. Bevezetés

Szamos azonossdg ¢s egyenlStlenség ismeretes tetszOleges események
valdsziniiségei kozott. Olyan egyenl6tlenségekre gondolok, amelyek teljes alta-
lanossagban érvényesek, fiiggetleniil attol, hogy a szoban forgé események ko-
zOtt milyen fiiggdség all fenn. Az ilyen tételek gazdag gyiijteményét tartal-
mazza M. FRECHET kétkotetes munkdja [1]. A legismertebb a széban forgd
tipusba tartozo tétel az un. Poincaré-téfel, amely a kovetkezOképpen szél:
Legyenek Ay, As, ..., A, tetszbleges események, legyen
(1.1) Si=1 és S= > P(A,Ai--Ay) ha k=1,2,...,n

1§i1<‘i2<... <ik§n
ahol az Osszegezés az 1,2,...,n szamokbol kivéalaszthato oOsszes lehetséges

(tehét (Z) szémﬁ) (i, &2, . . ., ix) k-adrendii kombindaciora terjesztend6 ki. Akkor

(1.2) P(Z1‘Z2"'Zn)=§0(—])"'$k.

(Itt és a kovetkezOkben események szorzata azt az eseményt jeloli, hogy a
szorzat tényezobit alkoto események egyiittesen bekovetkeznek, A az A esemény
ellentétét és P(A) az A esemény valdsziniiségét jeloli.)

Az (1.2) képletet szokds ,,szitaformuldnak” is nevezni, tekintettel a szam-
elméletben hasznalatos ,,szitalasi’’ eljardssal valo oOsszefiiggésére. Az (1.2)
képlet (ill. a szitaformula) tulajdonképpen kombinatorikai, ill. logikai jellegii
(I. pl. [2]). A megfelel6 kombinatorikai formula a kovetkezOképpen hangzik:
legyen H egy tetszbleges véges halmaz és legyenek A;, As, ..., A, tetszlleges
tulajdonsagok, amelyekkel H elemei birhatnak. A H halmaz Osszes elemeinek
szamat jelolje Ny és a H halmaz azon elemeinek szdmat, amelyek az A tu-
lajdonsaggal birnak, jeloljiik Nn(A)-val. Jelolje két vagy tobb tulajdonsag
szorzata azt a tulajdonsdgot, hogy valami a szorzat tényezdiként szerepld tu-
lajdonsagok mindegyikével rendelkezik. Jelolje tovabba A az A tulajdonsaggal
ellentétes tulajdonsagot. Legyen
(1. 1a) So=Ny és §,= Z NH(AlflAiz"'Aik)’

1= <<l <=0




80 RENYI A.

ahol az osszegezés megint csak az 1,2,...,n szamok koziil kivalaszthato
osszes (i1, s, ..., ix) k-adrendit kombingcidra terjesztendd ki. Akkor

(12&) NH(Z] E)"'K")Zg(—l)ksk.

Szavakban kifejezve: a H halmaz azon elemeinek a szamat, amelyek az
Ay, As, ..., A, tulajdonsagok egyikével sem rendelkeznek, ugy kaphatjuk meg,
hogy H osszes elemeinek szamabdl rendre levonjuk azon elemek szamat,
amelyek az A;, az A, ..., az A, tulajdonsagokkal birnak, ezutan rendre
hozzdadjuk azon elemek szaméat, amelyek a szoban forgé tulajdonsagok koziil
két tetszolegesen valasztott tulajdonsaggal rendelkeznek, majd levonjuk azon
elemek szamat, amelyek a szoban forgd tulajdonsdgok koziil hdrom tetszole-
gesen kivalasztott tulajdonsaggal birnak, s. i. t. Az (1. 2a) képlet az (1.2)
képlet specidlis esete, amelyet akkor nyeriink, ha a szdban forgo valdsziniiségi
mez6 véges sok elemi eseményt tartalmaz és ezek mind egyenld valdszinii-
séggel birnak (vagyis, ha az (1. 2) képletet, amely tetszbleges valosziniiségi
mezbben érvényes, az un. klasszikus valoszinliségi mezdkre (1. [3]) alkal-
mazzuk).
Ismeretesek tovdbba a kovetkezd egyenlotlenségek is:

(1.3) P(A Ay--A) = D (—1)S, ha 0=2s=n
k=
és
o _ 2541
(1.4) P(Ai As--A) =D (—1)S: ha 1=2s+1=n.
k=0 ’

Maés szoval, ha (1.2) jobboldalan az 6sszegezést nem folytatjuk n-ig, hanem
elébb megallunk, akkor az Osszeg értéke nem kisebb, ill. nem nagyobb a
baloldalon allo valésziniiségnél, aszerint, hogy pdros, illetve pdratlan indexii
tagnal allunk meg. (Hasonld Allitds érvényes természetesen (1.2a)-ra vonat-
kozolag is, 1évén (1.2a) az (1.2) azonossag specidlis esete.)

JorRDAN KAROLYtOl [4] szarmazik a Poincaré-tétel kovetkezd nevezetes-
és gyakran haszndlt Aaltaldnositidsa: Jelolje B, azt az eseményt, hogy az
A, As, ..., A, események koziil pontosan r szamii esemény kovetkezik be
(r=0,1,2,...,n), akkor

(1.5) | P(B) %g(*i)’f (" f’) Sker-

(1.5) a Poincaré-tétel altalanositisanak tekinthetd, mivel az r=0 esetben
(1. 5) megegyezik (1. 2)-vel. Az (1.5) formula az irodalomban Jordan Kdroly
formuldja néven ismeretes.
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Ismeretes az (1.5) formula kovetkezd inverzidja is:

(1.6) &:é;P(Bk)(’:) (r=0,1,...,n).

Az (1.6) formula felfoghatd mint az (1.5) egyenletrendszer megoldasa az
S, ismeretienekre, és megforditva: (1.5) tekinthetd az (1.6) egyenletrendszer
megoldasanak a P(B,) ismeretlenekre.

Ervényesek tovabba a kovetkezd egyenldtlenségek is:

(1.7) P(B)= D (—1y (k'HJSW ha O0=2s=n—r
h=0

és ‘
Q{ﬂ :

(1. 8) P(B,-)EZ(—1)"(1{;}:'«)8“,‘ ha 1<=2s+1=n—r.
k=0 .

Az (1.7) és (1.8) egyenldtlenségek ugyanigy viszonylanak JORDAN KAROLY
(1. 5) formuldjahoz, mint az (1. 3) és (1. 4) egyenl6tlenségek az (1. 2) Poincaré-
formuldhoz. Meglepd, hogy ennek ellenére a szakkdnyvek az (1. 7)—(1. 8) for-
muldkat nem emlitik.

A felsoroltakhoz hasonlo jellegiiek példdul a kovetkezd, M. FRECHET-t6l
szarmazo egyenldtlenségek :
(1.9) : -iil—;-— =5

r—H )

tovabba a kovetkezd, GUMBELtO] szarmazé egyenlotlenségek :

)= _[})=s
P I ]

JOrRDAN KAROLYtOl szadrmazik tovabba a kovetkezd azonossag is:

(r-=0,1,...,n—1),

(1.10) (r=1,2,...,n—1).

A1) P Bt 4By = (T ' S

Itt és a kovetkezOkben események Osszegén azt az eseményt értjitk, hogy az
Osszeg tagjaiként szereplé események koziil legalabb egy bekovetkezik. (1.11)
bal oldalan tehat annak a valdsziniisége &ll, hogy az Ai, As,..., A, események

6 . Osztaly Kozleményei XI/1
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koziil legalabb r kovetkezik be. Az (1.11) formuldk invertdlasaval adodik az

(1.12) S,.:i"P(B,;—}----—i—B,I)(I;___l)

o 1
keplet.

Még sok mas, a felsoroltakhoz hasonlo azonossdg és egyenl6tlenség
ismeretes. Ezek felsorolasatol itt eltekintek, hiszen az érdekl6d® ezeket FRECHET
emlitett konyvében megtalalhatja. E dolgozat célja egy altalanos tétel bebi-
zonyitdsa, amelynek segitségével a szOban forgd tipusii azonossagok és egyen-
16tlenségek egyseéges modszerrel rendkiviil egyszeriien igazolhatok. E tételt,
amelyet néhany évvel ezel6tt talaltam (1. [5]), a 2. § tartalmazza. A 3. § egy
grafelméleti segédtételt tartalmaz, amely 6nmagaban is bizonyos érdeklédésre
tarthat szamot. A 4. §ban a 2. §-ban ismertetett modszer és a 3. § grafel-
méleti tétele segitségével egy ujabb, a vizsgalt tipusba tartozé egyenlOtlensé-
get bizonyitunk be, amely a szamelméletbél jol ismert Brun-féle szita-modszer-
hez hasonlo. Végiil az 5. §-ban a 4. § tételének egy alkalmazdsaként egy
ErDOs PAL é&ltal felvetett, véletlen részhalmazokra vonatkozo probléma meg-
oldasat adjuk meg. |

Koszonettel tartozom BOGNAR KATALINnak e dolgozat atnézese soran tett
megjegyzéseiért.

2. §. Egy altalanos modszer valésziniliségszamitasi azonossagok
és egyenlétlenségek bizonyitasara

Legyen & egy tetszbleges eseményalgebra. Mint ismeretes, egy esemeny-
algebra kétféleképpen is felfoghatdé: vagy mint egy absztrakt Boole-algebra,
vagy mint ezen Boole-algebra halmaztesttel vald realizdldsa. Az e §-ban
targyalt kérdéseknél nem jelent elényt az eseményalgebrak halmaztesttel valo
realizalasa, ezért azt tessziik csak fel, hogy & Boole-algebra. llyen modon tehat
& elemeire — amelyeket eseményeknek neveziink, és nagy nyomtatott betiik-
kel jeloliink — értelmezve van két miivelet: a szorzas es Osszeaddas, tovabba
minden A eseménnyel egyiitt & tartalmaz egy masik A eseményt (amelyet A
ellentétének neveziink), tovabba, hogy & tartalmaz két kitiintetett eseményt,
amelyeket O-val, ill. I-vel jeloliink (és a lehetetlen, ill. a bizonyos események-
nek nevezziik) és érvényesek a kovetkezd miiveleti szabalyok:*

* Az alabbi felsorolds azokat az alapvetd miiveleti szabalyokat tartalmazza, amelyekre
a Boole-algebrdkban végzett miiveletek soran a legtobbszor sziikség van. Mint ismeretes,
ezen szabalyok koziil egyesek a tobbibdl levezethetdk, pl. a 2.1, 3.1, 3.2, 4.1, 5. 1. és 6. 1.
relaciokbol az Osszes tobbi levezethetd ; ezek tehat egy lehetséges axiémarendszerét alkot-
jak a Boole-féle algebrdknak. L&sd. pl. [6].
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1.1..A+B=B+4A 2.1. AB=BA 3.1, A+A=1
1.2. A+A=A 2.2. AA=A 3.2. AA=0
1.3. A+(B+C)=(A+B)+C 23. A(BCO)=(AB)C 3.3. A=A
4.1, A+0=—A 5.1. A=A 6.1. ABB+C)=AB+AC
4.2. A0=0 5.2. A+I1=I 6.2. A+BC=(A+B)(A+C)

7.1. A&-B=A-B
7.2. AB=-A+B

(A felsorolt szabalyokban A, B, C az & Boole-algebra tetszéleges elemei.)

Legyenek Ay, As, ..., A, az & Boole-algebra valtozo elemei; Ay, Ao, ..., A,
tehat egymastol fiiggetleniil végigfutnak & 0Osszes elemein. Az Ay, Ao, ..., Ax
események egy f(Ai, A, ..., Ay) n-valtozés elemi fiiggvényén egy olyan fiigg-
vényt értiink, amely az ¢I-bol tetszélegesen vdlasztott Ay, As, ..., A, esemé-
nyekhez hozzarendeli & egy meghatarozott elemét, amely az Ai, As,..., Ax
eseményekb6l kiindulva a Boole-algebra véges szamu miivelete segitsé-
gével fejezhetd ki. Mds szdval, olyan fiiggvényeket neveziink eleminek, ame-
lyeknek minden valtozojanak értelmezési tartomanya az & Boole-algebra,
értékkészlete ugyancsak az & Boole-algebra, és amely kifejezhetd olyan kép-
lettel, amelyben csak a szorzas, az Osszeadas és a felillvonds miiveletek for-
dulnak el véges szamban.*

Tegyiik fel, hogy az & Boole-algebra elemein értelmezve van egy P(A)
(szamértékii) fiiggvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltevéseknek :

I. P(A)=0 minden A € d-ra,
I P(I)=1,
1. P(A+B)--P(AB)=P(A)+P(B) ha A€l és Bed.
A P(A) fliggvény értékét az A esemény valOsziniiségének nevezziik. Egy olyan
Boole-algebrdf, amelyen az 1., 1., 1II. feltevéseknek eleget tevd P(A) fliggvény
van megadva, valdsziniiségi algebrdnak nevezziik. Magdt a P(A) fiiggvényt

az & Boole-algebrdn értelmezett valOsziniiségeloszlasnak nevezziik. Az [., Il
és III. feltevésekbdl konnyen kovetkezik, hogy

(2.1) P(0)=0
és
(2.2) ha AB=0, akkor P(A+B)- P(A)+P(B)

* Konnyen belathaté 7. 1., ill. 7. 2. segitségével, hogy minden ilyen fiiggvény kifejezhetd
csak az Osszeadas és a feliilvonas, vagy csak a szorzas és a feliilvonas segitségével.

H*
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és daltalaban,* ha A;A;=0 mid6n i<j (i,j=1,2,...,n), akkor‘
(2. 2a) PAi+ Ao+ o+ A) =P(A) +P(A:) +--- + P(4,).
Mos bebizonyitjuk a kovetkezd tételeket:
1. TETEL. Legyen & egy valdsziniiségi algebra, legyenek
Fi=fi(A1, As, ..., An), Fo=fs(A1, As, .., Ab), .o, Fx=fx(A1, As, ..., Ay)

tetszdleges, 8-n értelmezett n-vdltozos elemi fiiggvények, «y, as, ..., ax meg-
adott valos szdmok. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy akdrhogyan
is vdlasztva Q-ban az Ai, As, ..., A, eseményeket, mindig fenndlljon a

1\:
(2. 3) Z 1423 p(F‘h) = O
h=1

egyenldtlenség, az, hogy (2.3) teljesiilijon azokban az esetekben, amikor az
A, As, ..., A, események mindegyike vagy I-vel vagy 0-val egyenld.

1. Megjegyzés. Az 1. tétel szerint tehat ahhoz, hogy igazoljuk (2. 3)
fenndlldsat az A,, A., ..., A, események barmely valasztisdra, elegends veri-
fikalni (2. 3)-at abban a 2" specidlis esetben, amikor az A;, Ao, ..., A, ese-
mények koziil egyeseket I-nek, a tobbit pedig O-nak valasztjuk. A tétel alli-
tasabol az is kovetkezik, hogy amennyiben a (2. 3) egyenl6tlenség egy valo-
szinfiségi algebraban igaz, akkor minden mdas valoszinliségi algebraban is
igaz; ez abbdl kovetkezik, hogy minden valosziniiségi algebraban P(I)=1
és P(0)=0.

2. Megjegyzés. Nyilvanvaléan nem jelenti az altaldnossdg megszo-
ritdsat, hogy a (2. 3)-ban szereplé Fi, Fs, ..., Fy elemi eseményfiiggvényekrol
feltettiik, hogy mind n-véltozdsak, hiszen pl. az A, Ae, ..., Ax (k<n) ese-
mények egy k-valtozds fliggvénye mindig felfoghaté mint az A;, As, ..., A,
eseményvaltozok olyan fiiggvénye, amely az Ay, Aise, ..., Ay eseményvilto-
zOktol nem fiigg. Nem jelenti az altalanossag megszoritasat az sem, hogy

Nﬂ
csak homogén egyenl6tlenségekre vonatkozik a tétel. Egy o+ >, an P(F,)=0
h=1

alaku inhomogén egyenlétlenség is felfoghaté ugyanis homogén egyenlétlen-
ségként; ehhez csak az sziikséges, hogy egy olyan Fo elemi fiiggvényét
valasszuk meg az Ai, A, ..., A, eseményeknek, amelyre azonosan (azaz az

Ay, As, ..., A, események minden valasztasa mellett) P(Fo)==1; akkor a
v

szOban forg6d inhomogén egyenldtlenség a > «,P(F,) =0 homogén egyenlot-
h==0

* A 1.3.és 1.1, ill. 2.3. és 2.1. szabalyok figyelembevételével tébbtagii tsszegek és
tobbtényezds szorzatok zdrdjelek nélkiil irhatdk fel.
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lenség alakjaban irhato fel. llyen Fo fiiggvényt pedig konnyl taldini: ilyen
pé]déul En:Al +A1

Az 1. tétel bizonyitdsa. Legyen (i1, i, ...,0) az 1,2,...,n elemekbdl
alkotott tetszoleges k-adrendli kombindcio, (k=0,1,2,...,n) és legyenek
JisJoy oo Jn-i @z 1,2, ..., n szamok koziil azok, amelyek nem szerepelnek az
(i1, b, ..., Ix) kombinacioban. Képezziik az

2.4) Ao A Ay A

J r—k

szorzatokat. Nyilvan osszesen 2" kiilonboz6 (2.4) alakii szorzat képezhet6.
Rendezziik ezeket el tetszbleges modon egy sorozatba, és jeldljiik
Ey, Es, ..., E, -nel. (Példaul legyen [ elballitasa a 2-es szdmrendszerben
[ =8+ 26+ 2%+ +2" "¢, (0=1<2"), ahol tehdtaz &, &, ..., & ,jegyek”
mindegyike O vagy 1 és jelolje E;.; azt a (2.4) alaka szorzatot, amelyben
i1, b2, . . ., ix azokat az i szamokat jelolik, amelyekre & =1, ésigy ji, /s, ..., Ju-n
azok a j szamok, amelyekre & —=0.) Nyilvanvald tovabbd, hogy az E; ese-
ményekre igaz a kovetkezo allitas:

(2.5) EE,.=—0 ha [s£=m.
Az E, eseményeket felfoghatjuk az A, A, ..., A, eseményvaltozok e em
fiiggvényeiként.

Konnyen beldthatd, hogy az Ay, A, ..., A, eseményvaltozok minden
f(A1, Az, ..., Ay)  elemi  fiiggvényéhez hozzarendelhetd egyértelmiien az
1,2,...,2" szamok egy @ részhalmaza oly médon, hogy

(2.6) (A1, As, ..., A)= D E..
=7

A (2.6) elballitast a matematikai logikaban haszndlatos kifejezéssel élve (lasd
pl. [7]) az f(Ai, As, ..., A,) fiiggvény diszjunktiv normdlalakjanak nevezhetjiik
Azt, hogy minden n valtozos elemi fiiggvény a (2.6) alakban eldallithato,
pontosan ugyantugy lehet beldtni, mint ahogy az Aallitaskalkulusban az alli-
tasok diszjunktiv normalalakban valo eldallithatosagat bizonyitjak (lasd pl. [7]);
a két tétel tulajdonképpen azonos egymadssal, ezért ezt itt csak vazoljuk.

a) A 6.1. relacio (disztributiv torvény) segitségével az f(Ai, As, ..., Ay)
elemi fiiggvényt kifejezd képletben szerepld zardjelek kikiiszobolhetbk.

b) A T7.1. és 7.2. relaciok segitségével elérhetjiik, hogy csak egyes ese-
ményvaltozok (nem pedig egész kifejezések) felett all feliilvonas.

c) 3.2. és 4. 1. szerint egy Osszeg olyan szorzat-tagjai, amelyekben A; €s
A, mindketten el6fordulnak, elhagyhatok.

d) 1.2. miatt egy Osszeg azonos tagjai Osszevonhatok.



86 RENYI A.

e) Ha egy tagban sem az A sem az A, tényezd nem szerepel, 3.1 és
- 5.1 szerint e tagot beszorozva (Ax+ Ai)-sal, az nem valtozik meg; a szor-
zast 6.1 szerint elvégezve az eredeti egy tag helyett kettdét kapunk, amelyek-
koziil az egyikben A, a mdsikban A, szerepel tényezdként,

llyen modon az Osszes lehetséges n-valtozds elemi fiiggvények szama
2¥-nel egyenld.

Az 1. tetel allitasaban szerepld Fj = fi(A:, Az, ..., A,) elemi fiiggvények
mindegyikéhez tehat hozzdrendelhetd egyértelmiien az 1,2,...,2" szamok
egy @, részhalmaza (h=1,2, ..., N) oly mddon, hogy

@.7) Fi=fi(A1, As, ..., A)— > E,.

€,

Ennélfogva, figyelembe véve (2.5)-6t és (2. 2a)-t

(2.8) é enP(F)— ,_Zl P(E),

ahol

(2.9) 8 _—-é’h .

Marmost, ha A,=A4,=---=A;, =1 és A,=A;,=--=4A; =0 ¢s

Ei=AyA;,... A AjA,. .. A; _, akkor Ei=1 és minden m==lre E,=0,
tehat ebben az esetben

N
(2. 10) hz,_;“hp(Fh):ﬁl-

Ha tehat (2. 3) fenndll az Ai, Ao, ..., A, események minden olyan vélasztasa
mellett, amikor az A; események mindegyike I vagy O, akkor sziikségképpen
£ =0, | minden értékére. De akkor (2. 8) miatt (2. 3) fenndll az Ay, As, ..., A,
események fefszdleges valasztisa mellett. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

Az 1. tételb6l konnyen adodik a kovetkezd

KOROLLARIUM. Legyen & egy valdsziniiségi algebra, Fy = fi(Ay, As, ..., A,),
Fo=fo(A1, Az, ..., Av), ..., Fa=Ju(A1, Ao, ..., A;) Q-n értelmezett elemi fiigg-
vények, a1, as, ..., axy valos szdmok. Annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy az Ay, As, ..., A, események minden vdlasztdsa mellett fenndlljon a

N
(2.11) D aP(F)=0
h=1

gsszefiiggés, az, hogy (2.11) fenndlljon az Ai, A, ..., A, események minden
olyan vdlasztdsa mellett, amikor mindegyik A; vagy I, vagy 0.
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A korolldrium bizonyitdsa. Ha (2.11) fennall, valahanyszor mindegyik
A; vagy I, vagy O, akkor ezen esetekben egyszerre teljesiiinek a -

N
h=1
és a
Y,
(2.13) ,% (—a@)P(F) =0

egyenl6tlenségek, és igy az 1. tétel szerint a (2. 12) és (2. 13) egyenlbtlensé-
gek az Ay, Ao, ..., A, események minden vdlasztisa mellett fennallnak, tehat
(2.11) is fennall az A, As, ..., A, események minden valasztisa meliett.

Az 1. tétel, illetve annak korollariuma alkalmazdsaként nézziik meg,
hogyan bizonyithatd be pl. JoRDAN KAROLY (1.5) formuldja. Az 1. tétel
korollariuma szerint elegendd (1. 3)-at arra az esetre igazolni, ha mindegyik
A; vagy az I, vagy az 0 esemény. Ha az A,, As, ..., A, események koziil m

szamu I-vel, a tobbi n—m 0-val egyenld, akkor Skz(';:) és igy (1.3) a
kovetkez6 nyilvanvald azonossagra redukalodik: \

e ST (HEer "=l w T

r h=0

Az (1. 3)ill. (1. 4) egyenlGtlenségek igazolasdhoz elegendd kimutatni, hogy

(2. 15a) Z(——l)‘( )

c==0)

illetve, hogy

‘7r-Ll
(2. 15b) P (——1)‘( )<O.
A (2.15a) és (2.15b) egyenldtienségek leolvashatok a
o | m /m—l
.16 S )= (")
k=0 \
azonossagbol. -

Az (1.7) és (1.8) egyenlétlenségek igazolasara elegendd a kovetkezd
egyenlotlenségeket belatni:

e T T w nl
o Eeollin)alt B
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Ezek az egyenl6tlenségek azonban leolvashatok a kovetkezd azonossaghol:

0 , ha m<r

ya

SR [ MR
r ;) :

Hasonloképpen az (1.9) Fréchet-féle egyenl6tlenség bebizonyitdsaban
elegendd az 1. tétel szerint a

li

4

(2.20) (—jén—) ha O=m=n

egyenlotlenséget verifikalni, ami viszont konnyen elvégezhetd. A tobbi felsorolt
és szamos mads, itt fel nem sorolt azonossdg, ill. egyenlGtlenség az 1. tétel,
ill. annak korollariuma segitségével hasonlé egyszeriien bizonyithato be.

3. §. Egy grafelméleti segédtétel

Legyen H egy véges halmaz, H” jelolje a H halmaz kiilsnbdzé elemeibél
allé osszes rendezetlen elemparok halmazat (az (e, b) és (b,a) elemparokat
tehat nem kiilonboztetjilk meg). Ha A egy tetszdéleges halmaz, jeldlje Ns az

A halmaz elemeinek szamat. Ha tehat Ny —=n, akkor Nmz(g). Legyen E
a H? halmaz egy tetszOleges részhalmaza; az E halmaz elemei tehat a A hal-
maz elemeibdl képezett bizonyos elemparok. A G = (H, E) halmazpart (véges)
grdfnak nevezziik; a H halmaz elemeit a graf szogpontjainak, az E halmaz
elemeit pedig a graf éleinek nevezziik. Ha V; és V; a G graf szogpontjai és
(Vi, V;) a G graf éle, azt mondjuk, hogy a V; és V; szogpontokat G-ben él
koti ossze; a (Vi, V;) élt egyarant nevezziik V;-bol, ill. V;-bél kiindulo, ill.
ezen szogpontokba érkezd élnek.

Ha G—=(H, E), legyen Ng== Ng és Mg=Ng. Vagyis Ng a G graf
szbgpontjainak szamat és Mz a G graf éleinek szamat jeloli.

Legyen G = (H, E) egy graf, és h legyen a H halmaz egy részhalmaza.
A hG grafot a kovetkezOképpen definidljuk: AG=(h, B*E), vagyis a hG
graf a G graf azon szogpontjaibol all, amelyek h-hoz tartoznak, és G azon
€leibdl, melyek két h-hoz tartozo szbgpontot kotnek Ossze. Ha Mue =/, azt
mondjuk, hogy a h halmaz a G grafnak j é1ét tartalmazza. Legyen G = (H, E
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egy tetszoleges véges graf. Legyen
(3.1) Ne(j, k) = Z 1,
Nk
M =7

vagyis Ng(J, k) jelolje H azon k elemii részhalmazainak a szdmat, amelyek
G-nek legfeljebb j élét tartalmazzdk. Az iires halmazt itt O-elemii (tehat paros
elemszamu) részhalmaznak tekintjiik, tehat minden G gréafra és minden j=0-ra

Legyen tovabba Nolh O =1
(3.2) N};l)(j,2k+l)sz(;(j,21+1)
és =0
(3.3) (0)(1,2/{)—ZN(~(],21)

Vagyis N&(j, m), ill. N$’(j, m) H azon paratlan, ill. paros, de legfeljebb m
szamu elembdl all6 részhalmazainak szdmat jeloli, amelyek G-nek legfeljebb
J élét tartalmazzak. Legyen tovdbba barmely nemnegativ egész k és [ szamra
\1 ha k=l
0 ha k=1L

Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

3.4) O ==

2. TETEL. Legyen G = (H, E) tetszdleges véges grdf, és n== Ng, akkor
k minden nemnegativ egész értékére fenndllnak az

(3.5) > N, 2k +2)—6,0= NP0, 2k + 1)
éS az

(3.6) NP, 2k+1)= N0, 2k)— 0.0
egyenlotlenségek.

Megijegyzés. Abban a specialis esetben, ha G egyetlen egy élt sem
tartalmaz, (3. 5) és (3.6) a (2.15a), ill. (2.15b) egyenl6tlenségekre reduka-
16dik; ha emellett 2k=n, akkor (3.5) és (3. 6) egyiitt azt a jol ismert tényt
fejezik ki, hogy minden nem iires véges halmaznak ugyanannyi paros elem-
szamu részhalmaza van mint pdratlan elemszamiu részhalmaza.

A 2. tétel bizonyitdsa. A 2. tételt a H halmaz elemeinek szamara
vonatkozé teljes indukciéval fogjuk bizonyitani, mégpedig mindkét ((3.5) és
(3. 6)) egyenl6tlenséget egyiitt. El6szor konstataljuk, hogy ha n= Ng=0,
akkor (3.5) és (3. 6) fennallnak. Valdban, ez esetben (3.5) és (3.6) mindkét
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oldalan O &ll. Tegyiik most fel, hogy (3.5) és (3.6) minden n szogponti
grafra teljesiilnek, és legyen G egy tetszOleges n+ 1 szbgpontu graf. A G
graf szogpontjai legyenek Vi, Vs, ..., V. Legyen H” a Vi, Vs, ..., V, ele-
mekbol all6 halmaz, és legyen G'=—H’G. Legyen H” a H halmaz azon
elemeinek halmaza, amelyeket G-ben V,,;-gyel él kot Ossze, és legyen
G”=H"(G. Legyen tovabbd G""=H"’(G, ahol H”” H azon elemeibdl Aall,
amelyek G-ben V,,i-gyel nincsenek éllel dsszekotve.

Vizsgaljuk meg el6szor az N& (1, 2k+ 2) mennyiséget. Konnyen - belat-
hato, hogy

(3.7) N, 2k+2)= N, 2k +2)+ N (1, 2k+ 1)+ 4,

ahol 4 H’ azon részhalmazainak szamat jeloli, amelyek H”-nek pontosan
egy elemét tartalmazzdk, elemszamuk paratlan és legfeljebb 2k-1, és nem
- tartalmazzak G egyetlen élét sem, tehat

(3. 8) AV = > 1

he H'
Z\'h=21«+1, U==I=k

Nygrr=1
i, =0

(3. 7) belatasahoz elegendd figyelembe venni, hogy H részhalmazai, amelyek
G-nek legfeljebb egy élét tartalmazzdk, harom tipusba sorolhatdk: a) olyanok,
amelyek V,,i-et nem tartalmazzdk, 6) olyanok, amelyek V,,i-et tartalmazzak,
de H” egyetlen elemét sem, ¢) olyanok, amelyek tartalmazzdk V,,-et és
H” -nek pontosan egy elemét. Marmost nyilvanval6, hogy ha G iires, akkor
AM = Ny, tehat altalaban

3.9) AW =0y, 0- Ny .
Masrészt viszont
(3. 10) ND(0, 2k 4- 1) = N0, 2k + 1)+ N (0, 2k),

ugyanis H azon részhalmazai, amelyek G-nek egyetlen élét sem tartaimazzak,
két osztalyba sorolhatok aszerint, hogy V., -et tartalmazzak-e vagy sem,
elébbiek V,.1 mellett csak H"” elemeib6l allhatnak. (3.7), (3.9) és (3.10)
szerint

(3.11) NP(1, 2k+2)— NP, 2k+ 1) = (N (1, 2k +2)— NP (0, 2k + 1)) +
+(N&(1, 2k -+ 1)— N (0, 2k)) + Ny Ox . 0.
Az indukcios feltevés szerint tehat

(3.12)  N&(1, 2k +2)—Ni(0, 2k + 1) = dy,.0 + Ox o, o(Ni—1).
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Mérmost G” vagy iires, akkor Oy ,0="1, On..,o=1 €s Ny~==0, tehat
(3.12) jobb oldalan 1—1 =0 4&il; vagy G’ nem iires, akkor vagy Ng~ >0 vagy
Ng»=0 és Ny-=1; az elsé esetben (3.12) jobb oldalan O &ll, a masodik
esetben Ny»—1=0, tehat (3. 12) jobb oldala mindenképpen nemnegativ, vagyis
(3. 5) teljesiil G-re.

Most vizsgaljuk meg (3. 6)-ot. Nyilvan

(3:13)  NO(,2k+1) = NP1 26+ 1)+ N (1, 26) + 4,
ahol
(3 14) 4(0)‘_: Zl

hC H'
Np=2 0=I=k

Npu''=1 Mpe=0
Hasonloképpen, mint elébb,

(3. 15) NE(0, 2k) = N$(0, 2k) + N&(0, 2k —1),
tehat .
(3.16) N&(1, 2k+1)— NG (0, 2k) = Ox g 0— O gro-

Marmost (3. 16) jobb oldala mindig O-val egyenld (ugyanis, ha H’ iires, akkor
H'" is iires), tehat (3.6) is fenndll. Ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

4, §. Egy uj ,szitalasi” tétel

A 2. tétel, tovabba az 1. tétel segitségével bebizonyitunk most egy
,,szitalasi” tételt.

Legyen & egy valdsziniiségi algebra, A,, A,,..., A, tetszbleges esemé-
nyek. Legyen G egy tetszOleges graf, amelynek n szdgpontja van, amelyeket
az 1,2,...,n szamokkal szamozunk meg. A rovidség kedvéért G szogpont-
jait azonositjuk az 1,2, ..., n szdmokkal, ha tehat G-ben az i-edik és j-edik
szogpont éllel van Osszekotve, ezt roviden ugy fejezziik ki, hogy G-ben az i
és j szamokat €l koti ossze. Jelolje H az 1, 2,...,n szamok halmazat. Jelolje
H® H azon részhalmazainak oOsszességét, amelyek vagy paros szamu elembdl
allnak és nem tartaimazzdk G egyetlen élét sem (azaz a szoban forgd rész-
halmazhoz tartoz6 szamokkal megszamozott szégpontok G-ben nincsenek
Osszekotve), vagy pdratlan szdmi elembdl allnak és G-nek legfeljebb egy élét
tartalmazzak. Jelolje H©® H azon részhalmazainak Osszességét, amelyek vagy
paratlan szamu elemb6l 4linak, és nem tartalmazzak G egyetlen élét sem,
vagy paros szamu elembdl allnak és G-nek legfeljebb egy élét tartalmazzék.

Legyen
4.1 SP=1 ¢ 8= > P(A,A,--A) ha k=1,2,...,n,

150, g <= '
Gryigy-erriz) € HD
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tovabba
4.2 SP=1 é "= > P(A,Ai, -~ Ay) ha k=1,2,...,n

1= <dg<leeeTip==n

(iryigy.nyip)e HO
Tehat St ill. Si” az A,, A, ..., A, eseményekbdl képezett azon k-tényezés
eseményszorzatok valdsziniiségeinek Osszegét jeloli, amely szorzatokban sze-
replo események indexeibdl &il6 halmaz H®-be, ill. H®-ba tartozik. Fennail
marmost a kovetkezd tétel, amely az (1.3) és (1.4) egyenldtlenségek altala-
nositasainak tekinthetd.

3. TETEL

2041 21

(4. 3) > (— 1)ksé"§p(/f 4y A = D (—1)' S,

Jo=e() =0
ha [=0,1,2,.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy a 3. tételt bebizonyitsuk, az 1. tétel szerint
elegend6 megmutatni, hogy a (4. 3) alatti egyenlotlenségek érvényesek abban
az esetben, ha az Ay, As, ..., A, események mindegyike vagy I, vagy O.
Nézziik elébb a (4.3) alatti fels6 egyenl6tlenséget. Az Ay, As,. .., A, esemé-
nyek mindegyike legyen azonos I-vel vagy O-val. Jelolje A azon k szamok
halmazat, amelyekre Ax=1. Ez esetben

Z( 1 S$0— N9(1, 20)— N2(0, 21—1).
k==

(3.5)-bdl tehat kovetkezik, hogy (4.\3) fels6 egyenlttiensége fennall. Az also
egyenlétlenseég hasonlokeppen igazolhato, ugyanis ha ajbél £ jeloli azon £
szamok halmazat, amelyekre A,=1, akkor

21+1

D (—1 ST =N, 2) — Nid(1, 21+ 1).
k=0

Tehat (3.6) szerint a (4.3) alatti also egyenlétlenség teljesiil.

5. §. Erdds Pal egy problémajanak megoldasa

ErRDOs PAL nemrégiben szamelméleti vizsgélataival kapcsolatban a kovet-
kez6 kombinatorikai problémat vetette fel: Egy n elemii 9 halmazbdl valasz-
szunk ki taldlomra m részhalmazt, oly mddon, hogy az egyes részhalmazok
valasztasai egymadstol fiiggetleniil torténjenek és minden valasztasnal % bar-

mely részhalmaza ugyanazzal a valGsziniiséggel (tehat % valosziniiséggel)

keriiljon kivalasztasra. Milyen nagyra kell az m szamot valasztani, hogy 1-hez
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kozeli valdsziniiséggel legyen a kivdlasztott m részhalmaz kozott legalabb
két olyan, hogy az egyik részhalmaza a masiknak?

A véletlen részhalmazokkal kapcsolatban szamos mas érdekes probléma
is felvethetd; ezekkel egy mdsik dolgozatban rendszeres targyalasban kivanunk
foglalkozni. Itt most csak ERDOS PAL problémajanak megoldaséra szoritkozunk,
az el6z6 §-ban bebizonyitott 3. tétel alkalmazasaként.

Eldszor néhany lemmat bizonyitunk be.

1. LEMMA. Legyen K egy n-elemii halmaz. K elemeit jeloljék a,,a,, ..., a,.
Vdlasszuk ki taldlomra % egy h részhalmazdt oly modon, hogy mind a 2"
lehetséges részhalmaz ugyanazzal a valosziniiséggel keriiljon kivdlasztdsra.
Legyen &.(h)-—1 vagy e&.(h)-=0 aszerint, hogy a. benne van-e h-ban vagy
nem (k=1,2,...,n). Akkor az &(h),&(h),..., e.(h) valosziniiségi va’ltozo'/f

teljesen fiiggetlenek és mindegyik az 1 és O értékeket —; valosziniiséggel veszi fel.

Az 1. lemma bizonyitdsa. Legyen 0,,0,,...,,0, tetszbleges O-kbol és
1-esekbdl all6 sorozat. Akkor nyilvan H-nak egyetlen egy olyan & részhal-
maza van, amelyre ¢(h)=4d; (j==1,2,...,n) és igy P(&(h)-=0,, &(h) =

2. LEMMA. Legyen ¥ egy n-elemii halmaz. Vdlasszuk ki taldlomra (iugy,
hogy ¥ minden részhalmaza ugyanolyan valdsziniiséggel keriil kivdlasztdsra)
és egymastol fiiggetleniil I két részhalmazdt: legyenek ezek h, és h,. Annak
a valosziniisége, hogy h, részhalmaza hy-nek vagy h, részhalmaza h,-nek,*

n—L
2n *
A 2. lemma bizonyitdsa. Definidljuk az &(h) (k=:1,2,...,n) valdszi-
niiségi valtozokat agy, mint az 1. lemmaban. Akkor nyilvan az, hogy A, rész-

halmaza h,-nek, ekvivalens a kovetkez6 egyenlStlenségek egyidejii teljesiilé-
sével: &.(h) =e&(h) ha k=1,2,...,n. Mivel

P(s.(/) = & () = P(ex(hy) = 1)+ P(e(hs) =0, &1 () — 0) — %

és az & (M) =& (hy) események (k=—=1,2,...,n) az 1. lemma, valamint A, és
h, fiiggetlenségének feltevése miatt fiiggetlenek, kovetkezik, hogy

P(hCh)— (—i—)

* Itt és a kovetkezokben azt, hogy h; részhalmaza h.-nek, ugy jeloljiik, hogy 1,<h,.
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Hasonloképpen (%) a valOsziniisége annak, hogy h,&h, legyen. Ha h,Sh,

és h,&hy, akkor hy—=nh, és ennek valoOsziniisége nyilvan ZL Ebbél a lemma-

allitasa (1.2) szerint azonnal kovetkezik.

3. LEMMA. Legyen ¥ egy n-elemii halmaz. Vdlasszuk ki taldlomra és
egymdstol fiiggetleniil K hdrom részhalmazdt; legyenek ezek h,, h, és h;.
Akkor annak a valdsziniisége, hogy a h, és h, halmazok koziil az egyik rész-
halmaza legyen a mdsiknak és ugyanakkor a h, és hy; halmazok koziil is az
egyik részhalmaza legyen a mdsiknak,

P((mSh, vagy .S hy) és (Shy vagy hySh))—

B —5—)11, (_]_)71,)#4(3)n i
‘_2((8 12 ) T4

A 3. lemma bizonyitdsa. A széban forgé esemény a kovetkez6 mddokon
kovetkezhet be: . ‘

a) mSh, és hCh, '
b) mCh, és hChy,
¢) hSh, és h<hs,
d) hCh, és hCh,.

Az a) lehetdség valosziniisége (§) -nel egyenld, ugyanis ahhoz, hogy

n<h, és hShy legyen, az kell, hogy teljesiiljenek az &(h) =¢;(h) ¢s
() =¢(h) (J=1,2,...,n) egyenibtlenségek. Marmost

P(ej(h) = ¢i(hy) és &(h) =¢;(hs)) =P(g(h)=0)+

- P(ej ()= &(ho)=¢;(hs) = 1) = %

Hasonloképpen a d) lehetéség valosziniisége is (—8—)?1.

A b) lehet6ség valdsziniisége 21—n, ugyanis ahhoz, hogy ;&M Sh, le-
gyen, kell hogy teljesiiljenek az &(f;) =¢;(h)=g¢;(h,) egyenlOtlenségek és
P(&i(hs) = & (1) = &(hn)) = P(5;(ls) =0, &(hs) =0) +

P () =1, 8(k) = 1) =

8

Hasonloképpen 51;; -nel egyenl6 a c) eset valosziniisége is. Marmost az a) és d),
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valamint a b) és c) lehetdségek egyidejiileg csak akkor kovetkezhetnek be,
ha h,= h,= h;, aminek 4—1,; a valdsziniisége; az a) és b) lehetdségek, valamint
az a) és c) lehetdségek egyidejiileg csak akkor kovetkezhetnek be, ha i, =h, = A,

aminek (%] a valosziniisége; hasonloképpen a b) és d), valamint a c) és

d) lehet6ségek egyidejii bekovetkezésének a valosziniisége is (@) , az a,

b), c) és d) lehet6ségek koziil barmely harom egyidejiileg csak akkor kovet-
kezhet be, ha h,=h,=h;; ennélfogva a keresett valosziniiség a Poincareé-

2[5) +2ly) —2la) —al5l +ale] - (5] -

R T

Ezzel a 3. lemmat bebizonyitottuk.
Ezek utdn ratérhetiink ERDOS PAL problémajara: Be fogjuk bizonyitani
a kovetkez0 tételt.

4. TETEL: Legyen ¥ egy n-elemii halmaz. Vdlasszuk ki egymdstol fiigget-
leniil és taldlomra H-nak m=m(n) darab részhalmazdt oly mddon, hogy minden

vdlasztdsndl K minden részhalmaza ugyanakkora (z‘eha’t %) valosziniiséggel
keriiljon kivdlasztdsra. Jelolje P,(m) annak a valészt'm'z’ségéf, hogy a kivdlasz-

tott részhalmazok kézitt van legaldbb két olyan halmaz, hogy az egyik rész-
halmaza a mdsiknak. Akkor bdrmely rogzitett ¢>0-ra, ha

m(n)

(5.1) lim ——% - =¢,
>4 =
( V§)
akkor
(5.2) lim P,(m(n)) = 1—e.

>+
Bizonyitds. Legyenek a taldlomra kivalasztott részhalmazok h,, hs, ..., K.
és jelolje A, azt az eseményt, hogy vagy h:Eh; vagy h;Sh,. Nyilvan
(5.3) P.(m)=1—P( I[ Ay).

1=i<j=m
Az (i,)) (1 =i<j=m) szdmparok halmazét jeloljik Q-val. A G graf szog-
pontjai legyenek Q 0Osszes elemei, és az (i,j) és (k,I) szogpontok legyenek
osszekotve, ha az i, j, k, | szdmok nem mind kiilonbozéek (vagyis ha i=k,
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vagy ha i=1[, vagy ha j=k, vagy ha j=1[). A 3. tétel szerint fennallnak
a kovetkez6 egyenlbtlenségek:

21+1

(5.4) Pg<ll< Ay = 2( 1S (1=0,1,..)
és =
(5.5 P(_II A)= 2( 'S (1=0,1,..)

(5. 4)-ben az S szamok a kovetkez&képpen vannak definialva:

(_()0) =1 ¢és S}EO) == ZLQ)P(AinIAf.,jz e Aikjk)) ha k= 11 2; cery

ahol > azt jeioli, hogy az osszegezés az (i,j) (1=i<j=m) szamparok-
bol klvalaszthato Osszes olyan k-tagli kombinacidra végzendo el, amelyekben
az (i, 1), ..., (ix, /i) szampéarok mind idegenek, ha k pdratlan, és legfeljebb
két szamparnak van egy kozos eleme, ha k paros: S (5.5)-ben a kovetkez6-
képpen van definialva:

SP=1 és S'=2D"P(Ai A, Aiy), ha k=1,2,...,

ahol > azt jeloli, hogy az Osszegezés az (i,j) (1=i<j=m) szampérok-
bol kivalaszthatd Osszes olyan k tagii kombindcidkra végzendd el, amelyek-
ben az (i, jy), ..., (ix, jx) szamparok mind idegenek, ha k paros és legfeljebb
két szampdrnak van egy kozos eleme, ha k paratlan.

Marmost a 2. lemma szerint

©) (’g)(m—-z) m—2Q2r-+1)+2

2 )(2 2)- _L)

o0 S @r D! i) 2
és ( )(m_z)m(m—4r+2)
G.7) w_12J\ 2 - 2 (2(%)_%)
T i

[ A [T
SRR — T 2 =) R
?:.OS;) R = D P(Aij, -+ Ay i)

Itt D" azt jeloli, hogy az Osszegezés azokra az (i,f) 1=i<j=m szam-
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parokbdl képezett 2r tagli kombindciokra terjesztendd ki, amelyek kozott pon-
tosan kettd6 van, amelyek nem idegenek. Ennélfogva a 2. és 3. lemma szerint

m(m—])(m—S)“_(m—4r—|—5)
R(O): 2 2 i 2 /.

(5. 10) Qr—2)!

() =) )+ + )
’m)'m—2) (m—4r)
o 2] W23 5]

(5. 11) S 2r+1)! 4

Hasonldképpen

ahol
(5.12) ROy = _T*P(Am} “rr Aigypaner)-

Itt X" megint azt jelenti, hogy az Osszegezés azokra az G 1=i<j=m
szamparokbol képezett 2r--1 tagli kombindcidkra terjesztendé ki, amelyek
kozott pontosan kett6 van, amelyek nem idegenek. Ilyen médon a 2. és 3.
lemma szerint '

et s

) w1 "o
. R ——— 2r—1)! : 3 (2(1%) _ﬁJ (2((%) +27)"
~s) )
Legyen most
9\
(5. 14) m(n)~c (%ﬁ) .
Egyszerii szamolassal adodik az (5.6)—(5. 13) képletekbdl, figyelembe véve,
5
hogy 5 83 3 = 51123 <1, hogy ez esetben
[ys) (5]
(5.15) S}”:%Jro(l) (j=0,1,...)
és
(5. 16) SO0y G=01,..), -

ahol o(1) olyan hibatagot jelol, amely O-hoz tart, ha n— -+ o<.

7 1. Osztaly Kozleményei XI/1
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Ennélfogva az (5.3)—(5.5) képletek szerint [ minden értékére

oN 2041

G 1— X (1) = tim P (m(w)= i Py (m(n) = 1— > =15

!
=0 ]! arers n>

igy tehat, figyelembe véve azt, hogy ! tetszdleges nagynak valaszthato, kapjuk,
hogy
(5. 18) ©lim Pu(m(n)) = 1—e
N>+ 0

Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

Most még csak azt kivanjuk megvilagitani, hogy miért volt sziikség
a 4. tétel bizonyitdsdhoz a 2. tételre, vagyis arra az eljarasra, amit ,korlato-
zott szitdlas”-nak nevezhetiink, és miért nem alkalmazhattuk egyszeriien
a Poincaré-féle formuldt (pontosabban az (1.3) és (1.4) egyenlétlenségeket),
vagyis a kozonséges szitdlasi eljarast. Vizsgaljuk meg e célbdl az

Sk — 2 p(A'.ljl tee A"kfk)
Osszeget, ahol most az Osszegezés az Osszes, az (i,)) (1=i<j=m) szam-
parokbol képezett k-adrendii kombinaciokra terjed ki. Az S, 0Osszeg tartal-

mazza tobbek kozott a P(Ai ;A --- Ay;) tagokat is, ahol iL<ia<«--<iy;
az ilyen tagok szdma nyilvan

2 \ 1(k+1)
, . Ktl | ———
[ ) ‘ (Vs)
k+1)7 .

Masrészt
p(Ai,j e Aikj) = P(E((/lj) == 1, [ = 13 2: ey Il) T 21u’

. IS n I3
tehat a szoban forgd tagok 6sszege ( m) nagysagrendd, és mivel —%:1>17
32 32
ha k=4, tehat a szoban forgd ,hibatagok” 0sszege minden hatdron tdl né.
Természetesen a >, (—1)'S; osszeg minden tagjaban fellépd ilyen hibatagok
az Osszeg valtakozd elbjelil 1évén, végeredményben kiesnek, azonban ennek
- kozvetlen kimutatasa rendkiviil bonyolult volna. Ezért kellett azt az utat valasz-
tanunk, hogy a szdéban forgd ,,hibatagokat” a korlatozott szitalas alkalmazasa-
val eleve kikiisz6boljiik.
A 4. tételbdl konnyen kovetkezik. hogy ha az m=-m(n) pozitiv egész

értekii fliggvényt ugy valasztjuk még, hogy lim mz(n\)n
n-»+0 (

-=0 legyen, akkor n

V3
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novekedésével O-hoz tart annak a valdsziniisége, hogy taldlomra kivalasztva
az n elemii A halmaznak m(n) szdmu részhalmazat, azok kozott legyen két
olyan, hogy az egyik részhalmaza a masiknak; mig ha az m(n) fiiggvényt
ugy valasztjuk meg, hogy ‘

. m(n) '

lim —— =

Il—l>+co( 2 )n
V3

legyen, akkor a szObanforgd valdsziniiség 1-hez konvergdl, ha n— + oc,

A kérdést, amelyre a 4. tétel valaszt ad, a kovetkezOképpen is meg-
fogalmazhatjuk: Az _n elemii I halmazbdl valasszunk taldlomra egymastol
fiilggetleniil részhalmazokat addig, mig el6szor fordul eld, hogy a kivalasztott
részhalmazok kozott van két olyan, hogy az egyik részhalmaza a mdsiknak.
Jeldlje »(n) azt, hogy ez hanyadik részhalmaz kivdlasztasa utan kovetkezik be;
hatarozzuk meg a w(n) valdsziniiségi valtozo eloszlasat, illetve hatdreloszlasat
n— -+ oo esetén. Nyilvanvald, hogy

(5.19) P(»(n) =m)= P,(m)
és igy a 4. tétel szerint

4 o0

’ 2 n
5.20 lim P|v(n gc(—_—) )=1 —e
(5-20) |7 &
A 4. tétel eredményébdl mar sejteni lehet, hogy ha az n elemii ¥ hal-

mazbol taldlomra m(n) részhalmazt valasztunk, és ha m(n)=w(n) (V—%) ,

ahol w(n)— + oo, akkor, ha n nagy, nemcsak, hogy 1-hez kozeli valdszinii-
séggel lesz a kivalasztott részhalmazok kozott olyan A, €s h, halmaz-par,
hogy h, részhalmaza h,-nek, hanem nagy valdszinliséggel nagyszamu ilyen
részhalmaz-par lesz a kivalasztott m(n) részhalmaz kozott. A kovetkezd tétel
megmutatja, hogy ez valdban igy van, és egyben megadja, hogy koriilbeliil
hany ilyen részhalmaz-par lesz.

5. TETEL. Az n elemii ¥ halmaznak vdlasszuk ki taldlomra egymdstol
fiiggetleniil m(n) részhalmazdt oly mddon, hogy minden vdlasztdsndl 3¢ minden

részhalmaza ugyanakkora (teha't %) valosziniiséggel keriiljon kivdlasztdsra.

Legyen §
m(n) =w(n) (V%) ,

ahol lim o(n)=-F o0 és lim [w(n)= 1. Jeloljek i, h,, ..., huey K tald-

>+ >+

T*
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lomra kivdlasziolt részhalmazait és legyen v, egyenlo a hy, hy, ..., hwwy halmazok
kozott taldlhato olyan h;, h; halmazpdrok szdmdval (i<j), amelyekre h; rész-
halmaza hi-nak vagy h; részhalmaza hi-nak. Akkor, ha 0<e<1 ftetszdleges

lim P( lya— @*(n)| <o (n)+¢) = 1.

Bizonyitds. Legyen &; =1, ha h; részhalmaza h;-nek, vagy #h; reszhal-
maza h-nek, egyébkent legyen &;— 0. Akkor

T D2 &
I=i<i=m
Az &; mennyiségek és v, természetesen mind valosziniiségi valtozok. Jeloljik
M (&)-vel egy & valdsziniiségi valtozo varhato értékét és D(§)-vel a szorasat.

Akkor, mivel a 2. lemma szerint M(sij):P(Eij=])-——"—2(%) L tehat

n ?

M(y.)= (’g ) (2 (%J n—— 5‘;) — w*(n)+o(1).

Tovabba, mivel &; és &y fiiggetlenek, ha az i, j, k, | szdmok mind kiilonbozoek,
és a 3. lemma szerint, ha az i,j, k,! szdmok kozott van két megegyezd, akkor

M (&jém) = O ((%)“) ’

M(y3) = w*(n) + *(n) 4- o(@*(n)).

tehat

llyen mddon

D+ (yn) = @*(n)+ 0(0)2 (ﬂ))
Marmost CSEBISEV j6lismert egyenlbtlensége szerint barmely & valoszmuseal
valtozora

P(E—M(@©=1D )= '

llyen mddon az 5. tétel a Csebisev-féle egyenlétienségbdl kozvetleniil kovetkezik.
A nyert eredményekhez két megjegyzést fiiziink.

3]
ki az n elemit 9 halmazbdl taldlomra és egymastol fiiggetleniil, akkor ,,majd-
nem biztosan” (azaz n— 4 oo esetén 1-hez tart6 valdsziniiséggel) lesz e rész-
halmazok kozt két olyan, hogy az egyik részhalmaza a masiknak, ha w(n)
tetsz6legesen lassan tart végtelenhez. Erdemes ezt az eredményt osszehason-
litani E. SPERNER [8] kovetkezd ismert tételével: Legyenek hy, h,, ..., ha az
n elemii 9% halmaz olyan részhalmazai, hogy h; nem részhalmaza f;-nek, ha

1. MEGJEGYZES. Az 5. tétel szerint, ha w(n)( részhalmazt valasztunk
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n
i#j, ,j=1,2,...,m. Akkor m = (’ n ]), ¢€s ez az egyenlOtlenség nem javit-
2]
' n
hat6, tehat ({n

) adott tulajdonségﬂ részhalmaz valdban megadhato (ti. ha
2

vessziik 0 Osszes pontosan [—’22] elemii részhalmazait, ezek koziil egyik sem

4 n ¥
részhalmaza a masiknak). Vegyiik észre, hogy ( [n )sz, tehat lénye-
‘nn
d

.2

gesen nagyobb, mint (V??) .

2. MEGJEGYZES. Vizsgaljuk most meg a kovetkezd kérdést: az n elemi

I halmazbél kivalasztva m részhalmazt taldlomra, jelolje W, (m) annak a valo-

sziniiségét, hogy ezen részhalmazok kozott legalabb kettd idegen. Mit mondhatunk

a W.(m) valésziniiségr6l? A valasz az, hogy W,(m) hasonldan viselkedik,

mint P,(m). Ha ugyanis /1, és h, 9 két taldlomra kivéalasztott részhalmaza,
akkor

P(hnhy= 0) 2122 (l—P(sj(/z]) = ¢;(h) = 1)) — (%)"

~

és ezért a 4. tétellel teljesen analég modon bebizonyithatd, hogy ha

m(n)

lim —=0c>0,

")

lim W,(m)=1—e"*.

>+

akkor

Az a modszer, amelyet e dolgozatban ismertettiink, lehetdvé teszi még
szamos mas, véletlen halmazokra vonatkozo hasonld tétel bebizonyitasat is.
Anélkiil, hogy a részletekbe belemennénk vagy teljességre torekednenk, meg-
emlitiink itt egy tételt, amely a 4. tétel kozvetlen altalanositasa.

6. TETEL. Jelolje P.(m,r), ahol r = 2 pozitiv egész szdm, annak a valo-
sziniiségét, hogy az n elemii ‘X halmazbdl taldlomra vdlasztva m részhalmazt,
amelyeket jeloljenek Ny, h, ..., h., ezek kozt taldlhaté r olyan halmaz:
i,y by, .oy i, hogy hiShi,S -+ Shi . Ha

lim — 2\ (7)

>4 ( 2 )"
Vr+1

:C’
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akkor ) ,
lim P,(m(n), r)==1—e"",
n—>+0

1. MEGJEGYZES. A 6. tétel dllitasa az r=2 spec1alls esetben a 4. tétel
allitadsara redukalodik.

2. MEGJEGYZES. HasonlOképpen oldhaté meg a kovetkezd, még altala-
nosabb kérdés is: Legyen G egy tetszbleges r szogponti irdnyitott graf, amely
nem tartalmaz (irdnyitott) kort, azaz ne lehessen a G grafban megadm olyan

Vi, Vi,, ..., Vi, sz0gpontokat, hogy a graf tartalmazza a V; Vu, Vi V,a, v Vi V

Y1
és V, Vi élek mindegyikét (k—1,2,. ). (E feltételbe beleert]uk azt, hogy
ne legyenek a grafban hurkok, azaz V; V alaka élek és hogy ha i=~j a V; V

és V,V, élek koztil a graf legfeljebb az egyiket tartalmazza.) Hany részhal-
mazt kell taldlomra kivalasztani az n elemii 3 halmazbol ahhoz, hogy ezek
koziil ki lehessen valasztani r olyan részhalmazt — legyenek ezek Ay, s, ..., h,
—, amelyeket hozzarendelve a G graf Vi, Vg, ..., V,. szogpontjaihoz, £; legyen

részhalmaza fh,-nek, ha G tartalmazza a V| V, elt

Az a modszer, amelyet e dolgozatban ismertettiink, alkalmas tovabba
a kovetkezd, ugyancsak ERDOS PAL altal felvetett problémédk megoldasara is:
hany részhalmazt kell kivalasztani egy n elemii 90 halmazbdl, hogy a kiva-
lasztott részhalmazok kozott 1-hez kozeli valésziniiséggel legyen hdrom olyan
halmaz: h,, h, és hy, hogy a) hs legyen egyenld h, és h, egyesitett halmazdval,
b) £;legyen egyenld h, és h, k0z0s részével. Még aitalanosabban: legyen elbirva
egy relacid, amely r halmazra vonatkozik, €s a halmazalgebra miiveleteivel
fejezhetdé ki. A fenti modszerrel elvileg minden ilyen reldciora vonatkozolag
eldonthetd, hogy hany részhalmazt kell az n elemii 3( halmazbo! kivalasztani
ahhoz, hogy eldirt valoszinliséggel legyen a kivalasztott részhalmazok kozott
r olyan, amelyek az el6irt relaciot kielégitik.

Természetesen minden ilyen probléma megoldasahoz el6szor ki kell sza-
mitani, hogy a szoban forgo relacié (és esetleg néhany mds, azzal rokon rela-
ci6) milyen valdsziniiséggel teljesiil, ha abba az n elemi{t J{ halmaz taldlomra
és egymastol fiiggetleniil valasztott r részhalmazat behelyettesitjiik. A 4. tétellel
kapcsolatban e feladat megoldasat a 2. és 3. lemmadk tartalmaztak.

Példaul a. fent a) alatt emlitett ERDOS PAL altal felvetett probléma ese-
tében a kovetkez6 lemmara van sziikség.

4. LEMMA. Vdlasszuk ki taldlomra és egymadstol fiiggetleniil az n elemi
A halmaz hdrom részhalmazdt: legyenek ezek Iy, h, és hy. Akkor annak
a valdsziniisége, hogy a h; halmaz egyenld a h, és h, halmazok egyesitésével,
vagy kozos részével

P(ts— Iy U )= P(hy— I nhy)- .

"
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Bizonyitds. A h; halmaz akkor és csak akkor egyenl6 a h, és h,
halmazok egyesitésével, ill. kdz0s részeével, ha

¢ (hs) = max (&;(hy), &;(h:)), ill.  &(hs) = min(¢&(hy), & ()
(j=1,2, ..., n). Marmost

: 1
P(&(hs) = max (¢;(), &i(h:))) = P(2;(fs) = min (¢ (1), & (hs))) = a5
A 4. lemma -segitségével bebizonyithaté a kovetkezd tétel.

8. TETEL. Vdlasszunk ki az n elemii A halmazbdl taldlomra m = m(n)
részhalmazt. Jelolje Q.(m) ill. Qi(m) annak a valosziniiségét, hogy a kivd-
lasztott részhalmazok kiozott legyen hdrom olyan, hogy az egyik egyenld a mdsik
kettd egyesitésevel (ill. kozos részével). Akkor Q5 (m)=— Q,(m) és ha
m(n)

(Vzy

lim =¢>0,

n->+o

akkor

lim Qu.(m(n))=1—e 2.

n—>+0

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy

1,154— 2 < J3—1,250.

/3
Megjegyzés a korrekturdndl (1961. febr. 16-4n)

A 2. §-ban ismertetett modszer — mint legtijabban észrevettem — kozeli
kapcsolatban all az M. Lokve altal megfogalmazott és indikdtor-modszernek
nevezett moédszerrel (lasd M. Loéve, Probability theory, van Nostrand, New York
1955. 44. o., tovabba E. Parzen, Modern probability theory and its applications,
Wiley, New York, 1960, 81. o0.). E mddszer a valOsziniiségi algebrak halmaz-
algebraval valo realizdciojan alapszik. Legyen 2 egy tetszbleges nem iires
halmaz, amelynek egy tetszbleges elemét jeloljiik w-val. Legyen & az £2 hal-
maz bizonyos részhalmazaibol all6 és £2-t is tartalmaz6 halmazalgebra, és
P(A) egy &-n értelmezett nemnegativ és additiv halmazfiiggvény, amelyre
P(2)--1. Az & halmazalgebra elemeit eseményeknek és a P(A) szamot
(A€d) az A esemény valdsziniiségének nevezziik; az 2 halmaz o elemeit
elemi eseményeknek nevezziik. Minden A eseményhez hozzarendelhetjiik az
ia==is(w) (@ € Q) az 2 halmazon értelmezett fiiggvényt, amely a kovetkez6-
képpen van definialva: '

\1 ha w€A

is(w) = 10 ha oc¢A.
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Az i, fiiggvényt (valosziniiségi valtozét) az A esemény indikédtoranak nevezziik.
Nyilvanvald, hogy M(i4) -— P(A) vagyis barmely esemény valdsziniisége egyenld
indikatoranak varhato értékével. igy ha F,e A (h=1,2,...,N)és a3, t,, ..., ax
valos szamok, mivel a varhaté érték linedris operacid, tehat

M<

N ~N
anP(Fr) = (1231 “hiFhJ'

-~

i

1

(3

Az indikator modszer marmost abban all, hogy a >, «.P(F.) Osszeg
h=1

nemnegativitasat, ill. zérussal valo egyenléségét gyakran tgy lehet bebizonyi-

tani, hogy kimutatjuk, hogy a Zahiph(w) Osszeg minden o € 2-ra nem-
h=1
negativ.
v
Nyilvanvalé tovabba, hogy a > «.P(F.)=0 egyenlétienség (ill. a
=1

N
> @, P(F,) =0 egyenldség) a P valdsziniiségi mérték minden lehetséges va-
N

lasztasanal csakis abban az esetben 4&llhat fenn, ha a Zahuh(n)) Osszeg

h=1

-

h=

minden o € £2-ra nemnegativ (ill. azonosan eltlinik). Ez az Aallitds (amely
LoEVEnél explicite nem szerepel) lathatolag rokon a fenti 1. tétellel. Annak
N

kimutatasa, hogy egy Z(lhiph((/!)) alakd Osszeg minden w-ra nemnegativ
h=1

(ill. zérussal egyenld), altalaban a nyilvanvald isp=1i4-ip €s ii==1—1i, rela-
ciok felhasznaldsaval torténhet. Példaul Poincaré formuldja az indikator-mod-

7%

szerrel a ] [ (1—iy,) szorzat kiszorzdsa és az Osszes egyenld szamii tényezo-

b6l allo tagok Osszegezése utjan bizonyithato.

Nem nehéz belatni, hogy a 2. §-ban ismertetett modszer és az indika-
tor-modszer lathatdlag eltérd jellegiik ellenére 1ényegében azonosak. Ha ugyanis
az Fi, F,, ..., Fx események az A;, As,..., A, események elemi fiiggvényei,

akkor valaszthatjuk Q-nak az 0sszes  — A; Ai,---Ai, Aj, Aj,---A;, . események
AY

halmazat, és ez esetben az, hogy >, Sj ahip} (w)=0 ugyanazt jelenti, mint az,

hogy chhP(F;,)>O abban az esetben, midén A; = A, ==---=A;, =1 és

AJ,—A,_Z— A;, .= 0. A két modszer kozott az a kulonbseg, hogy mig
az indikéator- modszex feltételezi a valOsziniliségi algebrdk halmazelméleti intér-
pretaciojat, addig a 2. §-ban ismertetett mdodszer ezen interpretaciotol fiigget-
leniil is megfogalmazhato és alkalmazhato.
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