Turan Pil matematikai munkassagarél
(Otvenedik sziiletésnapja alkalmabol.)

RENYI ALFRED

Turdn Pdl akadémikus, a Budapesti Eotvos Lordand Tudo-
manyegyetem professzora, 1960. augusztus 18-an lett 50 éves. Ebbél
az alkalombol az aldbbiakban &ttekintést probdlunk adni eddigi
nagyjelentdségii, eredményekben gazdag tudomanyos munkassagarol.
Nem konny(i feladat ez, hiszen egy olyan tuddsrél van szo, aki
alkotokészségének teljében van, akinek életmiive nemcsak, hogy
nem jutott nyugvopontra, hanem egyre er6teljesebben bontakozik ki
és hatasa is egyre szélesebb hulldimokat ver. Baratainak, tanitva-
nyainak ¢€s tiszteldinek (ezek az egymast bdségesen atfed6 katego-
ridk egyébként egyiittvéve e lap Osszes olvaséit magukba foglaljak),
egy csoportja mégis ugy gondolta, hogy egy ilyen attekintés hasz-
nos és tanulsagos Ilehet, és alkalmas arra, hogy kifejezésre juttassa
azt a megbecsiilést, amit 7urdn Pdl személye, eredményei és mun-
kassaga irant érziink, és engem biztak meg az attekintés megfogal-
mazasaval. :

Turdn Pdl eddig megjelent munkdinak mellékelt jegyzéke
(amely a lap megjelenésének idO6pontjaban maér nem lesz teljes,
mivel tiznél tobb, jelenleg sajtd alatt levé munkdja nem szerepel
benne) 118 dolgozatot tartalmaz. Ezek a kovetkez6, egymadst rész-
ben atfed6 csoportokra oszthatok :

A) A hatvdnyosszegekre vonatkozo Turdn-modszerrel és alkal-
mazdsaival foglalkozé munkdk: lde sorolhatok a [23], [28], [29],
[30], [31], [34], [40], [44], [48], [50], [51], [54], [55], [61], [63], [65],
[74], [77], [78], [81], [82], [85], [86], [87], [88], [89], [91], [93], [94],
[96], [107], [110], [111], [113], [116], [117] dolgozatok, és a [66],
[67] és [92] monografiak.* (Turannak ezek a monografiai, amelyek
magyar, német és kinai nyelven jelentek meg, nem azonosak egy-
massal: a német kiadds a magyarnak atdolgozott és kibdvitett

* A szamok Turdn Pdl dolgozatainak mellékelt jegyzékére vonatkoznak. -
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verzidja, a kinai forditds pedig a németnek teljesen atdolgozott és
kibovitett valtozata. Turdn jelenleg modszerérol egy angol nyelvii
tijabb és az eddigieknél teljesebb targyaldst nytjté konyv kéziratan
dolgozik, amely az Interscience Tracts sorozatban fog megjelenni.

B) Szdmelméleti munkdk : lde sorolhatok az [1], [2], [3], [4],
[6], 7], [8], [9], [11], [19], [20], [25], [26], [33], [36], [38], [52], [33],
~ [56], [60], [75], [95], [100], [112] dolgozatok.

C) Interpoldcié és mechanikus kvadratira elméletére vonatkozo
munkdk : 1de sorolhatok a [10], [14], [16], [22], [46], [79], [80], [90],
[98], [101], [102], [105], [106] dolgozatok.

D) Polinomok és algebrai egyenletek elméletére vonatkozo
munkdk : 1de sorolhatok a [18], [20], [27], [39], [42], [45], [49], [64],
[72], [104], [108] dolgozatok.

E) Komplex fiiggvénytani, a Fourier-sorok elméletére és az
dltaldnos sorelméletre vonatkozo munkdk: lde sorolhaték az [5],
[12], [15], [17], [32], [35], [37], [57], [62], [68], [69], [83], [99],
[103], [109], [114] dolgozatok.

F) Kombinatorikai és grdfelméleti munkdk : lde sorolhatok a
[13], [21], [24], [70], [73], [84], [97] dolgozatok.

A fenti felsorolasnal a B), C), D), E) és F) csoportok targyuk
szerint rokon dolgozatokat tartalmaznak, ezzel szemben az A) cso-
portban targyuk szerint nagyon is kiilonboz6 munkdk szerepelnek,
amelyekben az a kozos, hogy részben a Turdn-féle hatvanydsszeg-
modszerre, részben ezen modszer kiilonbozd teriileteken valo alkal-
mazasaira vonatkoznak. E modszer legfontosabb alkalmazasi terii-
lete az analitikus szamelmélet; az A) csoportba sorolt dolgozatok
koziil a [23], [28], [31], [34], [48], [50], [54], [74], [77], [86], [88],
[94], [107], [111] és [117] dolgozatok targyuk szerint a B) cso-
portba tartoznanak. Ugy gondoltuk azonban, hogy az Aattekintést
megkonnyiti, ha a hatvanyosszegmodszerrel és annak alkalmazasai-
val foglalkoz6 munkakat egyiitt targyaljuk, tekintettel arra, hogy e
modszer megalkotdsa, kifejlesztése és szamos teriileten vald nagy-
sikerii alkalmazasa kétségteleniil 7urdn Pdl legjelentésebb tudoma-
nyos teljesitménye.

Nincs itt helyiink 7urdn Pdl nagyszdmt jelentds - munkajat
részletesen ismertetni. Célunk pusztan attekintést adni, kiemelni leg-
fontosabb eredményeit és néhany megjegyzéssel érzékeltetni Turan
munkdssaganak jelent6ségét és sokoldali voltat, de ugyanakkor
ramutatni arra is, ami szétagazé vizsgalatait dsszekapcsolja.

A rovidség és attekinthetéség kedvéért kénytelenek vagyunk
eltekinteni attél, hogy az Osszes emlitett tételeket szabatosan meg-
fogalmazzuk ; sok esetben tsak a tétel jellegének leirasara szorit-
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‘kozunk és a tétel pontos alakijat 1lletoleg csak utalunk magukra
a dolgozatokra.

A) Turdn Pdl érdeklédésének kozéppontjaban egyetemi hall-
gatd kora ota a szémelmélet, ezen beliil is els6sorban a primsza-
mok eloszlasanak kérdése és ennek az igen nehéz problémanak
- a vizsgalatara szolgalo analitikus szdamelméleti modszerek allnak.
Mar az els6, Szekeres Gyirggyel kozos dolgozata [1] az analitikus
szamelmélet modszerének alapos ismeretérdl tantskodik.

B) Riemann volt az els6, aki teljesen tisztan latta azt a cent-
ralis szerepet, amelyet a réla elnevezett zeta-fiiggvény a szamelmé-
letben, de kiilonosen a primszamok eloszldsanak vizsgalatdban. jat-
szik. Az s=o0- it komplex valtozé {(s) fiiggvénye, mint j6l isme-
retes, a o>1 félsikban az ott konvergens
() i =2

n=1 N
Dirichlet-sorral van értelmezve; azonban analitikus folytatassal az
egész komplex sikra kiterjesztheté és az s=1 ponttol eltekintve
(ahol els6rendii pdlusa van, 1 reziduummal) mindeniitt regularis;
e fiiggvény a primszamokkal val6 elvéalaszthatatlan kapcsolata ki-
tiinik az ugyancsak a o>1 félsikra érvényes

2 S(9) = [ 1

1):_
-

szorzatel6allitasbdl, ahol p az Osszes primszamokon fut végig. A C-
fiiggvény és a primszamok kozotti kapcsolatot mar Euler ismerte,
6 azonban a (-fiiggvényt csak valds s-re hasznalta. Riemann volt
az elsO, aki a C-fiiggvényt komplex s-ekre tekintette, és felismerte,
hogy éppen e fiiggvény a komplex sikon val6 viselkedéséb6l lehet
a primszamok eloszlasara kovetkeztetni. Hadamard és de la Vallée-
Poussin a C-fiiggvény segitségével bizonyitottdk be a mar Gauss
altal sejtett primszamtételt, mely szerint sv(x)-szel jelolve az x-nél
nem nagyobb primszdmok szamat,

@

®) (0 ~ Li(x) — 1(%.

Azéta Landau és Wiener munkajabol kideriilt, hogy (3) egyenes
kovetkezménye annak, hogy C(1+if) semilyen valos #-re nem valik
zérussd. Mar Riemann tudta, hogy a primszdmok eloszldsa szoros
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kapcsolatban all a zetafiiggvény gyokeinek eloszlasaval, és 6 alli-
totta fel tobb, mint 100 éve, 1859-ben azt a mindmaig eldontet-
len sejtést, hogy a L(s)—0 egyenlet Osszes nemtrivilis gyokei a
o=1/2 un. kritikus egyenesen fekszenek. A C-fiiggvény ,trividlis”
gyokei az s——2,—4, —6,... szamok; hogy ezekre valdban -
C(s)=0, az a zetafiiggvény fiiggvényegyenletébél olvashato le, -

mely szerint ha :

@) &(s):%s(s—l)q'i‘r(%);(s),
akkor Yt
5) E(1—s) — (s).

Az s=o-+it komplex sik O0<eo<1 sdvjat kritikus sdvnak
nevezik. Ismeretes, hogy a C-fiiggvény Osszes nemtrivialis gyokei
ebben a kritikus savban fekszenek; minél nagyobb részérdl a kri-
tikus savnak sikeriil kimutatni, hogy az nem tartalmazza a C-fiigg-
vény gyokét, annal élesebb becslés adhaté meg a primszamtétel
maradéktagjdra. A jelenleg ismert legjobb eredmény szerint (a leg-
ujabb eredmények Korobovtdl és I. M. Vinogradovtdl szdrmaznak)

L(o+it)==0, ha (I%]—(T)%ﬁ, ahol A>0 allandd, és ebbdl
kovetkezik, hogy

©) aa(x)=Li(x)+ >O(x'e*“(10g-r)“=“),

ahol «>0 egy alkalmasan valasztott dllando.

1948-ban A. Selberg ¢és Erdds Pdl a primszamtételre elemi
bizonyitast talaltak, amely nem haszndlja fel a zetafiiggvény elmé-
letét, de ez az elemi mddszer csak gyenge maradéktag-becslést

(O( = ) hol 1\ ad
o] atol e au.

Ha 6-val jeloljiik a C-fiiggvény gyokei valds részének felsé:
hatarat és ha 6<1 (ami ezideig nincs bebizonyitva), akkor fennall a

(7) , 7(x) = Li(x)+ O(x°-log x)
maradéktagbecslés*; ha tehdt a Riemann-sejtés igaz, akkor 7z(x)—
—Li(x) lényegében |x-rendii.**

1 :
* Ingham bebizonyitotta, hogy ha 6 > 7 vagyis ha a Riemann-sejtés

nem igaz, a log?x faktor (7)-ben elhagyhato. :

** A (7) tipust Allitasok meg is fordithatok: éppen Turdn vizsgalatai
mutattdk meg, hogy minden olyan tételbél, amely a primszamtétel maradék-
tagjara éles becslést ad, lehet kovetkeztetni a {-fiiggvény gyokeinek eloszlasara.
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A Riemdnn-sejtésbol, illetve altaldban a C-fiiggvény gyokeire
vonatkoz6 éllitdsokb6l nemcsak a primszamtétel maradéktagjara
lehet kovetkeztetéseket levonni, hanem a primszdmok elméletének
szamos mas megoldatlan problémajara is.* Ezek ko6zé tartozik] pél-
daul a Landau &ltal a primszamelmélet egyik f6 problémdjanak
nevezett probléma, a konzekutiv primszamok Kkozotti kiilonbség
megbecsiilése, ill. az a sejtés, hogy n* és (n- 1)* kozott mindig
van primszdm (n=1,2,...). Azt, hogy n’ és (n-+ 1)’ kozott min-
dig van primszam, Ingham szintén a C-fiiggvényre vonatkozod ered-
ményekbol vezette le.

Az elmilt 100 év sordn a kor jelentés matematikusai hallatlan
erbfeszitéseket tettek a Riemann-sejtés eldontésére, azonban ez a
probléma konokul ellenallt Hadamard, de la Vallée-Poussin, Jensen,
Hardy, Landau, Littlewood, H. Bohr, Pilya Gydrgy, Carlson, Siegel,
Ingham, Selberg — hogy csak néhanyat emlitsiink — és még sokan
masok minden prébalkozdsdnak. 100 évi megfeszitett munka utan
a matematikdnak ez a taldn legjelentdsebb megoldatlan problémaéja
még mindig allja az ostromot. Egyesek, mint pl. Liftlewood, azt
sejtik, hogy a Riemann-sejtés nem igaz. (Littlewood ezt nyomtatas-
ban megjelent munkdaiban sehol sem mondja ki, de problémafelvett
.szeminariumanak sokszorositott jegyzetében a kovetkez6 szavak
olvashatdk: ,I guess the RH (Riemann-hypothesis) to be false...”)
Ez az ostrom azonban tavolrol sem volt eredménytelen; amellett,
hogy szamos, a Riemann-sejtéssel ekvivalens allitast fedeztek fel
és tisztaztdk a Riemann-sejtés kovetkezményeit és kapcsolatat a
szamelmélet mas megoldatlan problémadival, ekozben fejlédtek ki
az analitikus szamelmélet igen éles szerszamai, és ezek az erdfe-
szitések rendkiviil megtermékenyitéen hatottak az egész analizisre,
_ugy, hogy bar a siker még ma is igen tdvolinak tiinik,** az ered-
mények, amelyek e torekvéseknek mintegy melléktermékeként jottek
létre, felbecsiilhetetlen értékiiek. Ez a legnagyobb mértékben vonat-
kozik 7urdn Pdinak a Riemann-sejtéssel kapcsolatos kutatdsaira is,
amelyék soran szamos jelentds eredményt ért el; tobbek kozott a
hatvanyosszegekre vonatkozé modszere is eziiton jott létre.

Turdnnak tobb dolgozata ([23], [54], [74], [77], [86], [94])
foglalkozik az un. Carlson-tipusii tételekkel, azaz olyan tételekkel,

* Téves volna azonban azt hinni, hogy a Riemann-sejtés bebizonyitasa
megoldana a primszamelmélet 6sszes hires megoldatlan problémait ; igy peéldaul
a Goldbach-sejtésrél (mely szerint minden 4-nél nagyobb paros szam két pa-
ratlan primszam Osszegekent allithato eld) nem ismeretes, hogy az a Riemann-
sejtés helyességébdl kovetkeznék.

** Hilbert azt mondotta, hogy ha 500 év mulva ujra életre kelne, elsé
kérdése az volna, hogy megoldottdk-e mar a Riemann-sejtést.
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amelyek a C-fliiggvénynek egy o=6,>1/2, 0<t< T téglalapba es6
gyokeinek N(o,, T) szamara adnak fels6 becslést, T egy fiiggvénye
segitségével. Ismeretes, hogy ha be volna bizonyitva, hogy tetsz6-
leges kis &>0-ra és 7> T,(¢)-ra érvényes a :

® N(o,, T) < T+)1-0)

becslés, hacsak 1/2<0g,<1, ebbél kévetkeznék, hogy a primszamok
az (x,x-+x%) intervallumban ,szabédlyosan” oszlanak el, hacsak

&
3 >1/2 és x — 4 o0, azaz (x4 x¥)—(x) ~ lox?c érvényes volna,
illetve, hogy ha p, az n-edik torzsszim, akkor barmely &>0-ra
1

Py —D.SP = volna, ha n=n,(¢). A (8) sejtést az irodalomban
legtobbszor ,,siriiségi hipotézis” néven szoktik emliteni. A (8) sii-
riiségi hipotézis sok mas tekintetben is potolni tudja a Riemann-
sejtést, ezért az elmult évtizedekben igen nagy erdfeszitések tor-
téntek (teljességre vald torekvés nélkiil csak Carlson, Hoheisel,
Ingham és Titchmarsh nevét emlitjiik) a (8)-hoz hasonld tipusi
tételek bebizonyitdsara. A torténeti sorrendtdl eltekintve emlitsiik
mar itt ‘meg, hogy ez irdnyban az Osszes el6z6 eredményeket til-
szarnyalva a legmesszebbmen6 eredményt Turdn érte el, hatvany-
tsszegmodszere segilségével, amennyiben kimutatta (1. [54] és [92]),
/

e % <6:<1 és ¢,>0 allandok, hogy ha ¢, =g =1
és T=c,, akkor
(g) ® N(O, T) < Tﬂ(l—a’)ﬂ] _0-)1,1

A (9) egyenlédtlenséggel Turdn lényegében azt bizonyitotta be, hogy
(8) barmilyen kis &>0-ra érvényes, hacsak o elég kozel van 1-hez
és T elég nagy. Ez az eredmény a Turdn-féle hatvanyosszegmod-
szerrel eddig elért eredmények koziil talan a legjelentésebb ; a mod-
szernek azonban még szadmos lehetséges. alkalmazdsa nincs kidol-
gozva, €s igy varhat6, hogy a modszer még sok mas hasonlo
(vagy még nagyobb) jelent6ségii eredményhez fog vezetni.
Egyébként Turdnt a hatvinyosszegmddszer felfedezésére is a
siirliségi hipotézissel kapcsolatos vizsgalatai vezették. A [23] dol-
gozatban, ahol a hatvanydsszegmodszerr6l eldszor torténik emlités,
Turdn a (8) sejtést egy olyan hipotézisbél vezeti le, amely nem
szamelméleti jellegli, ugyanis tetszéleges komplex szamok konze-
kutiv hatvdnyosszegeire vonatkozik és olyan tipusu allitast tartal-

maz, hogy ha max |z, =1, akkor a > 2 hatvanyosszegek kozil
=1

i=t=n
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(v=m+1,m+2,...) nem lehet ,tal sok” konzekutiv hatvany-
osszeg ,,tal kicsi”.

Ez a felismerés vezette Turdnt a hatvanydsszegmodszerének
kidolgozasahoz. Mar a [23] dolgozatban bebizonyitott egy tételt, _
amely a fent vazolt tipusba tartozik és csak annyiban kiilonbozik
a felallitott sejtéstdl, hogy a » kitevd hosszabb intervallumon fut
végig, mint amit a sejtés megkivinna. A hatvanyosszegmodszer
igen jelentds alkalmazdsat tartalmazza a [31] dolgozat, amely a
Riemann-sejtés kovetkezd gyengébb véltozataval foglalkozik : létezik

A
vénynek (s——o—i—zt) csak véges sok gyoke van. Ezt a sejtést Turdn
(Kalmdr Ldszlo javaslatara) kvdzi-Riemann-sejtésnek nevezte el.
E dolgozatban Turdnnak sikeriilt a kvazi-Riemann-sejtéssel ekvi-
valens, a p" (p torzsszdm) komplex szamok véges Osszegeire vo-
natkozo feltételt megadnia.

Turdn tétele pontosan a kovetkezOképpen sz6l: a kvazi-
Riemann-sejtés ekvivalens azzal, hogy léteznek olyan ¢ =2 és
(0<p=1), tovibba A>0 és B>0 4llandok, hogy ha #>A és

g % = N,\<N,=N, akkor

olyan ¢, allandé ( _00\1) hogy a o> 6, félsikban a {(s) fiigg-

Nlo 100 A
(10) | 2 p<B-a—.

N=p=N,

Igen meglepd, hogy- a (10) egyenl6tlenségtol kevéssel kiilon-
bozd egyenlétlenségeket 7wurdnnak sikeriilt Vinogradov modszere
segitségével bebizonyitania: példaul a 2p* = Ze"losr Hsszegek he-
lyett a Yet(ogn? psszegekre sikeriilt neki (10)-tipust egyénl6tlen-

séget bebizonyitani, hacsak > =y=2 és y==1 (barmilyen kevéssel

kiilonbozik is y 1-t6l). S6t, még a Jeitlogr-ogloen’ (g == 0) alakii
Osszegeket is hasonloképpen meg tudta becsiilni, vagyis repdkiviil
kozel jutott a kvazi-Riemann-sejtéssel ekvivalens (10) egyenlot-
lenség beblzonyntasahoz Ezen tilmendleg azt is sikeriilt kimutat-
nia, — amit mar Landau sejtett — hogy nemcsak a primszamok
teljes sorozata és az Osszes C-gyokok kozott all fenn elvalaszt-,
hatatlan - kapcsolat, hanem ez a kapcsolat lokalizalhat6 is: ha egy
bizonyos véges intervallumban ismerjilk a primszamok elhelyez-
kedését, ebbdl kovetkeztethetiink arra, hogy a C—fuggvénynek van-
nak-e gybkel a kritikus sav egy blzonyos téglalapjdban és megfor-
ditva.
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A [31] dolgozatban centralis szerepet jatszanak Turdnnak a
hatvanytsszegekre vonatkozd tételei. E dolgozat tehat a konzekutiv
hatvanyosszegekre vonatkozd, Turdn éltal bebizonyitott tételek jelen-
t5s szamelméleti konzekvencidit tartalmazta. Turdn roviddel ezutan
felismerte, hogy ez a mddszer nemcsak a primszamelméletben,
hanem az analizis szdmos mas teriiletén is alkalmazhatd. Miel6tt
erre ratérnék, folytatjuk a modszer primszamelméleti alkalmaza-
sainak ismertetését. A [48] és [50] dolgozat médszere segitségével
egyrészt a primszamtétel maradéktagjara ad alsd becslést egyetlen
nem-trivialis {-gyok segitségével, ezaltal megoldva egy Littlewood
altal felvetett problémat (ez mindenfajta hipotézist6l mentes ered-
mény, hiszen a C-fiiggvénynek szamos, a kritikus egyenesen fekvé
gyokét ismerjiik); masrészt pedig a primszamtétel maradéktagjanak
felsé becslésébol a C-fiiggvény gyokmentes tartomanyéara kovetkez-
tet vissza, amivel Heilbronn és Ingham egy probléméjat oldja
meg. Ingham bebizonyitotta, hogy az tn. Lindelof-sejtésbél, mely

5

szerint tetszéleges rogzitett o-ra (—1—<0<1) L(o-it) mint ¢ fiigg-

vénye { tetszGleges kis pozitiv hatvanynal kisebb nagysagrendii, ko-
vetkezik a siiriiségi hipotézis. Turan a [74] és [77] dolgozatokban
kimutatta, hogy /nghamnek ez a tétele a hatvanyosszegmodszerrel
is bebizonyithatd, sot, ezen az tton tobb is adddik, mégpedig az,
hogy ha a Lindelof-sejtést csak a kritikus sav egy részében tesz-
sziik fel, abbol is bebizonyithato (8) a kritikus sav egy megfelel6
részére.*

A [86] és [94] dolgozatban ugyancsak ezzel a modszerrel
mutatja ki, hogy a siirliségi hipotézis ekvivalens egy hipotézissel,
amely bizonyos, a kritikus sdvban fekvo téglalapokon levo C-gyokok
szamdara- vonatkozik.

Osszefoglalva: Turdnnak sikeriilt hatvinydsszeg-mddszere se-
gitségével egy igen hatékony és teljesen 0j utat taldlnia a prim-
szamelmélet nagy megoldatlan problémaihoz, amely tton szimos
olyan nehéz ¢és mély tételt bizonyitott be, amelyek az eddig ismert
egyéb modszerekkel nem voltak niegkozelithetok.

Ezeknek az eredményeknek a horderejét és a lekiizdend6 su-
lyos - nehézségeket csak az tudja igazan felmérni, aki kozelebbrél
ismeri az analitikus szdmelméletet, amely kétségteleniil a matematika
‘egyik legnagyobb és legbonyolultabb apparatust igényld, de ugyan-
akkor egyik legvonzobb fejezete. Az az éles kontraszt, amely az

* A Riemann-sejtés helyességébdl a Lindelof-sejtés allitasa kovetkeznék,
megforditva azonban nem: a Lindelof-sejtés igaz lehet akkor is, ha a Riemann-
sejtés nem az.
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analitikus szamelmélet f6 problémdinak egyszerli megfogalmazha-
tésdga és a bizonyitasi technika bonyolultsiga kozott fennall, tel-
jesen egyediilallo. Az analitikus szamelmélet modszereinek nehéz-
sége sok matematikust visszarettent attol, hogy bekapcsolodjék
e kérdések kutatdsdba, ami pedig az emberi gondolkodas egyik
legizgalmasabb vaéllalkozdsa. A matematikusok tobbsége a konnyebb
,vadaszteriileteket” kedveli. Ezzel szemben, aki nem riad vissza
a nehézségektdl és eljut odaig, hogy az analitikus szamelméletben
elmélyedjen, azt szinte lenyfigbzi a problémakor érdekessége és
szépsége €s a matematika barmilyen mas dgaban mélyed is el ez-
utdn, djra meg tjra vissza fog térni a szamelmélet nagy megol-
datlan problémdihoz. Az ezekkel foglalkozé kutatok leginkabb talan
a legmagasabb csticsokra torekvd hegymdaszokhoz hasonlithatok.
llyen helyzetben az is Oriasi erOfeszitéseket igényl6 és minden el-
ismerést megérdeml6 teljesitmény, ha valaki néhdny 100 méterrel
magasabra tud feljutni az égbenynld sziklafalon, mint barki més
el6tte (akkor is, ha a cstcstél még mindig j6 darab vélasztja is el).
Az analitikus szamelmélet ember nemjarta csticsai koziil is kiemel-
kedik a Riemann-sejtés, amely azonban koriil van véve mas, szin-
tén égbenytild és nehezen megkozelithetd sziklacsticsok seregével
(mint pl. a Lindeloi-sejtés, a siirfiségi hipotézis, a konekutiv prim-
szamdifferencidk problémadja, stb.). Hogy a hasonlatot még egy
lépéssel tovabb kovessiik, azon sem lepOdhetiink meg, hogy azok
az uj modszerek és technikai vivményok, amelyeket a hegymaszok
az emlitett hegycsticsokra valo feljutisra torekedve kidolgoznak,
mds, kevésbé regényes, de gyakorlatilag jelentds célokra is ered-
ményesen. felhaszndlhatok.

Az analitikus szamelmélet appardtusanak rendkiviil nehéz volta
magyarazza meg azt, hogy 7urdnt Gij mddszere termésének leara-
tasaban eddig csak kevesen kovették. Meg kell azonban emliteni,
hogy a legutolsd években igen tehetséges tanitvdnya és kovetdje
akadt egy fiatal lengyel matematikus, Knapowski személyében, aki-
nek nemrégiben sikeriilt 7urdn modszere segitségével egy igen ne-
vezetes eredményt elérnie. Ismeretes, hogy Riemann emlitett dol-
. gozatdban egy heurisztikus gondolatmenet alapjan azt is allitotta,
hogy rr(x)—Lz'(x)<0, hacsak x>2; ezen allitdst a primszamtab-
fazatok x< 10°-ig igazoltdk. Ennek ellenére Litflewood 1914-ben
kimutatta, hogy Rzemann ezen allitdésa nem igaz, sw(x)— Li(x) vég-
telen sokszor jelet valt. Littlewood e tételét Landau haromkotetes
szamelméleti kézikonyvében az analitikai szdmelmélet egyik leg-
szebb gylimolcsének nevezte. Bizonyitdsa eredetileg tiszta existencia
bizonyitds volt; 6 maga és Skewes nevil tanitvdnya djra és djra
visszatértek e kérdéshez, hogy a bizonyitast tigy modositsak, hogy
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az egy effektiv numerikus felsékorlatot is biztositson sz(x)— Li(x)
els6 jelvaltasi helyére. Ez elészor Skewes 1955-ben publikélt dol-
gozatdban sikeriilt, Liftlewood ujabb  ideait is felhaszndlva. Mar-
most Knapowskinak nemcsak e tételt sikeriilt egyszeriibben igazol-
nia, hanem a 0<x<7 kozbe es6 jelvaltaisok szdamara az also
korlatot talalnia, mint 7 fiiggvényét, bizonytalan feltevések nélkiil.

Miel6tt a Turdn-féle hatvdnyosszeg modszer mas alkalmaza-
saira térnénk, néhany szoval vazolni szeretnénk a modszer lényegét.
Legyenek 2, 2,,...,2, tetszOleges 1 abszolut értékii komplex szd-

mok, by, b,, ..., b, tetszbleges komplex szémok, 2z;=—e™"%, b,—
= |b|-€ Y (k=1,2, ..., n). Vizsgiljuk meg az

(11) So= 2> b2k
k=1
hatvanyoOsszeget, ahol » pozitiv egész. Nyilvanvalo, hogy
(12) Sa" é Z: |bkl’
k=

Ha » értékét ugy vdlaszthatjuk, hogy a vg—yi (k=1,2,...,n)
szamoknak a legkozelebbi egész szamtol valdé tdvolsdgai egyide-

jiileg mind %’—nél kisebbek legyenek, ahol ¢>0 tetszéleges kis
7

szam, akkor — felhasznalva a minden valos f-re érvényes e —1| = |£]
egyenlétlenséget — adodik, hogy :

(13 8= 18 3|6

lesz. llyen » egész szamok, amelyeket nevezhetiink ,,egyenirdnyito”

értékeknek, hiszen az ilyen »-kre a b,z komplex szamok argu-
mentumai kozel egyenldek), azonban altalaban nem adhatok meg.
H. Bohr vette észre, hogy ha a b, egyiitthatok pozitivak, vagy az
1, ¢, ..., 9. szamok linearisan fiiggetlenek, akkor ilyen egész »
Dirichlet és Kronecker klasszikus tételei szerint mégis van és ennek
nevezetes alkalmazasait taldlta. A tovabbi alkalmazasoknak azonban
utjat allta egyrészt az, hogy a by-ra, ill. g-kra emlitett kikotések
legtobb esetben nem teljesiilnek, madsrészt, ha igen, akkor is a
megfelel6 »-k vagy egyaltalin nem lokalizalhatok vagy csak igen
gyengén. Turdn kiindulé észrevétele az volt, hogy azon alkalma-
zasi lehet6ségeknél, melyeknél Dirichlet és- Kronecker tételei nem
alkalmazhatok, legtobbszor (13)-ndl gyengébb als6 becslés is ele-
gend6; kiinduldsi feladatul tehat azt tiizte ki, (13) milyen alsé
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becslésekkel helyettesithetd, amelyek ,siiriin” fekvoé egész v-kre
teljesiilnek a b és ¢, szamokra tett korlatozasok nélkiil. E fel-
adatok persze a szandékolt alkalmazdsoktol is fiiggenek; mégis
azt taldlta, hogy ezek nagy szdma két alaptételre redukalhato. Ezek
koziil az elsé a kovetkezOképpen szél: Ha n=2 és m tetszdleges

egész szamok, - b, b,, ..., b, tetszbleges komplex szamok és
Zi, 22y - ., 2o Olyan komplex szamok, amelyekre min |2,/ =1, akkor
1=k=n
. " f e Ty
(14) max Zb,z,‘- ;Ll‘*"”‘“,
m+1=r=m+n |j=1 An. m

ahol A, ., csak n-tol és m-t6] fiiggd pozitiv allando. Zurdn azt

bizonyitotta be, hogy (14) érvényes A, , = [M

nemrégiben Makai Endre €és tble fiiggetleniil, valamivel késdbb

n-1
N. G. de Bruijn kimutattdk, hogy (14) igaz An,,,,~—_~22’(m;’_l
=0
mellett is, és ez az eredmény mdr nem javithatd, tehat ennél tet-
szblegesen kevéssel kisebb konstanssal (14) mar nem érvényes
altalanosan. (Az alkalmazadsok szempontjabol persze nem a kons-
tans pontos értéke, hanem csak a nagysagrendje a dontd.)

Turdn masodik fotétele szerint, ha n=2 és m tetszbleges
pozitiv egész szamok, b, b,,..., b, tetszbleges komplex szamok
és 2,,2,...,2, tetszbleges olyan komplex szamok, amelyekre
max |z;| =1, akkor

1=k=n

mellett;

n

)
. b;z;

n

(15) max

m+l=v=m+n

! n q I
= segrrm) oo+

(A (15) jobboldalan all6 faktor kozel van a legjobbhoz, amennyi-

ben 8e biztosan nem pédtolhatd %—ﬁél kisebb dllandéval.) Kiilon
figyelmet érdemel a b, = b,=---=b,, m=0 specidlis eset. Erre
az esetre Turdn azt. mutatta ki (tovabbra is a max|z:|—1 feltétel
mellett), hogy 1=h=n

|*on
(16) max log2

L g
J
1=y=n |7

Jj=

24
J=1

=

1 5
el il

n

Azt, hogy (16) jobboldaldra Turdn eredeti —,11— also korlatja helyett,
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bizonyitdsdnak egy mddositdsdval B& nagysagrendii alsé korlat

irhaté, elsének Erdds Pdl vette észre. Késébb N. G. de Bruijn

& S. Uchiyama kimutattdk, hogy (9) jobboldalal"lgo‘%? rendii

korlattal is poétolhaté. Turdn azt sejtette, hogy (9) jobboldala egy
n-t6l fiiggetlen ¢ pozitiv alland6val helyettesitheto; ezt legiijabban
sokak sikertelen probalkozasa utidn Atkinsonnak sikeriilt bebizonyi-

tania, mégpedig c-re az —(13— értéket taldlta.

Turdn tobbi eziranyt tételeit illetdleg utalunk konyvére [67]
€s a [44], [63], [78], [87], [96] dolgozatokra, tovabba Turdn Pdl
és T. Sos Vera [81] dolgozatdra. Csak azt jegyezziik még meg,
hogy mig az emlitett két fotétel ngy jellemezhetd, hogy a

5y r ak . T ’
max | > b;z}| mennyiséget a min |z, ill. max |z;| ,,normak-
1==n

nHl=r=min |j=1 1=j=n ==
kal” becsiili meg alulr6l, 7urdn tovabbi alkalmazasokat szem el6tt
tartva mas normakat is vizsgélt, pl. az éltala N. Wiener-norménak

n 1/2
nevezett (Zjbjizgzy-}z") normat. Foglalkozott tovdbba ujabban
=1 =
Z b;z;
N\ 'i=1

helyett max Re (ijz_}'J-re ad pozitiv alsé korlatot, (illetve

J=1

Turdn egyoldalu egyenl6tlenségekkel is [116], azaz max

min Re (Z b,v.z_}')—re negativ fels6 korlatot) azon megszoritas mel-
=1

lett, hogy a z; szamok egy |arg z;|=c >0 szogtérben helyezkednek
el. Knapowski emlitett eredménye ezen a tételen alapszik.

Amint az elmondottakbol latszik, Turdn tételei tulajdonképpen
a diofantikus approximacié elméletébe tartoznak és ezen elmélet
egy uj fejezetét alkotjdk. A modszer alkalmazasi teriilete viszont
az analitikus szdmelmélet miellett az analizis szamos agéara terjed ki,
és ezért teljesen jogosult a mddszert — amint azt Turdn konyvé-
nek cimében teszi — az analizis egy 1Uj modszerének nevezni,
amelynek lényege éppen a diofantikus approximacio elméletébe
tartozo tételeknek az analizisben vai6 alkalmazaséban all. A Turén-
modszer analizisbeli alkalmazésai koziil a kovetkezoket emlitjiik meg.

Kvézianalitikus fiiggvények elmélete [29], [91]; a D. Bernoulli
—Lobacsevszkij—QGraefte-féle gyokkozelitd eljards [55], [65], [79];
differencidlegyenletrendszerek stabilitisanak, ill. instabilitasanak el-
mélete [82], [110]; hézagos hatvanysorok és Dirichlet-sorok eimé-
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lete [61]; trigonometrikus és majdnem-periodikus polinomok érték-
készleteloszlasa, specialisan gyokeinek eloszldsa [40], [112]. Az al-
kalmazési teriileteknek ez a széles skdldja képet ad a modszer
horderejérol. '

B) A B) csoportba sorolt szimelméleti dolgozatok rovid mél-
tatdsat Turdn Pdl doktori disszertaci6javal [3] €s ahhoz kapcsolodo
dolgozataival [4], [5] kezdem.

Disszertaciojaban Hardy és Ramanujan azon nevezetes, 1917-
bdl szdrmazé tételével foglalkozik, mely szerint az 1,2,..., N sza-
mok koziil o(/N) szam Kkivételével minden szamnak koriilbeliil
loglog N szamu, pontosan

loglog N—o(N))/loglog N és loglog N+ o (N))loglog N

kozé es6 szamu kiilonbozd torzstényezdje van, ahol m (V) tetszo-
leges lassan végtelenhez tarté fiiggvény. Hardy és Ramanujan
e tételre igen bonyolult bizonyitast adtak. 7Zurdn disszertaciéjaban
két igen egyszerii bizonyitdst ad erre a tételre: az elsd teljesen
elemi (a masodik a {-fliggvény elméletén alapuld -analitikus bjzo-
nyitds). Ezzel az elemi bizonyitdssal aratta Turdn els6 jelentds
nemzetkozi sikerét (amelyet azota annyi sok mds siker kovetett);
ez mutatkozott meg pl. abban is, hogy bizonyitdsat Hardy és Wright
tovabbd Hua és Kubilius szamelméleti konyviikbe is felvették. Az
elemi bizonyitas tulajdonképpen valdsziniiségszamitasi meggondo-
lason alapszik. Jelolje U(n) az n szam kiilonboz6 torzstényezdinek
szamat; Turdn bizonyitdsa a valdsziniiségszamitds terminolégia-
javal ugy fogalmazhatd, hogy kiszamitja (aszimptotikusan) az
U(1), U(2), ..., UN) szamsorozat atlagat és szordsat és azutan
a Csebisev-féle egyenlotlenség alkalmazdsaval egycsapasra nyeri
a Hardy—Ramanujan-tételt. 7urdnnak ez a bizonyitisa a valdszi-
niiségszamitasi modszerek azota kibontakozott szamelméleti alkal-
~mazasainak egyik legelsd sikere volt; ezen az sem valtoztat, hogy
Turdn ezid6tajt még nem ismerte fel, hogy itt valéjaban valdszi-
niiségszamitasrol van sz6. 7urdnnak ezzel a modszerével rokon
az a modszer, amelyet az utobbi években Ju. V. Linnik fejlesztett
ki és amelyet 0 ,,sz0rds”’-modszernek nevez. E modszerrel Linnik
igen jelentés eredményeket ért el, példaul bebizonyitotta, hogy
minden elég nagy szam elballithatd, mint két négyzetszim és egy
primszam Osszege.

Turdn modszere lehetové tette a Hardy—Littlewood-tétel mesz-
szemend Aaltaldnositasat, additiv szdmelméleti fliggvények egy széles
osztalydra, tovabba az U(n)-fiiggvény helyett az U(P(n)) szamelmé-
leti fliggvényre, ahol P(n) egy egészegyiitthatés polinom. Turdn
bizonyitdsa azon vizsgédlatok egyik kiinduldépontja volt, amelyek az

16 Matematikai Lapok



242

additiv szamelméleti fiiggvények értékkészlet-eloszlasat a valdszinii-
ségszamitds modszereivel vizsgdljdk. E témakorbdl csak Erdds és
Kac kovetkezd tételét emlitjilk meg: Jelolie Fy(x) azon n=N ter-
“mészetes szamok szamat, amelyek kiilonb6z6 primfaktorainak szama
kisebb, mint loglog N-x}loglog N, ahol x tetszOleges rogzitett
valés szam, akkor

(17) tim P g
ahol (D(x)—V: J e 2dt a normdlis eloszlas eloszlasfiiggvénye

(az un. Gauss-féle fiiggvény). A [95] dolgozatban ki van mutatva,
hogy Erdds és Kac ezen tétele az el6zéleg ismert blzonyltasoknal
1ényegesen egyszeriibben bebizonyithaté azzal a masodik (analitikus)
bizonyitdsi modszerrel, amelyet disszertacidjdban Turdn a Hardy—
Ramanujan-tételre megadott Ez a bizonyitasi modszer még tobbet
is ad, mint az Erdds—Kac tételt, ugyanis kombindlva Turdn ana-
litikus modszerét a valoszmusegszamltasbol ismert Esseen-féle tétellel
(err6l késébb még lesz szd), sikeriilt a [95] dolgozatban bebizonyi-
tani Le Veque-nek azt az addig bizonyitatlan sejtését, hogy x-ben
egyenletesen

(18)

FV(X) q)(x)+ (%)
N Jloglog N
A maradéktag-becslés (18)-ban tovabb nem javithaté. Turdnnak ez
az analitikus modszere még sok kiakndzatlan lehetdséget rejt ma-
gaban.*
A [33] dolgozatban Turdn a kovetkezd, rendkiviil meglepo
tételt bizonyitja be: vizsgaljuk a Riemann-féle {-fiiggvény Dirichlet- .

sordnak részletosszegeit, vagyis az U,(s) =1 +§+ «+s +— véges
n

Osszegeket; ha van olyan n,, hogy ha n=n,, akkor az U.(s)
fiiggvények nem tiinnek el a o>1 nyilt félsikban, akkor igaz a
Riemann-sejtés. Turdn e tételt még tovdbb élesitette a [112] és
legujabban a [122] dolgozataban, amennyiben kimutatta, hogy a
Riemann-sejtés mar abbdl is kovetkezik, hogy U, (s) bizonyos sav-

* Erdds Pal és e sorok irdja ,Probabilistic methods in number theory”
cimti, jelenleg kidolgozas alatt allé konyvében elsGsorban ezaton igyekszenek
egységes modszerrel targyalni az additiv szamelméleti fiiggvények értékkészlet-
eloszlasanak altalanos eiméletét.



243

ban nem tiinik el, és kimutatta, hogy ez a tétel bizonyos értelem-
ben meg is fordithatd. Ezek az eredmények egészen vdratlan és
igen sokatigéré 1j utat nyitnak a Riemann-sejtés vizsgélatara. A [112]
dolgozatban szerepel az az igen érdekes megjegyzés, hogy a C--
fiiggvény egyértelmilen jellemezhet6 azaltal, hogy Dirichlet-sora
egyiitthatéi monotonok és Euler-tipusu szorzateldallitissal rendel-
kezik. Ez azért lényeges, mert a C-fiiggvény masok altal adott
jellemzései mind a C-fiiggvény fiiggvényegyenletével voltak kap-
csolatosak.

Turdn behatban foglalkozott a szdmtani sorok primszdmaival
és ezzel Osszefiiggésben a Dirichlet-féle L-fliggvények elméletével is
([11], [19], [26] és [111]). L-fiiggvényeknek nevezik a o>1-re

(19) L(s, ) = ;"f 2(1)

n

alaka Dirichlet-sorral eléallithato fiiggvényeket, ahol y(n) egy
karakter egy k>1 természetes szdmra mint modulusra vonatkozo-
lag. Az dltaldnositott Riemann-sejtés szerint, amelyet Piltz fogal-
mazott meg eldszor, az L-fliiggvények egyikének sincsenek gyokei
a 0>1/2 félsikban.

E sejtés ugyanazt a szerepet tolti be a primszdmok szdmtani
sorokban vald eloszlasanak elméletében, mint az eredeti Riemann-
sejtés az osszes primszamok eloszldsdnak vizsgédlatidndl. Turdn az
L-fiiggvényekre vonatkozé eredményei mind az dltaldnositott Rie-
mann-sejtés koriil forognak. Egyrészt e sejtés kovetkezményeit vizs-
gdlta, példaul 1937-ben bebizonyitotta, hogy e sejtésb6l kovet-
kezik Erddsnek az a sejtése, hogy egy irracionalis ¢ szam prim-
szamszorosai (azaz a 2«, 3e, 5¢, ..., pe, ... szamsorozatok) mod 1
egyenletes eloszlastak; ezt késébb /. M. Vinogradov' minden sejtés
nélkiil igazolni tudta. Egy masik eredménye a szamtani sorok leg-
kisebb primszamaira vonatkozik; kimutatja, hogy ,,majdnem minden”
kn+r(n=1,2,...;(k r)=1) szamtani sorban (azaz o(¢(k)) szam-
tani sor kivételével) a legkisebb primszam kisebb, mint ¢ (k)(log k)4
ahol A>2 tetszbleges éllandd. Azéta Linnik minden sejtés nélkiil
bebizonyitotta, hogy az emlitett szamtani sorok mindegyikében a
legkisebb primszam kisebb, mint kB, ahol B egy pozitiv allando.
A [26] dolgozatban (Linnikkel egyidejiileg, de t6le nyilvdn teljesen
fiiggetleniil) elsének taldlt az L-fiiggvények gyokeire statisztikus
jellegii Carlson-tipust tételeket (bizonyitatlan feltevések nélkiil).
Az ilyen tipust tételek jelent6ségének érzékeltetésére csak két
példat emlitiink meg: Linnik a szémtani sorok legkisebb prim-
szamara vonatkozd tételét éppen egy ilyen tipust, az L-fiiggvények

16*
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gyokeire vonatkozé statisztikus tétel segitségével bizonyitotta be
(Linniknek erre az L-fiiggvényekre vonatkozo tételére Turdn nem-
régiben hatvanyOsszegmodszere segitségével 1, sokkal egyszeriibb
bizonyitast adott). Egy masik példa: e sorok irojanak arra a
tételre adott bizonyitasaban, hogy létezik olyan K univerzilis al-
land6, hogy minden n természetes szam el6allithato n—=p-+P
alakban, ahol a p primszam és P legfeljebb K primtényezjii szam,
szintén lényeges szerepet jatszott egy, az L-fiiggvények gyokeire
vonatkoz6 statisztikus tétel, melyet a Linnik-féle ,nagy szita”
tovabbfejlesztésével sikeriilt igazolnia.

Igen jelentések 7urdnnak Erdds Pdllal kozos, szédmsorozatok
egyenletes eloszlaséra vonatkozo eredményei, amelyek Osszefiiggnek
Turdnnak egyrészt szamelméleti, masrészt az analizisre, kiilondsen
az interpolacidra és a polinomok elméletére vonatkozo vizsgdlatai-
val. A [38] és [45] dolgozatokban egy polinom gyokei argumentu-
mainak egyenletes eloszldsira a polinom abszolit értékének egy
koron felvett maximuméabol kovetkeztetnek. (Elozéleg, a [20] dol-
gozatban egy csupa valds gyokii polinom gyokeinek eloszlasdra a
polinom abszolat értékének a gyokoket tartalmazd intervallumon
felvett maximumabol kovetkeztettek.) A komplex gyokii polinomok
gyokei argumentumanak eloszlasara vonatkozo egyik eredményiiket
(I. [38]) egy szamelméleti jellegli eredménybdl vezetik le, amely a
hires Weyl-féle tétel ,végesitését” tartalmazza. Mint ismeretes,
H. Weyl bebizonyitotta, hogy ha az x,, x;, ..., x;,... valés szam-
sorozat azzal a tulajdonsaggal bir, hogy bevezetve a

n

(19) Sl =2 e
j=1
jelolést, minden k természetes szdmra
(20) tim 520 _q
akkor az x; szamsorozat med 1 egyenletes eloszlast, vagyis A, (y)-
nal jelolve az x;, x,, ..., x, szdmok koziil azok szdmat, amelyek
tortrésze a [0, y] intervallumba esik, minden y-ra 0=y=1)
21 lim é%}i)zy. :

Mérmost Erdds és Turdn csak véges sok S.(k) (k=1,2,...,m)
Osszeget vizsgalnak rogzitett n-re €s bebizonyitjak, hogy ha ezekre
megfelel6 becsiés ismeretes, abbdl az x,, x, ..., x, véges szamso-
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rozat mod 1 vett eloszldsanak ,,nagyjabol’’ egyenletes voltira kovet-
keztethetiink.

Erdemes ramutatni e tétel valdszintiségszamitdsi vonatkozd-
saira. A Weyl-tétel analog a karakterisztikus fliggvényekre vonat-
kozd, a valoszinfiségszamitdsbol jol ismert folytonossagi tétellel,
amely szerint, ha eloszlasok egy sorozatanak karakterisztikus fiigg-
vényei egy ¢(f) karakterisztikus fiiggvényhez konvergalnak, tigy az
eloszlésok maguk is konvergdlnak ahhoz az eloszlashoz, amelynek
karakterisztikus fiiggvénye éppen ¢(f). Ismeretes tovabba a karak-
terisztikus fliggvényekre vonatkozo6 folytonosséagi tételnek egy ,,vége-
sitett” alakja: ez éppen a mar fentebb emlitett Esseen-féle tétel.
Maérmost Erdds és Turdn elébb emlitett tétele ugyanigy viszonylik
az Esseen-tételhez, mint ahogy a Weyl-tétel viszonylik a karakte-
risztikus fiiggvényekre vonatkozo folytonossagi tételhez. Ez az ossze-
fliggés Erdos és Turdn emlitett tétele és Esseen tétele kozott koze-
lebbi vizsgdalatot érdemelne.

Erdos és Turdn emlitett eredményét egymastol fiiggetleniil
Koksma és Sziisz Péter a tobbdimenzids esetre is Kkiterjesztették.
A tétel ezen altalanositdsanak Turdn Pdl Egervdry Jendvel egyiitt
([53], [56]) rendkiviil meglepd alkalmazasat adta a kinetikus gaz-
elmélet egy (elozOleg mar H. Steinhaus altal vizsgalt) kérdésére.
Arrol van itt sz6, hogy megadhatdk egy edénybe zart gdznak olyan
aritmetikai modelljei, ahol az dsszes molekuldk kezdeti helyzetének
megadasa alapjdn ezek helyzete és sebessége barmely kés6bbi id3-
pontban egyszerii explicit képlettel irhato le, ugyanakkor viszont
a gaz egészére vonatkozo, a kinetikus gazelméletben valdsziniiség-
szamitdsi meggondolasokkal igazolt statisztikus torvényszeriiségek
e modellben az emlitett explicit képletek és a diofantikus approxi-
macio-elmélet emlitett eredményei alapjan kozvetleniil verifikalhatok.
Ez az eredmény matematikai érdekességén tiil ismeretelméleti szem-
pontbol is figyelemreméltd és rendkiviil alkalmas bizonyos, a sta-
tisztikus természettorvényekre vonatkozd, meglehetdsen széles korben
elterjedt téves elképzelések megcéfolasara.

Egyébként a diofantikus approximacidelmélet eredményeinek
fizikai alkalmazdsa nem annyira szokatlan jelenség, mint elsé pil-
lantasra latszik. Igy peldaul Bohl, aki Sierpinski-vel és Weyl-el
nagyjabol egyidejiileg és’ toliik fuggetlenul bebizonyitotta 1910-ben,
hogy minden irraciondlis szdm egészszamiu tobbszorosei mod 1
egyenletesen oszlanak el, “ebb6l az eredményb6l az égi mechani-
kaban a 3-bolyg6jii rendszerekre vonatkozdlag fontos kovetkezteté-
seket vont le. Ha még azt is figyelenibevessziik, hogy a szoban-
forgo tétel az «,2e, ..., ne, ... szamsorozat mod 1 egyenletes el-
oszlaséarol tulajdonképpen a Birkhoff-féle ergodtétel specialis esetét
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alkotja, nyilvdnvalova valik, hogy ezen eredményeknek a statisztikus
fizikaval valo szoros kapcsolata van. Turdn €s Egervdry dolgozataban
azonban az a lényegesen 1j mozzanat, hogy nem hatarértéktételeket,
hanem a véges esetre vonatkozo egyenl6tlenségeket hasznalnak fel.

Szép példdja ez annak, hogy a matematika legelvontabbnak
latszo fejezeteit is szamtalan szl fiizi 0ssze a matematika alkal-
mazésaival és a matematikdnak a keletkezésiikkor kizardlag elmé-
leti jelentdségiinek latszo 0j eredményeinél is szinte biztosan sza-
mithatunk arra, hogy azokat a gyakorlatban elébb vagy utébb fel
lehet majd hasznalni. Igen j6l példdzza ezt a Turdn-féle hatvany-
osszegmodszer esete. Mint lattuk, e modszer felfedezésére Turant
a Riemann-sejtés koriili vizsgdlatai vezették; kés6bb azonban 6
maga fedezte fel, hogy e modszernek a gyakorlat szempontjabdl is
jelentds alkalmazasai adhatok meg a differencialegyenletek elméle-
tében és a numerikus matematikaban. Itt emlitjiik meg, hogy leg-
ujabban Turdn modszerét (kozelebbrél a (16) egyenlbtlenséget,
illetve annak Atkinson altal adott élesitését) sikerrel alkalmazta
matrixok legnagyobb sajatértékének kozelitd kiszamitdsdra, amely
feladat, mint az kozismert, szdimos mfiszaki és kozgazdasagi prob-
lémaban dontd szerepet jatszik. :

Nem beszéltiink még Turdn szamos mas érdekes szamelmé-
leti eredményérdl, igy nem beszéltiink Erdds Pallal kozos [2], [T],
[8], [9], [25] és [36] dolgozatairdl, sem a Fermat-sejtésre vonatkozo
[52] és [75] dolgozatairdl, sem az Erdds Pdllal és Sziisz Péterrel
kozos [100] dolgozatardl. A rovidség kedvéért csak a [9], és a [100]
dolgozatokr6l szélunk néhany szo6t, bar a tobbi is igen figyelemre-
mélto. A [9] dolgozat van der Waerden egy nevezetes tételéhez
kapcsolodik és olyan természetes szamokbdl all6 a, <a,<---<ar <N
szamsorozatokkal foglalkozik, amelyekbél béarhogy valasztva ki
harom tagot, ezek nem alkotnak szamtani sort, azaz nincs kozot-
tik harom olyan a;, a;, a; elem, amelyekre a;- ax=2a;, és kor-
latot ad az ilyen sorozatok tagszdmanak maximumara. Azt az ér-
dekes sejtést allitjdk fel, hogy ha e maximum r;(N), akkor
lim wxo. Ezt a sejtést az6ta Roth bizonyitotta be. A [100]
N>+t
dolgozat kérdésfeltevése bizonyos mértékig analég a Turan-féle
hatvanysszeg-modszer problematikdjaval, mert — mas kérdésnél
ugyan, — de szintén lokalizaciéra vonatkozik. Ismeretes, hogy
minden e irraciondlis szamhoz végtelen sok olyan (x, y) egész sza-
mokbdl 4ll6 szampar adhaté meg, hogy

X
s

(22)

A
T és Xy :],
3 ( y)_
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ahol A>1/2; ugyanis, ha % az « szam reguldris lanctort kifejté-

sének egy kozelitd tortje, akkor (22) teljesiil. Béarmely (1/2-nél
kisebb) A>0 allandé mellett is a (22) diofantikus egyenl6tlenség-
nek végtelen sok megolddsa van, ha nem is minden, de majdnem
minden valds e-ra. Mdrmost a szobanforgd dolgozat azt a kérdést
vizsgdlja, hogyan lehet lokalizdlni a (22)-ben szerepld y szamot,
pontosabban mikor lehet adott N mellett N és c¢N kozott (c>1)
talalni olyan y szamot, amelyhez yan olyan x, hogy (22) fennall ?
c
11-¢?
jeloli a (0,1) intervallum azon e valés szdmai halmazédnak mérté-
két, amelyekre ez lehetséges, akkor

A dolgozat egyik eredménye szerint, ha 0<A< és mx(4A,c)

(23) lim my(A, ¢) = 148 logc.

9
N>+ &

A szerzok azt sejtik, hogy mx(A, c¢) hatarértéke minden A>0 és
¢>1 esetében létezik.

Messze vezetne, ha felsorolndnk mindazokat a szakkonyveket,
amelyek a szdmelmélet jelentds eredményeinek sordban részletesen
foglalkoznak Turdn tételeivel. A sok koziil csak az Enzyklopddie
der Mathematischen Wissenschaften Loo-Keng Hua éltal irt anali-
tikus szamelméleti fejezetet, E. C. Tifchmarsh a zetafiiggvényrol irt
nagy monografidjat, K. Pracharnak a primszamelméletrdl irt kony-
vét, J. W. S. Cassels, a Cambridge Tracts-sorozatban megjelent, a
diofantikus approximaciorél sz6l6 konyvét, M. Kacnak ,,gtatistical
independence in probability, analysis and number theory” c. konyvét
emlitjiik meg.

C) Attériink Zurdnnak az interpoldcio és a mechanikus kvad-
ratara kérdéseivel foglalkoz6 dolgozatai ismertetésére. E témakorrel
Turdn kétségteleniil Fejér Lipot hataséra kezdett foglalkozni. Turdn
és Erdds 1938-, 1940-ben harom egymashoz csatlakozd jelentds
dolgozatot kozoltek az Annals of Mathematics-ban ([10], [16], [22]).
Hogy e dolgozatok eredményeit ismertetni tudjuk, néhany defini-
ciot és jelolést bocsatunk el6re. Legyen X1, X2, ..., Xm tetszbleges
n elemii pontsorozat a [—1, 4 1] intervallumban (n=1,2,...).
Az X={Xu, Xn2, ..., Xun; n=1,2, ...} pontrendszert az interpola-
cié alappont-rendsZerének nevezziik. Legyen

(24) 0,(x) = g (x—xu;)
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és

®,(X) ;

(25) L,;(x) D%y (=12,...,n).
Az [,;(x) fiiggvényeket a Lagrange-interpolacié alapfiiggvényeinek
nevezziik. Legyen f(x) a [—1, + 1] intervallumban definialt fiigg-
vény. Az f(x) fiiggvénynek a X alappontrendszerre vonatkoz6 n-
edik Lagrange-interpolacioés polinomjanak azt az L.(f; X) (n—1)-
edfoku polinomot nevezziik, amely az X, ..., X,, pontokban meg-
egyezik f(x)-szel; ez a polinom

(26) L(F3 X) = 2 f()y )

alakba irhato.

A lineédris operdciok dltalanos elméletébdl ismert Banach—
Steinhaus tétel szerint annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
egy megadott x,-ra az L.(f; x,) szdmsorozat minden folytonos f(x)
fiiggvény esetében konvergaljon f(x,)-hoz, az, hogy az

@1) Ay = 3|15

szamsorozat korlatos legyen; ez a szdmsorozat azonban semmilyen
X alappontrendszer mellett nem korlatos minden x-ra (—1<x,<
<-+41) sét, az

(28) - A,= Max A.(x)

“1=r=41

un. Lebesgue-dllandok legaldbb log n rendben tartanak végtelenhez.
A Lagrange-interpoldci6 a kozonséges konvergencia tekintetében
tehdt ,,rossz”. A Fourier-sorokkal valé analégia kézenfekvové teszi
azt a kérdést, hogyan viselkednek a Lagrange-féle interpolacids
polinomok a négyzetes atlagkonvergencia szempontjabdl, vagyis,
hogy igaz-e minden folytonos f(x) fiiggvényre (esetleg még tagabb
fiiggvénycsalddokra), hogy :

(29) lim f(f(x)—L,, (f; x)y'dx=0.

Erdds és Turdn elsé cikkiikben bebizonyitottdk, hogy ha alappont-
rendszerként egy-pozitiv alsé korlattal biré integrdlhatd sulyfiigg-
vényii ortogonalis polinomrendszer gyokeit valasztjdk, melyek spe-
cialis esetekben mar Gauss és Jacobi vizsgalataiban szerepelnek,
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akkor (28) minden folytonos, sé6t minden korlatos és Riemann-integ-
ralhatd f(x) fiiggvényre érvényes. Meglepd, hogy e kérdést el6zbleg
nem vizsgaltdk meg. (29)-bdl kovetkezik, hogy

+1

+1
lim | L.(f, x)dx=ff(x)dx
n—>+0m

- =1
tehat (29) egyben altalanositésa Stieltjes, Fejér, Polya, Szegd és
masok, a mechanikus kvadraturara vonatkozo tételeinek is.

Az interpolaci6 elméletében altaldban az interpolacié alap-
pontjai vannak adva és vizsgaljak a kapott polinomok tulajdonsa-
gait. Fejértél val6 azon észrevétel, hogy bizonyos esetekben az
interpoléacio alapfiiggvényei az alappontok explicit ismerete nélkiil
is tanulmanyozhatok és éppen ezekbdl vonhaté le elegansan kovet-
keztetés az interpolacid alappontjainak eloszldsara. Igy adott pl. ,
par soros bizonyitast azon tételre, hogy az n-edik Legendre-polinom
két konzekutiv gyokének tdvolsdga =&, hacsak n>n.(¢). Erdds és
Turdn a [16] és [22] dolgozataikban ezen gondolatot a véges in-
tervallumon egy sulyfiiggvényre ortogonalis polinomok altalanos
elméletévé egészitették ki. E targyaldsmod kiilonosen a gyokelosz-
las vizsgalataban vezetett mas tton eddig el nem ért eredmények-
hez ; igy pl. megmutattdk, hogy ha a p(x) stlyfiiggvény (—1, + 1)-
ben folytonos és itt p(x)/1—x*=M >0, akkor a p(x)-re ortogo-
nalis n-edik polinom gyokeit x,, = cos %, alakban irva n> M,(¢)-ra
az ¢ =9 =m—e¢ kozben n(Pn, 11— Fn,2) — 7.

A [79] dolgozatban Erdds és Turdn azt az altalanosan elter-
jedt nézetet cafoljak meg, hogy a Lagrange-interpoldcié konver-
gencia-tulajdonsidgai szempontjab6l kizdrélag a (28) Lebesgue-
konstansok nagysdgrendje a mérvadd. Megmutatjdk, hogy kiilonb-
séget kell tenni ,durva” és ,finom” konvergenciatulajdonsagok
kozott, és bar az elsé csoportba tartozd tulajdonsagok valdéban
csak a Lebesgue-konstansoktol fiiggnek, azonban a masodik cso-
portra ez nem all. Igy példaul, ha

. log A,
{32) ,‘]iTm log n

= O<p<l)

akkor, mint Fejér megmutatta, ha f(x) y-rendii Lipschitz-feltételnek
tesz eleget, ahol y> g, az f(x) fiiggvényre a Lagrange-interpolacio
egyenletesen konvergens; marmost Erdds €s Turdn kimutatjék,

hogy ha y<%§, akkor minden (32)-nek eleget tevd alappont-
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rendszerhez van olyan f(x) y-adrendii Lipschitz-feltéteinek eleget
tevd fiiggvény, amelyre a Lagrange-interpolacié nem konvergens;

‘ezzel szemben, ha #>y > ﬂ-{‘&: 50 akkor az X matrix finomabb tu-
lajdosagaitol fiigg, hogy minden y-adrendii Lipschitz-feltételnek
eleget tevd fiiggvényre egyenletesen konvergens e a Lagrange-inter
polaci6, vagy nem.

A [80], [90], [98], [101], [102], [105], [106] (ma sem lezart)
dolgozatsorozat, amelynek egyes dolgozatait Turdn Sardnyi Jdnos-
- sal, Baldzs Jdnossal, ill. Egervdry Jendvel egyiitt irta, az tn. héza-

gos vagy (0, 2) interpolaciéval foglalkozik. Ismeretes, hogy az un.
Hermite-interpolacional olyan polinommal kozelitiink meg egy adott
f(x) fiiggvényt, amelynek, amellett, hogy az alappontrendszer
X, Xn2, - .., Xan PONtjaiban megegyezik a fiiggvénnyel, ugyanezen
pontokban az elso (vagy az els6é r konzekutiv) derivaltjanak értéke
*is el6 van irva. Turdn marmost azt a természetes kérdést vetette
fel, (amelyet meglepd modon el6z6leg nem vizsgéltak meg alapo-
san, bar a kérdés mar Birkhoff és Polya egy munkajaban fel
lett vetve), hogy milyen tulajdonsdgai vannak annak az interpola-
cios eljarasnak, amelynél a fiiggvényérték mellett csak a masodik
derivalt értékeit irjuk eld, az els6 derivdltét viszont nem. Kideriilt,
hogy bizonyos értelemben az a legmegfeleldbb alappontrendszer,

amikor az X,i, X2, ..., Xxn pontok az (1—x*)P;_1(x) =0 egyenlet
gyokei, ahol P,(x) az n-edik Legendre-polinom. Ez esetben, ha n
paros, barhogy irva elé az X.i, X2, . . ., X.n pontokban a fliggvény-

értékeket és a madsodik derivalt értékeit, létezik egy és csak egy

legfeljebb 2n—1-rendii polinom, amely e feltételeknek eleget tesz

[80]; e polinom explicit alakban elballithaté [90]; ha f(x) olyan

differencidlhato fiiggvény, amelynek derivaltjanak o(f) folytonossagi
h

modulusara az Jme dt integral véges és a masodik derivéltakra

0
eloirt értékek o(n) nagysagrendiiek, akkor az emlitett interpolacios
polinomok egyenletesen konvergdlnak f(x)-hez [98]. E vizsgalatok
eredményeinek a szerz6k a Sturm—Liouville tipusi mésodrendii
differencidlegyenletek elméletében vald alkalmazasat helyeztek kild-
tasba.

A [102] és [105] dolgozatok a Legendre-, Laguerre- és Her-
mite-polinomok gyokeib6! all6 alappontrendszerek ujszerii jellem-
z6sét tartalmazzak, az interpolaciés polinomok sfabilitdsi tulajdon-
sdgai segitségével. Kideriilt, hogy az emlitett klasszikus alappont—.
rendszerek bizonyos tekintetben optimalisak. A ,stabilitads’ itt tgy
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értend6, hogy ha az el6irt fliggvényértékeket legfeljebb &-nal meg-
valtoztatom, tigy az interpolaciés polinom az egész intervallumban
egyenletesen legfeljebb e-nal valtozik meg, ami a numerikus sza-
mitdsok szempontjabol nyilvanvalo jelentOséggel bir. Az emlitett
dolgozatok azon stabilis interpoldcios eljarasok jellemzésével és
tulajdonsagaival foglalkoznak, melyek a ,leggazdasagosabbak”
abban az értelemben, hogy az alapfiiggvények fokszamainak Osz-
szege minimdlis. Kitiinik, hogy a minimélis fokszdmot (amely a
(—1, 4+ 1) intervallum esetében 2(n—1)?% a (0, o) intervallum esetén
(n—1) (2n—1) €és a (—oo, 4-o0) intervallum esetén n(2n—2))
csak ugy lehet elérni, ha az emlitett klasszikus polmomok gyokeit
valasztjuk alappontokul és ez esetben a , leggazdasagosabb” stabilis
interpolaciés polinomok minden korlatos és folytonos fiiggvény
esetében 'az alapintervallum minden véges részintervallumaban
egyenletesen konvergélnak a fiiggvényhez.

Turdn interpolacidelméleti dolgozataira a kérdésfeltevések ere-
detisége, a nyert eredmények eleganciaja €s az ortogonalis polino-
mok elméletének igen mélyrehaté ismerete jellemzd. E munkédk
igen szép visszhangot véltattak ki; szamos hazai és kiilfoldi ma-
tematikus kapcsolédott be pl. a (0, 2)-interpolacié vizsgélataba.

Megijegyezziik, hogy Turdn az interpolaciéelméletre vonatkozo
mélyrehatd ismereteit a hatvanyosszeg-mddszer fejlesztése soran is
felhaszndlta; tobb, a hatvanyosszegekre vonatkozo tételének bizo-
nyitdsaban alkalmaz interpolaciéelméleti meggondoldsokat. (L. pl.
[67], 6—8. §.)

Turdn (és munkatdrsai) fentemlitett interpoldciGelméleti mun-
kaival szamos elismert monografia és tankonyv foglalkozik; ezek
koziil megemlitjiik Szegd Gdbor ortogonalis polinomokrél irt hires
monografiajat, tovabba I. L. Geronimusz, V. A. Goncsarov, A. F.
Timan, 1. P. Natanszon szoviet matematikusok konyveit.

D) A D) csoportba sorolt dolgozatok koziil ‘a [20]-r6l mar
szOltunk. Ki kell tovdbba emelniink a [49] dolgozatot amelyben
Turdn a

. S
33 Pa()—

(2 ) 2"-n! dx"
Legendre-polinorﬁokra vonatkozélag tobbek kozt bebizonyitja az
igen szép €s hasznos

(39) P}(X)—P1(x)Pui()=0 ha —l=x=+1

egyenlGtienséget. Ezt az eredményt Turdn még 1946-ban talalta és
levélben kozolte Szegd Gdborral; jellemzd arra, hogy Szegd milyen

By P (6
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érdekesnek taldlta ezt az eredményt, hogy 6 maga (34)-re négy uj
bizonyitast adott és azt tobb iranyba altalanositotta. A -kérdésnek
azota rendkiviil nagy irodalma tamadt; oldalakat tenne ki azon
dolgozatok jegyzéke, amelyek T7urdn (34) alatti egyenlétlensége
hatasdra jottek létre. A (34) egyenlbtlenség Turdnnak tavolrél sem
a legjelent0sebb, de kétségteleniil a legtdbbet idézett eredménye.
Jellemz6, hogy egy amerikai matematikai intézet vezetéje vagy 10
év elott panaszkodott Erdds Pdlnak, hogy intézetének tagjai csak
a Turan-féle egyenl6tlenséggel, ill. annak kiilonboz6 dltalanositasai-
val foglalkoznak, és nem képes ravenni Oket, hogy e téman kiviil
— melynek érdekességét és jelenttségét persze 6 sem tagadta —
massal is foglalkozzanak. Anélkiil, hogy a (34) egyenlétlenség és
az ahhoz kapcsolodd orvendetesen szélesen kibontakozott kutatasi
irdny jelentéségét kétségbe vonnank, mégis gy érezziik, hogy abban,
hogy Turdnnak ez a valoban nagyon szép tétele nagyobb vissz-
hangot valtott ki, mint pl. sokkal mélyebb analitikus szdmelméleti
eredményei, az a koriilmény is szerepet jatszott, amire fentebb mar
utaltunk, hogy a konnyebb ,,vadaszteriiletek” tobb kutatét vonzanak.
Persze, a ,,konnyti” vadaszteriileten is ,lehet taldlni nehéz és mély
problémédkat — erre j6 példat adnak Szegd Gdbor legujabb vizs-
galatai. Szegd Gdbor ezévben a Matematikai Kutato Intézetben tar-
tott el6adédssorozatinak témajaul éppen Turdn egyenlétlenségéhez
kapcsolodo vizsgalatait vdlasztotta és ezen el6addsok sordn igen
érdekes, meglepd és a kiinduloponttdl, vagyis a (34) egyenl6tlen-
ségt6l igen messzire elvezetd, jelentds 1ij eredményeir6l szdmolt be,
melyeket részben S. Karlinnal egyiitt talalt.

Igen jelentds, és eddig még csak kis részben kiaknazott gon-
dolatokat fejt ki 7urdn az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson
tartott el6adasaban [64]. Turdn itt ,funkciondlis algebrdnak”, (ma-
sutt, pl. [104]-ben az algebrai egyenletek analitikus elméletének)
nevezi azt a kutatasi iranyt, amely egy polinom explicit eldallita-
saib6l e polinom gyokeire vonatkozolag levonhatd kovetkeztetések-
kel foglalkozik. Ezen irdny klasszikus eredményei szinte kizarolag
a polinomok szokdsos — Turdn altal Vieta-félének nevezett

(35) V(z) = Z”:akzk P

k=0

elballitasaban szerepld a; egyiitthatokbol kovetkeztetnek a polino-
mok gyokeinek elhelyezkedésére, pl. a gyokok valés voltara. A Turdn
altal kitiizott program marmost abban all, hogy polinomok masféle
eldallitasaibol, pl. Csebisev-, Legendre-, Laguerre- vagy Hermite-
polinomok szerinti kifejezéseinek egyiitthat6ibdl igyekezziink a po-
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linom gyokeinek elhelyezkedésére kovetkeztetni. Turdnt e kérdés-
feltevésre is a' Riemann-sejtésre vonatkozo kutatdsai vezették; a

Riemann-sejtés ugyanis ugy is fogalmazhaté, hogy a ;‘5(74—1'2

transzcendens egész fiiggvénynek, ahol &(s) a (4) altal definialt
fliggvény, az Osszes gyokei valosak. E fiiggvénynek pl. a Hermite-
polinomok szerinti kifejtése explicite megadhatd és nevezetes tu-
lajdonsagokkal bir (pl. egyiitthat6i valtakoz6 el6jeliiek). Marmost
igaz a kovetkezd tétel, (amelyet egész mas formaban és céllal
Polya Gyorgy vett észre eldszor): ha a (35) polinom osszes gyokei
valosak, akkor az ugyanazokkal az egyiitthatokkal képzett

(36) H(Z) = 2 ax H;, (Z)

polinom Osszes gyokei is valésak, ahol H,(x) az n-edik Hermite-
polinom, vagyis

n a2 d” - —a2
(37) H,(x)=(—1)"e s ) Wm=01"r

Ez azt jelenti, hogy minden olyan, az a egyiitthatokkal kifejezett
kritérium, amely egy (35) alaki polinom Osszes gyokeinek valds
voltat biztositja, automatikusan a (36) alatti Hermite-polinomok
szerint kifejtett polinom osszes gyokeinek valds voltat is biztositja ;
ez megforditva nem igaz és igy bizonyos értelemben , kénnyebb”
egy csupa valos gyokit polinomrél Hermite-polinomok szerinti ki-
fejezése alapjan kimutatni, hogy valéban minden gyotke valés, mint
a szokasos (Vieta-féle) alakjabol.- Turdn tobb uj kritériumot is talalt
arra, hogy a (36) polinom gytkei mind val6sak, (ill. altaldnosabban,
hogy egy a valos tengelyre szimmetrikus savban fekszenek). Ezek
koziil csak a kovetkez6t emlitjiik: ha

(38) Pi)— Z: (—1)"¢, Hs, (2),

ahol a ¢, egyiitthatok pozitivak és ¢, =4c, ic,41, akkor P(2) Osz-
szes gyokei valdsak. (L. [104]).

Nem hagyhatjuk emlités nélkiil 7urdnnak egy masik, szintén
e témakorbe tartozd egyszerii, de igen elegans és hasznos ered-
ményét, amely egy valos egyiitthatds polinom pozitiv gytkeinek
szamara a Descartes-féle jelszabaly és annak szamos altalanositisa
altal adott felsé becslést egésziti ki alsé becsléssel. E célbol a
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‘polinom Laguerre-polinomok szerinti kifejezését vizsgélja meg. Ha

(39) P()= %:b,,L,,(x),

ahol L,(x) a »-edik Laguerre-polinom, azaz

(40) ()= dxv( ) =010

akkor Turdn tétele szerint P(x) jelvaltdsainak szdma a pozitiv fé1-

tengelyen legalabb akkora, mint a b,, 4b,, £°b,, ..., 4"b, szdmso-
rozat jelvaltasainak szdma, ahol 4b,— b,—b, fbo—bo—Zb,—l—bo
és altalaban

(41) Akbozé(—l)f(’j‘.)bj AT

E tételt, amely az egyetlen a Descartes-jelszabalyhoz hasonlo tipust
és a pozitiv gyokok szdméra als6 becslést ado eredmény, Turdn
- igen elegdnsan vezeti le Fejérnek egy tételébdl, amely szerint egy
fiiggvény (0, a) intervallumbeli jelvaltasainak szdma legaldbb akkora,
mint e fiiggvény a (0, a) intervallumon vett momentumainak soro-
zatdban el6forduld jelvéaltisok szama.

E) Attériink 7urdn komplex fiiggvénytani, altalanos sorelmé-
leti és a Fourier-sorok elméletére vonatkoz6 munkdira. Bar az em-
litett hdrom targykor mindegyike a matematikanak ©nallé fejezete,
Turdn idevag6 dolgozatai annyira 0sszefiiggnek, hogy konnyebb azo-
kat egyiitt targyalni. Az e csoportba sorolt dolgozatok egy koradbbi
részén erdsen érezhetd Fejér Lipot hatasa. Igy a [15] dolgozat, amely
Fourier- és hatvanysorok Cesaro-kozepeinek monotonitasi tulajdon-
sagaival foglalkozik, hasonléképpen a [17], [32] és [62] dolgozat
kozvetleniil kapcsolddnak Fejér eredményeihez. Fontos eredményt

. tartalmaz a [35] dolgozat. Ismeretes, hogy Fejér tételeit Hardy és
Littlewood a kovetkezOképpen élesitették: ha f(x) egy a (0,2n)
intervallumban értelmezett folytonos fiiggvény és s,(x) jeloli f(x)
Fourier-sordnak »-edik részletosszegét, akkor

(42) lim — |5 (x)—f ()} =0.
n—>+00 n =0

Carleman kimutatta, hogy a 2 kitev6 (42)-ben barmilyen nagy p
pozitiv szammal is p6tolhatd. Griinwald Géza vetette fel a kérdést,
hogy létezik-e olyan k(n) - oo-hez tartozé szédmsorozat, hogy min-
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den f(x) folytonos fiiggvényre és minden x-re
(43) lim %Z]Sk(x)—f(x)w):o,
k=

n—>+m

Mérmost Turdn bebizonyitotta, hogy ilyen k(n) szamsorozat
nem létezik. :

A [103] dolgozatban Turdn igen érdekes, hatvanysorokra vo-
natkozo, problémakat vet fel. Azt kérdezi, hogy ha az

@
(44) @) =2 a2t
hatvanysor az egységkorben reguldris és ha a (44) sor z=1-re
konvergens, akkor az f(2)-b6l a vdltozd linedris tort transzforma-
cidjaval képezett

(45) BICE; T v

142,
1+2,
ban? Més széval vajon a keriileti konvergencia konform invari-
ans-e? Turdn megmutatta, hogy meglepé modon e kérdésre a védlasz
negativ. Ujabban e kérdéskorben Alpdr Ldszlo talalt érdekes téte-
leket. Szintén a hatvanysorok a konvergenciakdron valo viselkedé-
sének nehéz és érdekes kérdésére vonatkozik a [114] dolgozat,
amelyben azt bizonyitja be, hogy az f(z) az egységkorben regula-
ris fiiggvény (44) alatti hatvanysordnak az egyiitthatéira vonatkozo

hatvanysor (]z,/<1) konvergédl-e a z=1-nek megfeleld

pont-

|a|=0 % feltételt (amelyb6l, mint jol ismeretes, kovetkezik,

hogy (44) magan az egységkoron is konvergens) az |ax|— O (#)

feltétellel potolva, ahol w(k) tetszOleges lassan monoton novekvo-
leg végtelenhez tart6 szamsorozat, mar nem‘all fenn az, hogy a (44)
sor magan az egységkoron is mindig konvergens. A [35], [37], [103]
és [114] dolgozatokbol lathaté, hogy Turdn egyik er6s oldala a
szellemes ellenpéldéak konstrukcioja.

F) Utoljara hagytuk 7urdn kombinatorikai és grafelméleti
munkait. Ez a sorrend azonban semmiképpen sem jelent értékelést,
mert Turdnnak ezek a dolgozatai eredetiségben és jelentéségben
egyaltalan nem maradnak el - tobbi munkdi mogott. Turdn sokol-
dali munkassagardl alkotott dsszkép nem volna teljes, ha kombi-
natorikai és grafelméleti munkdit figyelmen kiviil hagynank. E mun-
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kdkra ugyanaz az eredeti gondolkoddsméd és problémameglatasi
készség €s ugyanaz a brillidns bizonyitdsi technika jellemzd, mint
a szamelméletre, analizisre €s az algebrdra vonatkozé munkdira.

Kezdem rogton egy olyan Turdn altal felvetett problémaval,
amelyrél 6 maga semmit sem publikalt, de amely azota szerteagazo
€s jelent6s elméletté terebélyesedett. 7urdn még a 30-as évek ko-
zepén interpolacidelméleti vizsgalataival kapcsolatban a kovetkezd
kérdést vetette fel: ha egy intervallum minden pontjahoz hozza van
rendelve ugyanezen intervallum véges sok mas pontja, megadhat6-e
ezen intervallumban végtelen sok olyan pont, hogy ezek koziil egyik
sincs a masikhoz hozzarendelve. E kérdés ugy is fogalmazhato,
hogy ha egy kontinuum szdmossagu szogpontbol allo irdnyitott
grafban minden pont rendje (valencidja) véges, van-e a grafban
végtelen sok fiiggetlen pont? E kérdést Erdds Pdl és tble fiigget-
leniil Griinwald Géza vélaszoltik meg, akik bebizonyitottdk, hogy
Turdn kérdésére a vdlasz igenl6. Ldzdr Dezsdonek azt is sikeriilt
bebizonyitani, hogy létezik kontinuumnyi szamossagu fiiggetlen pont.
Ldzdr dolgozata nagy hatdst valtott ki, eredményeit Sierpinski,
Sophie Piccard és Ruziewicz éltalanositottak és a Turdn altal az
interpolacioelmélettel kapcsolatban felvetett kérdésbdl a halmazel-
méletnek (ill. a végtelen grafok elméletének) ,binér reldcick elmé-
lefe” elnevezés alatt ismertté valt fejezete alakult ki.

A haborti utani években f6ként Fodor Géza, Erdis Pdl és
Hajnal Andrds fejlesztették tovabb ezt a problémakort. A legtijabb
eredmény e téren, hogy Hajnal Andrds bebizonyitotta Ruziewicz
sejtését.

Szekeres és Turdn [13] dolgozata (lasd tovabba [21] és [84])
Sylvester azon sokak altal diszkutalt problémajahoz kapcsolodik,
hogy mely n természetes szamokra adhat6é meg olyan 1 és
—1 elemekbdl all6 n-edrendii négyzetes matrix, amelynek sorvek-
torai paronként ortogonalisak? Jelolje M, a 41 elemekbdl allo
n-edrendii négyzetes matrixok determindnsai abszolut értékének

maximumat. Hadamard egy tétele szerint M,=n> és egyenloség
azokra és csak azokra az n értékekre all fenn, amelyekre létezik
+1 elemekb6l &llo6 ortogondlis sorokbol all6 matrix. Marmost
Turdn és Szekeres az 0sszes, a +1 elemekb6l all6 n-edrendii
matrixok determindansainak kiszamitjak a 2- és 4-edfokt hatvany-
kozepeit, ezliton bebizonyitjdk, hogy minden n-re M,=}n!. Ha
hasonlé tton sikeriilne a szébanforgé determindnsok 2k-adik hat-
vanykozepeit végtelen sok k-ra (legalabb is aszimptotikusan) ki-
szamitani, ezen az titon a Sylvester-féle probléma teljesen elintéz-
het6 volna.
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A [84] dolgozatban e tirgyhoz visszatérve a negyedik hatva-
nyok Osszegére jOval egyszeriibb meghatarozasi médot mutat be,
mely tovabbvihet6nek latszik.

Szintén egy j kutatdsi irdny kiindulopontjat képezte a [24]
dolgozat. Ebben Turdn azt a kérdést vizsgalja, hogy maximalisan
hany élt tartalmazhat egy olyan n szogpontt graf,* amely nem tar-
talmaz k-szogponti teljes részgrafot. Turdn e problémat teljes-egé-
szében megoldotta, amennyiben nemcsak a szébanforgd maximalis

élszamot hatarozta meg |ez a szam

Mi(n) = 2(fk—__21)7 (nQ—_—r’z)-{—(;) , ahol r=n—(k—1) [7(:1-_1])’

hanem meghatarozta a lényegileg egyetlen extrémalis gréfot is.
Turdn tétele Ggy is fogalmazhat6, hogy ha egy n-szogpontu grafnak
tobb mint Mx(n)4-1 éle van, akkor bizonyosan tartalmaz egy
k szogpontu teljes részgrafot. ~

Hasonl6 kérdés masfajta .részgrafokkal kapcsolatban is felvet-
hetd, és Turdn emlitett dolgozatanak hatdsira masok is foglalkoz-
tak hasonld problémakkal. A grafelméletben ma szokas altaldban
beszélni Turdn-féle kiiszobszdmokrol, a kovetkezd, altalanos érte-
lemben: Legyen G egy tetszoleges graf; jelolie M.(G) azt a leg-
kisebb természetes szamot, amelyre minden n szogpontii és tobb
mint M,(G) éIbol all6 graf tartalmaz egy olyan részgrafot, amely
izomorf a G graffal; az M,(G) szamot nevezik a G graffal izo-
morf részgraf fellépését biztosité Turan-féle kiiszobszamnak.

Egy nemrégiben Erdds Pdllal kozosen irt dolgozatunkban sza-
mos G grafra hasonlitjuk 0ssze az M,(G) Turan-kiiszobot azzal az
— altalaban lényegesen kisebb — M., (G, p) tn. véletlen kiiszob-
szdmmal, amely tigy van definidlva, hogy ha a graf M, (G, p)-nél
tobb élt tartalmaz és ezen éleket taldlomra valasztjuk meg olymo-
don, hogy az élek dsszes lehetséges valasztasai egyforman valdszi-
niiek, akkor a graf, ha nem is bizonyosan, de p-t meghaladé valo-
szinliséggel tartalmaz G-vel izomorf részgrafot (O<p<l). Az
M. (G, p) p-valosziniiségii véletlen kiiszobszam a Turan-féle kiiszob
altalanositdsanak tekinthetd, hiszen nyilvan M.(G, 1)= M,(G).
Turdn maga az altala kezdeményezett grafelméleti kutatasi irany-
hoz a [70] és a 7. Sbs Verdval és Kodvdri Tamdssal irt [71] dol-

* Itt és a kovetkezOkben nem-iranyitott, hurkot és parallel éit nem tar-
talmazd grafokrdl van szo. ,

17 Matematikai Lapok
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gozatokban tért jbol vissza. Utobbi dolgozat eredményét a fenti
jeloléssel ugy lehet kifejezni, hogy M,.(G)-re ad fels6 becslést,
ahol G egy un. paros koriiljarasu telitett graf, azaz olyan 2; szog-
ponta graf, amelynek pontjainak halmazat lehet ugy két j-elemii
részhalmazra bontani, hogy a nem ugyanabba a részhalmazba tar-
toz6 pontparok és csak ezek vannak G-ben éllel Gsszekotve.

Vézlatos ismertetésiink végére értiink. Még csak Turdn mun-
késsaganak két jellemz6 vondsat szeretném jobban kiemelni. Az
egyik az a faradhatatlan kitartds és céltudatos erdfeszités, amellyel
szinte megszakitds nélkiil, semmilyen nehézségtdl sem visszariadva
szivosan megy lépésrol-lépésre elore, a konkrét részletkérdések
megolddsa sordan soha nem tévesztve szem el6l tavolabbi célkitii-
zéseit. Nem hiszem, hogy lett volna olyan nap az elmilt 30 év
alatt, amelyen 7urdn ne foglalkozott volna valamit matematikaval,
tekintet nélkiil a koriilotte lejatszd6do, idonként viharos torténelmi
eseményekre €s a mindennapi élet 6romeire és gondjaira (amelyek
6t egyébként épp oly kozelrél érintik, mint barki mast). Kozismert
példaul, hogy még a haborti alatt, rendkiviil mostoha és méltatlan
koriilmények kozott, mint munkaszolgalatos is rendszeresen foglal-
kozott matematikaval, ha mas alkalom nem volt, akkor menetelés
kozben vagy egy tavirdpozna tetején iilve. Tanuja voltam egyszer,
hogy egy tanitvanya megkérdezte Turdntdl, mi a titka annak, hogy
az esemeények sodraban, a legkedvezOtlenebb koriilmények kozott is
képes matematizalni. ,,Nincs ennél egyszeriibb dolog” — vélaszolta
Turdn — ,ehhez csak az sziikséges, hogy az embert igazdn érde-
kelj¢k a matematikai ‘problémédk™”. Ebben a mondatban valéban
benne van Turdn sikereinek egyik ,titka”. Turdn matematikai
munkéssdganak madsik jellemz6 vondsa az a paratlan probléma-
meglatd képessége, amelyre a fentiekben tobbszor utaltam. Arrol
van szd, hogy impozins atfogd — teljes joggal enciklopédikusnak
nevezhet6 — tudésa ellenére, ha egy problémat alaposabban szem-
iigyre vesz, nem hagyja magéit a legcsekélyebb mértékben sem be-
folydsolni azaltal, hogy hogyan szokds a sz6banforgd problémat
megkozeliteni; soha nem tesz egy lépést sem kitaposott utakon
anélkiil, hogy meggondolnd, hogy valdéban ez az egyediili elkép-
zelhetd és a leginkabb célravezetd ut-e; érthetd, hogy ha valaki
igy halad elore, az gyakran fedez fel uj osvényeket, amelyek koziil
egyesek idével a tudomdny 1j orszagutjaivd valhatnak. Turdn ere-
deti, az 1j modszerek és utak keresésére irdnyuld kérdésfeltevései
teszik munkait olyan frissé és gondolatébresztévé ; munkait olvasva
kiilonosen erbteljesen érezziik azt, hogy a tudomanyban nem létez-
nek véglegesen lezart, ,.elintézett” problémak és nincsenek ,,egye-
diil tidvozitd” eljarasok.
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Turdn munkassaganak ezek a vondsai megmagyarazzak azt
is, hogy el6adasai, a vele vald matematikai beszélgetések miért
hatnak annyira 6sztonzoleg minderkire.

Befejezésiil azt kivinjuk Turdn Pdinak, hogy jo egészségben
és toretlen alkotokedvvel folytassa tovdbb nagysikerii, egyre feljebb
ivel6 matematikai munkdssagat.
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