
Túrán Pál matematikai munkásságáról
(Ö tven ed ik  szü le tésn ap ja  a lkalm ából.)

R ényi Alfréd

Túrán Pál akadémikus, a Budapesti Eötvös Loránd Tudo
mányegyetem professzora, I960, augusztus 18-án lett 50 éves. Ebből 
az alkalomból az alábbiakban áttekintést próbálunk adni eddigi 
nagyjelentőségű, eredményekben gazdag tudományos munkásságáról. 
Nem könnyű feladat ez, hiszen egy olyan tudósról van szó, aki 
alkotókészségének teljében van, akinek életműve nemcsak, hogy 
nem jutott nyugvópontra, hanem egyre erőteljesebben bontakozik ki 
és hatása is egyre szélesebb hullámokat ver. Barátainak, tanítvá
nyainak gs tisztelőinek (ezek az egymást bőségesen átfedő kategó
riák egyébként együttvéve e lap összes olvasóit magukba foglalják), 
egy csoportja mégis úgy gondolta, hogy egy ilyen áttekintés hasz
nos és tanulságos lehet, és alkalmas arra, hogy kifejezésre juttassa 
azt a megbecsülést, amit Túrán Pál személye, eredményei és mun
kássága iránt érzünk, és engem bíztak meg az áttekintés megfogal
mazásával.

Túrán Pál eddig megjelent munkáinak mellékelt jegyzéke 
(amely a lap megjelenésének időpontjában már nem lesz teljes, 
mivel tíznél több, jelenleg sajtó alatt levő munkája nem szerepel 
benne) 118 dolgozatot tartalmaz. Ezek a következő, egymást rész
ben átfedő csoportokra oszthatók:

A) A hatványösszegekre vonatkozó Turán-módszerrel és alkal
mazásaival foglalkozó munkák: ide sorolhatók a [23], [28], [29],
[30], [31], [34], [40], [44], [48], [50], [51], [54], [55], [61], [63], [65], 
[74], [77], [78], [81], [82], [85], [8 6 ], [87], [8 8 ], [89], [91], [93], [94], 
[96], [107], [110], [111], [113], [116], [117] dolgozatok, és a [6 6 ], 
[67] és [92] monográfiák.* (Turánnak ezek a monográfiái, amelyek 
magyar, német és kínai nyelven jelentek meg, nem azonosak egy
mással : a német kiadás a magyarnak átdolgozott és kibővített

* A számok Túrán Pál dolgozatainak mellékelt jegyzékére vonatkoznak.
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verziója, a kínai fordítás pedig a németnek teljesen átdolgozott és 
kibővített változata. Túrán jelenleg módszeréről egy angol nyelvű 
újabb és az eddigieknél teljesebb tárgyalást nyújtó könyv kéziratán 
dolgozik, amely az Interscience Tracts sorozatban fog megjelenni.

B) Számelméleti munkák: Ide sorolhatók az [1], [2], [3], [4], 
[6 ], [7], [8 ], [9], [11], [19], [20], [25], [26], [33], [36], [38], [52], [53], 
[56], [60], [75], [95], [100], [112] dolgozatok.

C) Interpoláció és mechanikus kvadratúra elméletére vonatkozó 
munkák: Ide sorolhatók a [10], [14], [16], [22], [46], [79], [80], [90], 
[98], [101], [102], [105], [106] dolgozatok.

D) Polinomok és algebrai egyenletek elméletére vonatkozó 
munkák: Ide sorolhatók a [18], [20], [27], [39], [42], [45], [49], [64], 
[72], [104], [108] dolgozatok.

E) Komplex függvénytani, a Fourier-sorok elméletére és az 
általános sorelméletre vonatkozó munkák: Ide sorolhatók az [5],
[12] , [15], [17], [32], [35], [37], [57], [62], [6 8 ], [69], [83], [99], 
[103], [109], [114] dolgozatok.

F) Kombinatorikai és gráfelméleti munkák: Ide sorolhatók a
[13] , [21], [24], [70], [73], [84], [97] dolgozatok.

A fenti felsorolásnál a B), C), D), E) és F) csoportok tárgyuk 
szerint rokon dolgozatokat tartalmaznak, ezzel szemben a,z A) cso
portban tárgyuk szerint nagyon is különböző munkák szerepelnek, 
amelyekben az a közös, hogy részben a Turán-féle hatványösszeg- 
módszerre, részben ezen módszer különböző területeken való alkal
mazásaira vonatkoznak. E módszer legfontosabb alkalmazási terü
lete az analitikus számelmélet; az A) csoportba sorolt dolgozatok 
közül a [23], [28], [31], [34], [48], [50], [54], [74], [77], [8 6 ], [8 8 ], 
[94], [107], [111] és [117] dolgozatok tárgyuk szerint a B) cso
portba tartoznának. Úgy gondoltuk azonban, hogy az áttekintést 
megkönnyíti, ha a hatványösszegmódszerrel és annak alkalmazásai
val foglalkozó munkákat együtt tárgyaljuk, tekintettel arra, hogy e 
módszer megalkotása, kifejlesztése és számos területen való nagy
sikerű alkalmazása kétségtelenül Túrán Pál legjelentősebb tudomá
nyos teljesítménye.

Nincs itt helyünk Tarán Pál nagyszámú jelentős munkáját 
részletesen ismertetni. Célunk pusztán áttekintést adni, kiemelni leg
fontosabb eredményeit és néhány megjegyzéssel érzékeltetni Túrán 
munkásságának jelentőségét és sokoldalú voltát, de ugyanakkor 
rámutatni arra is, ami szétágazó vizsgálatait összekapcsolja.

A rövidség és áttekinthetőség kedvéért kénytelenek vagyunk 
eltekinteni attól, hogy az összes emlitett tételeket szabatosan meg
fogalmazzuk ; sok esetben csak a tétel jellegének leírására szorít
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kozunk és a tétel pontos alakját illetőleg csak utalunk magukra 
a dolgozatokra.

A) Túrán Pál érdeklődésének középpontjában egyetemi hall
gató kora óta a számelmélet, ezen belül is elsősorban a prímszá
mok eloszlásának kérdése és ennek az igen nehéz problémának 
a vizsgálatára szolgáló analitikus számelméleti módszerek állnak. 
Már az első, Szekeres Györggyé 1 közös dolgozata [1] az analitikus 
számelmélet módszerének alapos ismeretéről tanúskodik.

B) Riemann volt az első, aki teljesen tisztán látta azt a cent
rális szerepet, amelyet a róla elnevezett zeta-függvény a számelmé
letben, de különösen a prímszámok eloszlásának vizsgálatában ját
szik. Az s =  o +  it komplex változó Éj(s) függvénye, mint jól isme
retes, a o> ]  félsíkban az ott konvergens

Dirichlet-sorral van értelmezve; azonban analitikus folytatással az 
egész komplex síkra kiterjeszthető és az s =  l ponttól eltekintve 
(ahol elsőrendű pólusa van, 1 reziduummal) mindenütt reguláris; 
e függvény a prímszámokkal való elválaszthatatlan kapcsolata ki
tűnik az ugyancsak a a > \  félsíkra érvényes

szorzatelőállításból, ahol p  az összes prímszámokon fut végig. A Éj- 
függvény és a prímszámok közötti kapcsolatot már Euler ismerte, 
ő  azonban a Éj-függvényt csak valós s-re használta. Riemann volt 
az első, aki a Éj-függvényt komplex s-ekre tekintette, és felismerte, 
hogy éppen e függvény a komplex síkon való viselkedéséből lehet 
a prímszámok eloszlására következtetni. Hadamard és de la Vallée- 
Poussin a Éj-függvény segítségével bizonyították be a már Gauss 
által sejtett prímszámtételt, mely szerint rr(x)-szel jelölve az x-nél 
nem nagyobb prímszámok számát,

( 1)

(2)

(3)

Azóta Landau és Wiener munkájából kiderült, hogy (3) egyenes 
következménye annak, hogy Éj(l +  it) semilyen valós t-re nem válik 
zérussá. Már Riemann tudta, hogy a prímszámok eloszlása szoros
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kapcsolatban áll a zetafüggvény gyökeinek eloszlásával, és ő állí
totta fel több, mint 100 éve, 1859-ben azt a mindmáig eldöntet
len sejtést, hogy a £(s) =  0  egyenlet összes nemtriviális gyökei a 
o =  ]/2 ún. kritikus egyenesen fekszenek. A //-függvény „triviális’' 
gyökei az s =  — 2 , — 4 , — 6 , . . .  számok; hogy ezekre valóban 
//(s) =  0 , az a zetafüggvény függvényegyenletéből olvasható le, 
mely szerint ha

(4) í ( S) =  { S(S- l ) J / j | ) ? ( S), 
akkor
(5) § ( i- s ) = m -

Az s =  a.~\-it komplex sík 0 < o < l  sávját kritikus sávnak 
nevezik. Ismeretes, hogy a (/-függvény összes nemtriviális gyökei 
ebben a kritikus sávban fekszenek; minél nagyobb részéről a kri
tikus sávnak sikerül kimutatni, hogy az nem tartalmazza a //-függ
vény gyökét, annál élesebb becslés adható meg a prímszámtétel 
maradéktagjára. A jelenleg ismert legjobb eredmény szerint (a leg
újabb eredmények Korobovtó\ és /. M. Vinogradov tói származnak)

A
t(o -\-it) =/= 0, ha ö S i - - | o^ - - - ,  ahol . 4 > 0  állandó, és ebből 
következik, hogy
(6 ) n (x) =  Li(x) +  0 (x-e““ó°«-<)p>b) )

ahol « > 0  egy alkalmasan választott állandó.
1948-ban A. Selberg és Erdős Pál a prímszámtételre elemi 

bizonyítást táláltak, amely nem használja fel a zetafüggvény elmé
letét, de ez az elemi módszer csak gyenge maradéktag-becsléstHö̂ y) aho1 c>l)ad;

Ha 0-val jelöljük a (/-függvény gyökei valós részének felső 
határát és ha 0 < 1  (ami ezideig nincs bebizonyítva), akkor fennáll a

(7) tc(x ) =  Li(x) +  0 (x e-logx) 
maradéktagbecslés*; ha tehát a Riemann-sejtés igaz, akkor 7i(x)— 
— Li{x) lényegében j/x-rendű.**

* Ingham bebizonyította, hogy ha 0 >   ̂ , vagyis ha a Riemann-sejtés
nem igaz, a log2 x faktor (7)-ben elhagyható.

** A (7) típusú állítások meg is fordíthatók: éppen Túrán vizsgálatai 
mutatták meg, hogy minden olyan tételből, amely a prímszámtétel maradék- 
tagjára éles becslést ad, lehet következtetni a С-függvény gyökeinek eloszlására.
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A Riemánn-sejtésből, illetve általában a S-függvény gyökeire 
vonatkozó állításokból nemcsak a prímszámtétel maradéktagjára 
lehet következtetéseket levonni, hanem a prímszámok elméletének 
számos más megoldatlan problémájára is* Ezek közé tartozik] pél
dául a Landau által a prímszámelmélet egyik fő problémájának 
nevezett probléma, a konzekutív prímszámok közötti különbség 
megbecsülése, ill. az a sejtés, hogy n2 és ( л - f i ) 2 között mindig 
van prímszám (л =  1,2, . . . ) .  Azt, hogy n3 és ( л- f i ) 3 között min
dig van prímszám, Ingham szintén a C-függvényre vonatkozó ered
ményekből vezette le.

Az elmúlt 100 év során a kor jelentős matematikusai hallatlan 
erőfeszítéseket tettek a Riemann-sejtés eldöntésére, azonban ez a 
probléma konokul ellenállt Hadamard, de la Vallée-Poussin, Jensen, 
Hardy, Landau, Littlewood, H. Bohr, Pólya György, Carlson, Siegel, 
Ingham, Selberg — hogy csak néhányat említsünk — és még sokan 
mások minden próbálkozásának. 1 0 0  évi megfeszített munka után 
a matematikának ez a talán legjelentősebb megoldatlan problémája 
még mindig állja az ostromot. Egyesek, mint pl. Littlewood, azt 
sejtik, hogy a Riemann-sejtés nem igaz. (Littlewood ezt nyomtatás
ban megjelent munkáiban sehol sem mondja ki, de problémafelvető 
szemináriumának sokszorosított jegyzetében a következő szavak 
olvashatók: ,,I guess the RH (Riemann-hypothesis) to be false.. .”) 
Ez az ostrom azonban távolról sem volt eredménytelen; amellett, 
hogy számos, a Riemann-sejtéssel ekvivalens állítást fedeztek fel 
és tisztázták a Riemann-sejtés következményeit és kapcsolatát a 
számelmélet más megoldatlan problémáival, eközben fejlődtek ki 
az analitikus számelmélet igen éles szerszámai, és ezek az erőfe
szítések rendkívül megtermékenyítően hatottak az egész analízisre,

. úgy, hogy bár a siker még ma is igen távolinak tűnik,** az ered
mények, amelyek e törekvéseknek mintegy melléktermékeként jöttek 
létre, felbecsülhetetlen értékűek. Ez a legnagyobb mértékben vonat
kozik Túrán Pálnak a Riemann-sejtéssel kapcsolatos kutatásaira is, 
amelyek során számos jelentős eredményt ért e l ; többek között a 
hatványösszegekre vonatkozó módszere is ezúton jött létre.

Turánnak több dolgozata ([23], [54], [74], [77], [8 6 ], [94]) 
foglalkozik az ún. Carlson-típusú tételekkel, azaz olyan tételekkel,

* Téves volna azonban azt hinni, hogy a Riemann-sejtés bebizonyítása 
megoldaná a prímszámelmélet összes híres megoldatlan problémáit; így például 
a Goldbach-sejtésről (mely szerint minden 4-nél nagyobb páros szám két pá
ratlan prímszám összegeként állítható elő) nem ismeretes, hogy az a Riemann- 
sejtés helyességéből következnék.

** Hilbert azt mondotta, hogy ha 500 év múlva újra életre kelne, első 
kérdése az volna, hogy megoldották-e már a Riemann-sejtést.
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amelyek a í-függvénynek egy o ^ o 0> 1/2, 0 < t< T  téglalapba eső 
gyökeinek N(o0, T) számára adnak felső becslést, T egy függvénye 
segítségével. Ismeretes, hogy ha be volna bizonyítva, hogy tetsző
leges kis £>0-ra és T > T 0(s)-ra érvényes a
(8 ) N(o0,T ) < T ^ i- r»>
becslés, hacsak l / 2 < a 0 < l ,  ebből következnék, hogy a prímszámok 
az (x, x +  x^) intervallumban „szabályosan” oszlanakel, hacsak

! г X̂# > 1 / 2  és x —► +  oo, azaz яг(х +  х#) —я : ( х ) ~ ^ - ^  érvényes volna, 
illetve, hogy ha pn az n-edik törzsszám, akkor bármely £ > 0 -ra

P*yi—Pn<Pn v°lna> lia n =  n0(s). A (8 ) sejtést az irodalomban 
legtöbbször „sűrűségi hipotézis” néven szokták említeni. A (8 ) sű
rűségi hipotézis sok más tekintetben is pótolni tudja a Riemann- 
sejtést, ezért az elmúlt évtizedekben igen nagy erőfeszítések tör
téntek (teljességre való törekvés nélkül csak Carlson, Hoheisel, 
Ingham és Titchmarsh nevét említjük) a (8 )-hoz hasonló típusú 
tételek bebizonyítására. A történeti sorrendtől eltekintve említsük 
már itt meg, hogy ez irányban az összes előző eredményeket túl
szárnyalva a legmesszebbmenő eredményt Tarán érte el, hatvány- 
összegmódszere segítségével, amennyiben kimutatta (1. [54] és [92]),

1 /
hogy léteznek olyan -^-<c1< \  é sc .2 > 0  állandók, hogy ha c, s a s i
és 72= c2, akkor
(9) . N(o,
A (9) egyenlőtlenséggel Tarán lényegében azt bizonyította be, hogy
(8 ) bármilyen kis £ > 0 -ra érvényes, hacsak о elég közel van 1-hez 
és T elég nagy. Ez az eredmény a Turán-féle hatványösszegmód- 
szerrel eddig elért eredmények közül talán a legjelentősebb; a mód
szernek azonban még számos lehetséges alkalmazása nincs kidol
gozva, és így várható, hogy a módszer még sok más hasonló 
(vagy még nagyobb) jelentőségű eredményhez fog vezetni.

Egyébként Turáni a hatványösszegmódszer felfedezésére is a 
sűrűségi hipotézissel kapcsolatos vizsgálatai vezették. A [23] dol
gozatban, ahol a hatványösszegmódszerről először történik említés, 
Túrán a (8 ) sejtést egy olyan hipotézisből vezeti le, amely nem 
számelméleti jellegű, ugyanis tetszőleges komplex számok konze- 
kutív hatványösszegeire vonatkozik és olyan típusú állítást tártál-

n
máz, hogy ha max| 2 fc| ^ l ,  akkor a £ zl' hatványösszegek közül

1 =k n̂ ; к—1



235

(v =  m-\- 1 , /и+  2 , . . . )  nem lehet „túl sok” konzekutív hatvány
összeg „túl kicsi”.

Ez a felismerés vezette Turáni a hatványösszegmódszerének 
kidolgozásához. Már a [23] dolgozatban bebizonyított egy tételt, „ 
amely a fent vázolt típusba tartozik és csak annyiban különbözik 
a felállított sejtéstől, hogy a v kitevő hosszabb intervallumon fut 
végig, mint amit a sejtés megkívánna. A hatványösszegmódszer 
igen jelentős alkalmazását tartalmazza a [31] dolgozat, amely a 
Riemann-sejtés következő gyengébb változatával foglalkozik: létezik

olyan в„ állandó | y ^ ö 0< l  j ,  hogy а а > в 0 félsíkban a £ (s )  függ
vénynek (s =  a-\~it) csak véges sok gyöke van. Ezt a sejtést Túrán 
{Kalmár László javaslatára) kvázi-Riemann-sejtésneк nevezte el.
E dolgozatban Turánnak sikerült a kvázi-Riemann-sejtéssel ekvi
valens, a p u (p  törzsszám) komplex számok véges összegeire vo
natkozó feltételt megadnia.

Túrán tétele pontosan a következőképpen szól: a kvázi- 
Riemann-sejtés ekvivalens azzal, hogy léteznek olyan сеШ 2 és ß 
(0 < /? ^ l) , továbbá A > 0  és B > 0  állandók, hogy ha t> A  és

N l<  Ni =  N ’ akkor

v, n N \ogm N  
(10) Z  P"\< b ------ I — •

Igen meglepő, hogy a (10) egyenlőtlenségtől kevéssel külön
böző egyenlőtlenségeket Turánnak sikerült Vinogradov módszere 
segítségével bebizonyítania: például a 2lpu =  2e'nogp összegek he
lyett a 2 e uá°sp)y összegekre sikerült neki (lO)-típusú egyenlőtlen
séget bebizonyítani, hacsak ^ - 5 = у ̂ 2  és у ф  1 (bármilyen kevéssel

különbözik is у  1 -től). Sőt, még a ^ ein°gp-(iogi°g!>)d {б ф  0) alakú 
összegeket is hasonlóképpen meg tudta becsülni, vagyis rendkívül 
közel jutott a kvázi-Riemann-sejtéssel ekvivalens (10) egyenlőt
lenség bebizonyításához. Ezen túlmenőleg azt is sikerült kimutat
nia, — amit már Landau sejtett — hogy nemcsak a prímszámok 
teljes sorozata és az összes ^-gyökök között áll fenn elválaszt
hatatlan kapcsolat, hanem ez a kapcsolat lokalizálható i s : ha egy 
bizonyos véges intervallumban ismerjük a prímszámok elhelyez
kedését, ebből következtethetünk arra, hogy a ^-függvénynek van
nak-e gyökei a kritikus sáv egy bizonyos téglalapjában és megfor
dítva.
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A [31] dolgozatban centrális szerepet játszanak Turánnak a 
hatványösszegekre vonatkozó tételei. E dolgozat tehát a konzekutív 
hatványösszegekre vonatkozó, Túrán által bebizonyított tételek jelen
tős számelméleti konzekvenciáit tartalmazta. Túrán röviddel ezután 
felismerte, hogy ez a módszer nemcsak a prímszámelméletben, 
hanem az analízis számos más területén is alkalmazható. Mielőtt 
erre rátérnék, folytatjuk a módszer prímszámelméleti alkalmazá
sainak ismertetését. A [48] és [50] dolgozat módszere segítségével 
egyrészt a prímszámtétel maradéktagjára ad alsó becslést egyetlen 
nem-triviális í-gyök segítségével, ezáltal megoldva egy Littlewood 
által felvetett problémát (ez mindenfajta hipotézistől mentes ered
mény, hiszen a ^-függvénynek számos, a kritikus egyenesen fekvő 
gyökét ismerjük); másrészt pedig a prímszámtétel maradéktagjának 
felső becsléséből a ^-függvény gyökmentes tartományára következ
tet vissza, amivel Heilbronn és Ingham egy problémáját oldja 
meg. Ingham bebizonyította, hogy az ún. Lindelöf-sejtésből, mely

szerint tetszőleges rögzített a-ra ( - ^ - < a < l j  'Q(a-j-/1) mint t függ
vénye t tetszőleges kis pozitív hatványnál kisebb nagyságrendű, kö
vetkezik a sűrűségi hipotézis. Túrán a [74] és [77] dolgozatokban 
kimutatta, hogy Inghamnek ez a tétele a hatványösszegmódszerrel 
is bebizonyítható, sőt, ezen az úton több is adódik, mégpedig az, 
hogy ha a Lindelöf-sejtést csak a kritikus sáv egy részében tesz- 
szük fel, abból is bebizonyítható (8 ) a kritikus sáv egy megfelelő 
részére.*

A [8 6 ] és [94] dolgozatban ugyancsak ezzel a módszerrel 
mutatja ki, hogy a sűrűségi hipotézis ekvivalens egy hipotézissel, 
amely bizonyos, a kritikus sávban fekvő téglalapokon levő í-gyökök 
számára* vonatkozik.

Összefoglalva: Turánnak sikerült hatványösszeg-módszere se
gítségével egy igen hatékony és teljesen új utat találnia a prím- 
számelmélet nagy megoldatlan problémáihoz, amely úton számos 
olyan nehéz és mély tételt bizonyított be, amelyek az eddig ismert 
egyéb módszerekkel nem voltak megközelíthetők.

Ezeknek az eredményeknek a horderejét és a leküzdendő sú
lyos nehézségeket csak az tudja igazán felmérni, aki közelebbről 
ismeri az analitikus számelméletet, amely kétségtelenül a matematika 
egyik legnagyobb és legbonyolultabb apparátust igénylő, de ugyan
akkor egyik legvonzóbb fejezete. Az az éles kontraszt, amely az

* A Riemann-sejtés helyességéből a Lindelöf-sejtés állítása következnék, 
megfordítva azonban nem : a Lindelöf-sejtés igaz lehet akkor is, ha a Riemann- 
sejtés nem az.
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analitikus számelmélet fő problémáinak egyszerű megfogalmazha- 
tósága és a bizonyítási technika bonyolultsága között fennáll, tel
jesen egyedülálló. Az analitikus számelmélet módszereinek nehéz
sége sok matematikust visszarettent attól, hogy bekapcsolódjék 
e kérdések kutatásába, ami pedig az emberi gondolkodás egyik 
legizgalmasabb vállalkozása. A matematikusok többsége a könnyebb 
„vadászterületeket” kedveli. Ezzel szemben, aki nem riad vissza 
a nehézségektől és eljut odáig, hogy az analitikus számelméletben 
elmélyedjen, azt szinte lenyűgözi a problémakör érdekessége és 
szépsége és a matematika bármilyen más ágában mélyed is el ez
után, újra meg újra vissza fog térni a számelmélet nagy megol
datlan problémáihoz. Az ezekkel foglalkozó kutatók leginkább talán 
a legmagasabb csúcsokra törekvő hegymászókhoz hasonlíthatók. 
Ilyen helyzetben az is óriási erőfeszitéseket igénylő és minden el
ismerést megérdemlő teljesítmény, ha valaki néhány 1 0 0  méterrel 
magasabra tud feljutni az égbenyúló sziklafalon, mint bárki más 
előtte (akkor is, ha a csúcstól még mindig jó darab választja is el). 
Az analitikus számelmélet ember nemjárta csúcsai közül is kiemel
kedik a Riemann-sejtés, amely azonban körül van véve más, szin
tén égbenyúló és nehezen megközelíthető sziklacsúcsok seregével 
(mint pl. a Lindelöf-sejtés, a sűrűségi hipotézis, a konekutív prím- 
számdifferenciák problémája, stb.). Hogy a hasonlatot még egy 
lépéssel tovább kövessük, azon sem lepődhetünk meg, hogy azok 
az új módszerek és technikai vívmányok, amelyeket a hegymászók 
az említett hegycsúcsokra való feljutásra törekedve kidolgoznak, 
más, kevésbé regényes, de gyakorlatilag jelentős célokra is ered
ményesen felhasználhatók.

Az analitikus számelmélet apparátusának rendkívül nehéz volta 
magyarázza meg azt, hogy Turáni új módszere termésének Mara
tásában eddig csak kevesen követték. Meg kell azonban említeni, 
hogy a legutolsó években igen tehetséges tanítványa és követője 
akadt egy fiatal lengyel matematikus, Knapowski személyében, aki
nek nemrégiben sikerült Túrán módszere segítségével egy igen ne
vezetes eredményt elérnie. Ismeretes, hogy Riemann említett dol
gozatában egy heurisztikus gondolatmenet alapján azt is állította, 
hogy rr(x)— Li (x)< 0 , hacsak x > 2 ; ezen állítást a prímszámtáb- 
tázatok x<10°-ig  igazolták. Ennek ellenére Littlewood 1914-ben 
kimutatta, hogy Riemann ezen állítása nem igaz, ;t (x ) — Li(x) vég
telen sokszor jelet vált. Littlewood e tételét Landau háromkötetes 
számelméleti kézikönyvében az analitikai számelmélet egyik leg
szebb gyümölcsének nevezte. Bizonyítása eredetileg tiszta existencia 
bizonyítás volt; ő maga és Skewes nevű tanítványa újra és újra 
visszatértek e kérdéshez, hogy a bizonyítást úgy módosítsák, hogy
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az egy effektiv numerikus felsőkorlátot is biztosítson я(х)— Li(x) 
első jelváltási helyére. Ez először Skewes 1955-ben publikált dol
gozatában sikerült, Littlewood újabb ideáit is felhasználva. Már
most Knapowskinak nemcsak e tételt sikerült egyszerűbben igazol
nia, hanem а 0 < х < Г  közbe eső jelváltások számára az alsó 
korlátot találnia, mint T függvényét, bizonytalan feltevések nélkül.

Mielőtt a Turán-féle hatványösszeg módszer más alkalmazá
saira térnénk, néhány szóval vázolni szeretnénk a módszer lényegét. 
Legyenek zu z2, . . . ,  zn tetszőleges 1 abszolút értékű komplex szá
mok, bu b2, . . . , b„  tetszőleges komplex számok, Zh =  el7tupk, bk =  
=  \bic\-e~~7rí't’k (k =  l, 2 , . . . ,  rí). Vizsgáljuk meg az

( 1 1 ) Sr =  j t b n z vk
7c=l

hatványösszeget, ahol v pozitív egész. Nyilvánvaló, hogy

( 12) S r \^ j£ \b k\.
k= 1

Ha v értékét úgy választhatjuk, hogy a r<pk— гpk (k =  \, 2 , . . . ,  ti) 
számoknak a legközelebbi egész számtól való távolságai egyide-

£
jűleg mind ^ ^ - n é l  kisebbek legyenek, ahol £ > 0  tetszőleges kis
szám, akkor — felhasználva a minden valós /-re érvényes \é*— 1 1 s; |/| 
egyenlőtlenséget — adódik, hogy

(13) | S , | a ( l - * ) 2 | f c |íi=i

lesz. Ilyen г egész számok, amelyeket nevezhetünk „egyenirányító” 
értékeknek, hiszen az ilyen v-kre a bkzl komplex számok argu
mentumai közel egyenlőek), azonban általában nem adhatók meg.
H. Bohr vette észre, hogy ha a bk együtthatók pozitívak, vagy az
I , tp-u . . . ,  <pn számok lineárisan függetlenek, akkor ilyen egész v 
Dirichlet és Kronecker klasszikus tételei szerint mégis van és ennek 
nevezetes alkalmazásait találta. A további alkalmazásoknak azonban 
útját állta egyrészt az, hogy a b,-ra, ill. cpk-kra említett kikötések 
legtöbb esetben nem teljesülnek, másrészt, ha igen, akkor is a 
megfelelő r-k vagy egyáltalán nem lokalizálhatok vagy csak igen 
gyengén. Túrán kiinduló észrevétele az volt, hogy azon alkalma
zási lehetőségeknél, melyeknél Dirichlet és * Kronecker tételei nem 
alkalmazhatók, legtöbbször (13)-nál gyengébb alsó becslés is ele
gendő; kiindulási feladatul tehát azt tűzte ki, (13) milyen alsó
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becslésekkel helyettesíthető, amelyek „sűrűn” fekvő egész j'-kre 
teljesülnek a bk és <pk számokra tett korlátozások nélkül. E fel
adatok persze a szándékolt alkalmazásoktól is függenek; mégis 
azt találta, hogy ezek nagy száma két alaptételre redukálható. Ezek 
közül az első a következőképpen szól: Ha n =? 2  és m tetszőleges 
egész számok, bu b2, . . . ,  bn tetszőleges komplex számok és 
zu z2, . . zn olyan komplex számok, amelyekre min |z*| =  1 , akkor

(14) шах bjzj 5; -1 b-— —— ^*- ,
m-f 1 < y < m + n  У=1 •'*»», ж

ahol An,m csak «-tői és m-töl függő pozitív állandó. 7«rán azt

bizonyította be, hogy (14) érvényes Л„,т =  nI  mellett;
nemrégiben Makai Endre és tőle függetlenül, valamivel később

N. G. de Bruijn kimutatták, hogy (14) igaz =
mellett is, és ez az eredmény már nem javítható, tehát ennél tet
szőlegesen kevéssel kisebb konstanssal (14) már nem érvényes 
általánosan. (Az alkalmazások szempontjából persze nem a kons
tans pontos értéke, hanem csak a nagyságrendje a döntő.)

Túrán második főtétele szerint, ha n ш 2 és m tetszőleges 
pozitív egész számok, bu bn tetszőleges komplex számok
és zx, z2, . . . ,  zn tetszőleges olyan komplex számok, amelyekre
max |2 s| =  l, akkor 

1—

n ti w
(15) max X bjZ j ( v min \bx ------- \-b j|.

w+n j —1 _ öc yfll p f i) J

(A (15) jobboldalán álló faktor közel van a legjobbhoz, amennyi-
2 eben 8 e biztosan nem pótolható j^-^-nél kisebb állandóval.) Külön

figyelmet érdemel a bx =  b2= - - - =  b„, «2 =  0 speciális eset. Erre 
az esetre Túrán azt. mutatta ki (továbbra is a max|zfc| =  l feltétel 
mellett), hogy 1- k- n

(16) max V a j  e ------- l 0 g 2 ------ —.

1 + V + - + V  2 n

Azt, hogy (16) jobboldalára Túrán eredeti —  alsó korlátja helyett,
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rendű

bizonyításának egy módosításával nagyságrendű alsó korlát 
írható, elsőnek Erdős Pál vette észre. Később N. G. de Bruijn 

és 5. Uchiyama kimutatták, hogy (9) jobboldala rendű
korláttal is pótolható. Túrán azt sejtette, hogy (9) jobboldala egy 
л-től független c pozitív állandóval helyettesíthető; ezt legújabban 
sokak sikertelen próbálkozása után Atkinsonmk sikerült bebizonyí

tania, mégpedig c-re az értéket találta.

Túrán többi ezirányú tételeit illetőleg utalunk könyvére [67] 
és a [44], [63], [78], [87], [96] dolgozatokra, továbbá Túrán Pál 
és T. Sós Vera [81] dolgozatára. Csak azt jegyezzük még meg, 
hogy míg az említett két főtétel úgy jellemezhető, hogy a

I n

max \ £ b j z j  mennyiséget a min \zj\, ill. max z;-| „normák-
n + - l ^ v ^ m + n  b ' = l  1= j= n

kai” becsüli meg alulról, Túrán további alkalmazásokat szem előtt 
tartva más normákat is vizsgált, pl. az. általa N. Mener-normának

nevezett | 6 ,j2 |z,-i2y normát. Foglalkozott továbbá újabban
1.1 =  1 J  n

Túrán egyoldalú egyenlőtlenségekkel is [116], azaz max
j=i

helyett max Re | bjZj'| -re ad pozitív alsó korlátot, (illetve

min Re bjZj j-re negatív felső korlátot) azon megszorítás mel
lett, hogy a Zj számok egy |argг^■|^c> 0  szögtérben helyezkednek 
el. Knapowski említett eredménye ezen a tételen alapszik.

Amint az elmondottakból látszik, Túrán tételei tulajdonképpen 
a diofantikus approximáció elméletébe tartoznak és ezen elmélet 
egy új fejezetét alkotják. A módszer alkalmazási területe viszont 
az analitikus számelmélet mellett az analízis számos ágára terjed ki, 
és ezért teljesen jogosult a módszert — amint azt Túrán könyvé
nek címében teszi — az analízis egy új módszerének nevezni, 
amelynek lényege éppen a diofantikus approximáció elméletébe 
tartozó tételeknek az analízisben való alkalmazásában áll. A Turán- 
módszer analízisbeli alkalmazásai közül a következőket említjük meg.

Kvázianalitikus függvények elmélete [29], [91]; a D. Bernoulli 
—Lobacsevszkij—Graeffe-féle gyökközelítő eljárás [55], [65], [79]; 
differenciálegyenletrendszerek stabilitásának, ill. instabilitásának el
mélete [82], [110]; hézagos hatványsorok és Dirichlet-sorok elmé-
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lete [61]; trigonometrikus és majdnem-periodikus polinomok érték
készleteloszlása, speciálisan gyökeinek eloszlása [40J, [112]. Az al
kalmazási területeknek ez a széies skálája képet ad a módszer 
horderejéről.

В) A B) csoportba sorolt számelméleti dolgozatok rövid mél
tatását Túrán Pál doktori disszertációjával [3] és ahhoz kapcsolódó 
dolgozataival [4], [5] kezdem.

Disszertációjában Hardy és Ramanujan azon nevezetes, 1917- 
ből származó tételével foglalkozik, mely szerint az 1,2 , . . N  szá
mok közül o(N)  szám kivételével minden számnak körülbelül 
loglogA1, számú, pontosan

log logN — (»(N) flog  log N  és log log N +co (N)}/\og\ogN
közé eső számú különböző törzstényezője van, ahol m(N)  tetsző
leges lassan végtelenhez tartó függvény. Hardy és Ramanujan 
e tételre igen bonyolult bizonyítást adtak. Túrán disszertációjában 
két igen egyszerű bizonyítást ad erre a tételre: az első teljesen 
elemi (a második a ^-függvény elméletén alapuló analitikus bizo
nyítás). Ezzel az elemi bizonyítással aratta Túrán első jelentős 
nemzetközi sikerét (amelyet azóta annyi sok más siker követett); 
ez mutatkozott meg pl. abban is, hogy bizonyítását Hardy és Wright 
továbbá Hua és Kubilius számelméleti könyvükbe is felvették. Az 
elemi bizonyítás tulajdonképpen valószínűségszámítási meggondo
láson alapszik. Jelölje U(n) az n szám különböző törzstényezőinek 
számát; Túrán bizonyítása a valószínűségszámítás terminológiá
jával úgy fogalmazható, hogy kiszámítja (aszimptotikusan) az 
£/(l), U(2), . . . ,  U(N)  számsorozat átlagát és szórását és azután 
a Csebisev-féle egyenlőtlenség alkalmazásával egycsapásra nyeri 
a Hardy—Ramanujan-tételt. Turánnak ez a bizonyítása a valószí
nűségszámítási módszerek azóta kibontakozott számelméleti alkal
mazásainak egyik legelső sikere volt; ezen az sem változtat, hogy 
Túrán ezidőtájt még nem ismerte fel, hogy itt valójában valószí
nűségszámításról van szó. Turánnak ezzel a módszerével rokon 
az a módszer, amelyet az utóbbi években Ju. V. Linnik fejlesztett 
ki és amelyet ő „szórás”-módszernek nevez. E módszerrel Linnik 
igen jelentős eredményeket ért el, például bebizonyította, hogy 
minden elég nagy szám előállítható, mint két négyzetszám és egy 
prímszám összege.

Túrán módszere lehetővé tette a Hardy—Littlewood-tétel mesz- 
szemenő általánosítását, additív számelméleti függvények egy széles 
osztályára, továbbá az {/(n)-függvény helyett az U(P(n)) számelmé
leti függvényre, ahol P(n) egy egészegyütthatós polinom. Túrán 
bizonyítása azon vizsgálatok egyik kiindulópontja volt, amelyek az

16 Matematikai Lapok
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additív számelméleti függvények értékkészlet-eloszlását a valószínü- 
ségszámítás módszereivel vizsgálják. E témakörből csak Erdős és 
Kac következő tételét említjük meg: Jelölje EN(x) azon n ^ N  ter
mészetes számok számát, amelyek különböző prímfaktorainak száma 
kisebb, mint loglogjV-f x]/loglog N, ahol x tetszőleges rögzített 
valós szám, akkor

(17) lim ^ = Ф ( х ) ,
N-++ 00 iV

X
1 f  -£•ahol Ф(х) =  -т =  e 2 dt a normális eloszlás eloszlásfüggvénye 

У 2 л: J
-С О

(az un. Gauss-féle függvény). A [95] dolgozatban ki van mutatva, 
hogy Erdős és Kac ezen tétele az előzőleg ismert bizonyításoknál 
lényegesen egyszerűbben bebizonyítható azzal a második (analitikus) 
bizonyítási módszerrel, amelyet disszertációjában Túrán a Hardy— 
Ramanujan-tételre megadott. Ez a bizonyítási módszer még többet 
is ád, mint az Erdős—Kac tételt, ugyanis kombinálva Túrán ana
litikus módszerét a valószínüségszámításból ismert Esseen-íéle tétellel 
(erről később még lesz szó), sikerült a [95] dolgozatban bebizonyí
tani Le Veque-nek azt az addig bizonyitatlan sejtését, hogy x-ben 
egyenletesen

(18) . ^ - а д + о ( 7 = ^ = ) .

A maradéktag-becslés (18)-ban tovább nem javítható. Turánmk ez 
az analitikus módszere még sok kiaknázatlan lehetőséget rejt ma
gában.*

A [33] dolgozatban Túrán a következő, rendkívül meglepő 
tételt bizonyítja b e: vizsgáljuk a Riemann-féle ^-függvény Dirichlet-

összegeket; ha van olyan n0, hogy ha n ^ n 0, akkor az í/„(s) 
függvények nem tűnnek el a a>  1 nyílt félsíkban, akkor igaz a 
Riemann-sejtés. Túrán e tételt még tovább élesítette a [112] és 
legújabban a [1 2 2 ] dolgozatában, amennyiben kimutatta, hogy a 
Riemann-sejtés már abból is következik, hogy Un(s) bizonyos sáv-

* Erdős Pál és e sorok írója „Probabilistic methods in number theory” 
című, jelenleg kidolgozás alatt álló könyvében elsősorban ezúton igyekszenek 
egységes módszerrel tárgyalni az additív számelméleti függvények értékkészlet
eloszlásának általános elméletét.

sorának részletösszegeit, vagyis az Un(s) =  1 +  — -j------[-—  véges
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ban nem tűnik el, és kimutatta, hogy ez a tétel bizonyos értelem
ben meg is fordítható. Ezek az eredmények egészen váratlan és 
igen sokatígérő új utat nyitnak a Riemann-sejtés vizsgálatára. A [112] 
dolgozatban szerepel az az igen érdekes megjegyzés, hogy a 
függvény egyértelműen jellemezhető azáltal, hogy Dirichlet-sora 
együtthatói monotonok és Euler-típusú szorzatelőállitással rendel
kezik. Ez azért lényeges, mert a ^-függvény mások által adott 
jellemzései mind a í-függvény függvényegyenletével voltak kap
csolatosak.

Túrán behatóan foglalkozott a számtani sorok prímszámaival 
és ezzel összefüggésben a Dirichlet-féle /.-függvények elméletével is 
([1 1 ], [19], [26] és [111]). /.-függvényeknek nevezik a o > l-r e

0 9 )  £ ( » .* > =  2 ^
« = 1  lí

alakú Dirichlet-sorral előállítható függvényeket, ahol / ( / i )  egy 
karakter egy k > \  természetes számra mint modulusra vonatkozó
lag. Az általánosított Riemann-sejtés szerint, amelyet Piltz fogal
mazott meg először, az /.-függvények egyikének sincsenek gyökei 
a o>  1 / 2  félsíkban.

E sejtés ugyanazt a szerepet tölti be a prímszámok számtani 
sorokban való eloszlásának elméletében, mint az eredeti Riemann- 
sejtés az összes prímszámok eloszlásának vizsgálatánál. Túrán az 
/.-függvényekre vonatkozó eredményei mind az általánosított Rie
mann-sejtés körül forognak. Egyrészt e sejtés következményeit vizs
gálta, például 1937-ben bebizonyította, hogy e sejtésből követ
kezik Erdősnek az a sejtése, hogy egy irracionális a szám prím- 
számszorosai (azaz a 2a, 3a, 5a, . . . , p a , . . .  számsorozatok) mod 1 
egyenletes eloszlásúak; ezt később 1. M. Vinogradov minden sejtés 
nélkül igazolni tudta. Egy másik eredménye a számtani sorok leg
kisebb prímszámaira vonatkozik; kimutatja, hogy „majdnem minden” 
к n +  r (n =  1 , 2 , . . . ;  (к, r) =  1 ) számtani sorban (azaz о (cp (к)) szám
tani sor kivételével) a legkisebb prímszám kisebb, mint (p(k){\og k)A 
ahol A > 2  tetszőleges állandó. Azóta Linnik minden sejtés nélkül 
bebizonyította, hogy az említett számtani sorok mindegyikében a 
legkisebb prímszám kisebb, mint kB, ahol В egy pozitív állandó. 
A [26] dolgozatban (Linnikkel egyidejűleg, de tőle nyilván teljesen 
függetlenül) elsőnek talált az /.-függvények gyökeire statisztikus 
jellegű Carlson-típusú tételeket (bizonyítatlan feltevések nélkül). 
Az ilyen típusú tételek jelentőségének érzékeltetésére csak két 
példát említünk meg: Linnik a számtani sorok legkisebb prím
számára vonatkozó tételét éppen egy ilyen típusú, az /.-függvények

16»
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gyökeire vonatkozó statisztikus tétel segítségével bizonyította be 
(Linniknek erre az /.-függvényekre vonatkozó tételére Túrán nem
régiben hatványösszegmódszere segítségével új, sokkal egyszerűbb 
bizonyítást adott). Egy másik példa: e sorok írójának arra a 
tételre adott bizonyításában, hogy létezik olyan К  univerzális ál
landó, hogy minden n természetes szám előállítható n = p  +  P  
alakban, ahol a p  prímszám és P  legfeljebb К  prímtényezőjű szám, 
szintén lényeges szerepet játszott egy, az /.-függvények gyökeire 
vonatkozó statisztikus tétel, melyet a Linnik-fé\e „nagy szita” 
továbbfejlesztésével sikerült igazolnia.

Igen jelentősek Turánnak Erdős Pál\a\ közös, számsorozatok 
egyenletes eloszlására vonatkozó eredményei, amelyek összefüggnek 
Turánnak egyrészt számelméleti, másrészt az analízisre, különösen 
az interpolációra és a polinomok elméletére vonatkozó vizsgálatai
val. A [38] és [45] dolgozatokban egy polinom gyökei argumentu
mainak egyenletes eloszlására a polinom abszolút értékének egy 
körön felvett maximumából következtetnek. (Előzőleg, a [20] dol
gozatban egy csupa valós gyökű polinom gyökeinek eloszlására a 
polinom abszolút értékének a gyököket tartalmazó intervallumon 
felvett maximumából következtettek.) A komplex gyökű polinomok 
gyökei argumentumának eloszlására vonatkozó egyik eredményüket 
(1. [38]) egy számelméleti jellegű eredményből vezetik le, amely a 
híres Weyl-féle tétel „végesítését” tartalmazza. Mint ismeretes, 
H. Weyl bebizonyította, hogy ha az x,, x2, . . Xj , . . .  valós szám
sorozat azzal a tulajdonsággal bír, hogy bevezetve a

(19) Sn(k) =  Í e ^
/ = 1

jelölést, minden к természetes számra

(20) lim o,
fl-M-ОЭ fi

akkor az x;- számsorozat mod 1 egyenletes eloszlású, vagyis An{y)- 
nal jelölve az x ,, x2, . . . ,  x„ számok közül azok számát, amelyek 
törtrésze a [0 , y] intervallumba esik, minden y-ra (O ^ y ^ l)

( 21) lim
fi->-+00

An(y)
n

Mármost Erdős és Túrán csak véges sok Sn(k) ( k =  1 , 2 , . . . ,  m) 
összeget vizsgálnak rögzített n-re és bebizonyítják, hogy ha ezekre 
megfelelő becslés ismeretes, abból az x , ,x 2,__ ,x„ véges számso-



245

rozat mod 1 vett eloszlásának „nagyjából” egyenletes voltára követ
keztethetünk.

Érdemes rámutatni e tétel valószínüségszámítási vonatkozá
saira. A Weyl-tétel analóg a karakterisztikus függvényekre vonat
kozó, a valószínűségszámításból jól ismert folytonossági tétellel, 
amely szerint, ha eloszlások egy sorozatának karakterisztikus függ
vényei egy cp(t) karakterisztikus függvényhez konvergálnak, úgy az 
eloszlások maguk is konvergálnak ahhoz az eloszláshoz, amelynek 
karakterisztikus függvénye éppen (p(t). Ismeretes továbbá a karak
terisztikus függvényekre vonatkozó folytonossági tételnek egy „vége- 
sített” alakja: ez éppen a már fentebb emlitett Esseen-féle tétel. 
Mármost Erdős és Túrán előbb emlitett tétele ugyanúgy viszonylik 
az Esseen-tételhez, mint ahogy a Weyl-tétel viszonylik a karakte
risztikus függvényekre vonatkozó folytonossági tételhez. Ez az össze
függés Erdős és Túrán említett tétele és Esseen tétele között köze
lebbi vizsgálatot érdemelne.

Erdős és Túrán említett eredményét egymástól függetlenül 
Koksma és Szász Péter a többdimenziós esetre is kiterjesztették. 
A tétel ezen általánosításának Túrán Pál Egerváry Jenöve 1 együtt 
([53], [56]) rendkívül meglepő alkalmazását adta a kinetikus gáz
elmélet egy (előzőleg már H. Steinhaus által vizsgált) kérdésére. 
Arról van itt szó, hogy megadhatók egy edénybe zárt gáznak olyan 
aritmetikai modelljei, ahol az összes molekulák kezdeti helyzetének 
megadása alapján ezek helyzete és sebessége bármely későbbi idő
pontban egyszerű explicit képlettel írható le, ugyanakkor viszont 
a gáz egészére vonatkozó, a kinetikus gázelméletben valószínűség
számítási meggondolásokkal igazolt statisztikus törvényszerűségek 
e modellben az említett explicit képletek és a diofantikus approxi
máció-elmélet említett eredményei alapján közvetlenül verifikálhatok. 
Ez az eredmény matematikai érdekességén túl ismeretelméleti szem
pontból is figyelemreméltó és rendkívül alkalmas bizonyos, a sta
tisztikus természettörvényekre vonatkozó, meglehetősen széles körben 
elterjedt téves elképzelések megcáfolására.

Egyébként a diofantikus approximációelmélet eredményeinek 
fizikai alkalmazása nem annyira szokatlan jelenség, mint első pil
lantásra látszik. így például Bohl, aki Sierpinski-ve 1 és Weyl-e\ 
nagyjából egyidejűleg és tőlük függetlenül bebizonyította 1910-ben, 
hogy minden irracionális szám egészszámú többszörösei mod 1 
egyenletesen oszlanak el, ebből az eredményből az égi mechani
kában a 3-bolygójú rendszerekre vonatkozólag fontos következteté
seket vont le. Ha még azt is figyelembevesszük, hogy a szóban- 
forgó tétel az a, 2a, . számsorozat modi egyenletes el
oszlásáról tulajdonképpen a Birkhoff-féle ergodtétel speciális esetét
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alkotja, nyilvánvalóvá válik, hogy ezen eredményeknek a statisztikus 
fizikával való szoros kapcsolata van. Túrán és Egerváry dolgozatában 
azonban az a lényegesen új mozzanat, hogy nem határértéktételeket, 
hanem a véges esetre vonatkozó egyenlőtlenségeket használnak fel.

Szép példája ez annak, hogy a matematika legelvontabbnak 
látszó fejezeteit is számtalan szál fűzi össze a matematika alkal
mazásaival és a matematikának a keletkezésükkor kizárólag elmé
leti jelentőségűnek látszó új eredményeinél is szinte biztosan szá
míthatunk arra, hogy azokat a gyakorlatban előbb vagy utóbb fel 
lehet majd használni. Igen jól példázza ezt a Turán-féle hatvány- 
összegmódszer esete. Mint láttuk, e módszer felfedezésére Turánt 
a Riemann-sejtés körüli vizsgálatai vezették; később azonban ő 
maga fedezte fel, hogy e módszernek a gyakorlat szempontjából is 
jelentős alkalmazásai adhatók meg a differenciálegyenletek elméle
tében és a numerikus matematikában. Itt említjük meg, hogy leg
újabban Túrán módszerét (közelebbről a (16) egyenlőtlenséget, 
illetve annak Atkinson által adott élesítését) sikerrel alkalmazta 
mátrixok legnagyobb sajátértékének közelítő kiszámítására, amely 
feladat, mint az közismert, számos műszaki és közgazdasági prob
lémában döntő szerepet játszik.

Nem beszéltünk még Túrán számos más érdekes számelmé
leti eredményéről, így nem beszéltünk Erdős Pállal közös [2], [7],
[8 ], [9], [25] és [36] dolgozatairól, sem a Fermat-sejtésre vonatkozó 
[52] és [75] dolgozatairól, sem az Erdős Pállal és Szász Péterrel 
közös [100] dolgozatáról. A rövidség kedvéért csak a [9], és a [100] 
dolgozatokról szólunk néhány szót, bár a többi is igen figyelemre
méltó. A [9] dolgozat van der Waerden egy nevezetes tételéhez 
kápcsolódik és olyan természetes számokból álló a1< a i < - - -< a k< N  
számsorozatokkal foglalkozik, amelyekből bárhogy választva ki 
három tagot, ezek nem alkotnak számtani sort, azaz nincs közöt
tük három olyan ö ,, a:i, ak elem, amelyekre üi-\-ak =  2aj, és kor
látot ad az ilyen sorozatok tagszámának maximumára. Azt az ér
dekes sejtést állítják fel, hogy ha e maximum r^N),  akkor

lim =  0. Ezt a sejtést azóta Roth bizonyította be. A [100]
N->+CO Af
dolgozat kérdésfeltevése bizonyos mértékig analóg a Turán-féle 
hatványösszeg-módszer problematikájával, mert — más kérdésnél 
ugyan, — de szintén lokalizációra vonatkozik. Ismeretes, hogy 
minden « irracionális számhoz végtelen sok olyan (x, у) egész szá
mokból álló számpár adható meg, hogy

(22) (*» y) =  ]>
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ahol Л > 1/2 ; ugyanis, ha — az a szám reguláris lánctört kifejté
sének egy közelítő törtje, akkor (22) teljesül. Bármely (1/2-nél 
kisebb) Л > 0  állandó mellett is a (2 2 ) diofantikus egyenlőtlenség
nek végtelen sok megoldása van, ha nem is minden, de majdnem 
minden valós «-ra. Mármost a szóbanforgó dolgozat azt a kérdést 
vizsgálja, hogyan lehet lokalizálni a (2 2 )-ben szereplő у számot, 
pontosabban mikor lehet adott TV mellett N  és cN  között ( c > l )  
találni olyan у  számot, amelyhez yan olyan x, hogy (2 2 ) fennáll?

x

c
A dolgozat egyik eredménye szerint, ha 0 < Л < - Г^—? és m *(A,c)

1 + c
jelöli a (0 , 1 ) intervallum azon a valós számai halmazának mérté
két, amelyekre ez lehetséges, akkor

(23) lim mx(A, c) =  — j -  log c.
Лг->+ СО

A szerzők azt sejtik, hogy mx (A ,c) határértéke minden A > 0  és 
c > l  esetében létezik.

Messze vezetne, ha felsorolnánk mindazokat a szakkönyveket, 
amelyek a számelmélet jelentős eredményeinek sorában részletesen 
foglalkoznak Túrán tételeivel. A sok közül csak az Enzyklopädie 
der Mathematischen Wissenschaften Loo-Keng Hua által írt anali
tikus számelméleti fejezetet, E. C. Titchmarsh a zetafüggvényről írt 
nagy monográfiáját, K. Pracharnak a prímszámelméletről írt köny
vét, J. W. S. Cassels, a Cambridge Tracts-sorozatban megjelent, a 
diofantikus approximációról szóló könyvét, M. Aocnak „Statistical 
independence in probability, analysis and number theory” c. könyvét 
említjük meg.

C) Áttérünk Turánmk az interpoláció és a mechanikus kvad- 
ratúra kérdéseivel foglalkozó dolgozatai ismertetésére. E témakörrel 
Túrán kétségtelenül Fejér Lipót hatására kezdett foglalkozni. Túrán 
és Erdős 1938-, 1940-ben három egymáshoz csatlakozó jelentős 
dolgozatot közöltek az Annals of Mathematics-ban ([10], [16], [22]). 
Hogy e dolgozatok eredményeit ismertetni tudjuk, néhány definí
ciót és jelölést bocsátunk előre. Legyen x„i, xn2, . . xm tetszőleges 
n elemű pontsorozat a [— 1 , +  1 ] intervallumban (n =  l, 2 , . . . ) .  
Az X = {x „ i, xn2, /2 =  1 , 2 , . . . }  pontrendszert az interpolá
ció alappont-rendszerének nevezzük. Legyen

n
n ( x )  =  / /  ( x  Xnj )

7=1
(24) со,
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és

<25> M » ) -  о = 1 , 2 , . . . , Л).

Az /,y(x) függvényeket a Lagrange-interpoláció alapfüggvénye.inek 
nevezzük. Legyen /(x ) a [— 1, + 1] intervallumban definiált függ
vény. Az /(x )  függvénynek a X  alappontrendszerre vonatkozó n- 
edik Lagrange-interpolációs polinomjának azt az L„(f ;X)  (n— 1)- 
edfokú polinomot nevezzük, amely az x „ i , . . . , x , l/t pontokban meg
egyezik f(x)~szel ; ez a polinom

(26) U f ; X ) = Z f ( X n j ) L A x )
j= l

alakba írható.
A lineáris operációk általános elméletéből ismert Banach— 

Steinhaus tétel szerint annak szükséges és elégséges feltétele, hogy 
egy megadott x0-ra az L„(/; x0) számsorozat minden folytonos f(x ) 
függvény esetében konvergáljon /(x 0)-hoz, az, hogy az

(27) А ,(Х о) =  2 ’ |/,,(х<|)|
j=  1

számsorozat korlátos legyen; ez a számsorozat azonban semmilyen 
X  alappontrendszer mellett nem korlátos minden x,-ra (— l < x 0<  
< +  1 ) sőt, az
(28) A » =  Max AH(x)

-lÄTg+l
ún. Lebesgue-állandók legalább log n rendben tartanak végtelenhez. 
A Lagrange-interpoláció a közönséges konvergencia tekintetében 
tehát „rossz”. A Fourier-sorokkal való analógia kézenfekvővé teszi 
azt a kérdést, hogyan viselkednek a Lagrange-féle interpolációs 
polinomok a négyzetes átlagkonvergencia szempontjából, vagyis, 
hogy igaz-e minden folytonos /(x ) függvényre (esetleg még tágabb 
függvénycsaládokra), hogy

+i

(29) lim ( ( / ( x ) — L„(f; x))-</x =  0.
íl-M-CO J  

-1

Erdős és Túrán első cikkükben bebizonyították, hogy ha alappont- 
rendszerként egy pozitív alsó korláttal bíró integrálható súlyfügg- 
vényü ortogonális polinomrendszer gyökeit választják, melyek spe
ciális esetekben már Gauss és Jacobi vizsgálataiban szerepelnek,
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akkor (28) minden folytonos, sőt minden korlátos és Riemann-integ- 
rálható /(x )  függvényre érvényes. Meglepő, hogy e kérdést előzőleg 
nem vizsgálták meg. (29)-böl következik, hogy

+ i  + i

lim I L„(f, x)tfx =  \ f(x)dx
rt->+CO J  J

-1  -1

tehát (29) egyben általánosítása Síieltjes, Fejér, Pólya, Szegő és 
mások, a mechanikus kvadratúrára vonatkozó tételeinek is.

Az interpoláció elméletében általában az interpoláció alap
pontjai vannak adva és vizsgálják a kapott polinomok tulajdonsá
gait. Fejértö\ való azon észrevétel, hogy bizonyos esetekben az 
interpoláció alapfüggvényei az alappontok explicit ismerete nélkül 
is tanulmányozhatók és éppen ezekből vonható le elegánsan követ
keztetés az interpoláció alappontjainak eloszlására. így adott p l . . 
pár soros bizonyítást azon tételre, hogy az л-edik Legendre-polinom 
két konzekutív gyökének távolsága ^ e ,  hacsak n > n 0(t). Erdős és 
Túrán a [16] és [22] dolgozataikban ezen gondolatot a véges in
tervallumon egy súlyfüggvényre ortogonális polinomok általános 
elméletévé egészítették ki. E tárgyalásmód különösen a gyökelosz
lás vizsgálatában vezetett más úton eddig el nem ért eredmények
hez ; így pl. megmutatták, hogy ha a p(x) súlyfüggvény (— 1 , +  1 )- 
ben folytonos és itt p(x) j- 1  — x2is M>0 ,  akkor a p(x)-re ortogo
nális л-edik polinom gyökeit x,,,, =  cos 8 nv alakban írva n>M 0(e)-ra 
az —s közben n(S-,u v +1 — S-n<v)-*n;.

A [79] dolgozatban Erdős és Túrán azt az általánosan elter
jedt nézetet cáfolják meg, hogy a Lagrange-interpoláció konver
gencia-tulajdonságai szempontjából kizárólag a (28) Lebesgue- 
konstansok nagyságrendje a mérvadó. Megmutatják, hogy különb
séget kell tenni „durva” és „finom” konvergenciatulajdonságok 
között, és bár az első csoportba tartozó tulajdonságok valóban 
csak a Lebesgue-konstansoktól függnek, azonban a második cso
portra ez nem áll. így például, ha

(32) lirn =  ( 0 < / ? < l )

akkor, mint Fejér megmutatta, ha /(x )  7 -rendü Lipschitz-feltéteinek 
tesz eleget, ahol y>ß ,  az /(x ) függvényre a Lagrange-interpoláció 
egyenletesen konvergens; mármost Erdős és Túrán kimutatják,

'ß
hogy ha / <  ~j^ 2  > akkor minden (32)-nek eleget tevő alappont
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rendszerhez van olyan f(x)  y-adrendü Lipschitz-feltételnek eleget 
tevő függvény, amelyre a Lagrange-interpoláció nem konvergens;

3
"őzzel szemben, ha ß > y >  , akkor az A" mátrix finomabb tu-

r 1 ^
lajdoságaitól függ, hogy minden y-adrendü Lipschitz-feltételnek 
eleget tevő függvényre egyenletesen konvergens-e a Lagrange-inter 
poláció, vagy nem.

A [80], [90], [98], [101], [102], [105], [106] (ma sem lezárt) 
dolgozatsorozat, amelynek egyes dolgozatait Túrán Burányi János- 
sal, Balázs Jánossal, ill. Egerváry Jenővel együtt írta, az ún. héza
gos vagy (0, 2) interpolációval foglalkozik. Ismeretes, hogy az ún. 
Hermite-interpolációnál olyan polinommal közelítünk meg egy adott 
f(x) függvényt, amelynek, amellett, hogy az alappontrendszer 
x„i, x„2 , . . . ,  xrm pontjaiban megegyezik a függvénnyel, ugyanezen 
pontokban az első (vagy az első r konzekutív) deriváltjának értéke 

• is elő van írva. Túrán mármost azt a természetes kérdést vetette 
fel, (amelyet meglepő módon előzőleg nem vizsgáltak meg alapo
san, bár a kérdés már Birkhojf és Pólya egy munkájában fel 
lett vetve), hogy milyen tulajdonságai vannak annak az interpolá
ciós eljárásnak, amelynél a függvényérték mellett csak a második 
derivált értékeit írjuk elő, az első deriváltét viszont nem. Kiderült, 
hogy bizonyos értelemben az a legmegfelelőbb alappontrendszer, 
amikor az x„i, x„2 , . . . ,  xnn pontok az ( 1 — x'2) / 3,'1_i(x) =  0  egyenlet 
gyökei, ahol Plt{x) az л-edik Legendre-polinom. Ez esetben, ha n 
páros, bárhogy írva elő az xni, x„2, . . . ,  x„„ pontokban a függvény- 
értékeket és a második derivált értékeit, létezik egy és csak egy 
legfeljebb 2n — 1-rendü polinom, amely e feltételeknek eleget tesz 
[80]; e polinom explicit alakban előállítható [90]; ha f(x)  olyan 
differenciálható függvény, amelynek deriváltjának <a(t) folytonossági

modulusára az J ^ ~ - d t  integrál véges és a második deriváltakra
о

előírt értékek o(n) nagyságrendűek, akkor az említett interpolációs 
polinomok egyenletesen konvergálnak /(x)-hez [98]. E vizsgálatok 
eredményeinek a szerzők a Sturm—Liouville típusú másodrendű 
differenciálegyenletek elméletében való alkalmazását helyeztek kilá
tásba.

A [102] és [105] dolgozatok a Legendre-, Laguerre- és Her- 
mite-polinomok gyökeiből álló alappontrendszerek újszerű jellem
zését tartalmazzák, az interpolációs polinomok stabilitási tulajdon
ságai segítségével. Kiderült, hogy az említett klasszikus alappont- 
rendszerek bizonyos tekintetben optimálisak. A „stabilitás” itt úgy
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értendő, hogy ha az előírt függvényértékeket legfeljebb f-nal meg
változtatom, úgy az interpolációs polinom az egész intervallumban 
egyenletesen legfeljebb ?-nal változik meg, ami a numerikus szá
mítások szempontjából nyilvánvaló jelentőséggel bír. Az említett 
dolgozatok azon stabilis interpolációs eljárások jellemzésével és 
tulajdonságaival foglalkoznak, melyek a „leggazdaságosabbak” 
abban az értelemben, hogy az alapfüggvények fokszámainak ősz- 
szege minimális. Kitűnik, hogy a minimális fokszámot (amely a 
(— 1 , + 1 ) intervallum esetében 2 (n — l)2, a ( 0 , сю) intervallum esetén 
(n — 1 ) ( 2 n — 1) és a (—oo, -f oo) intervallum esetén n(2n— 2 )) 
csak úgy lehet elérni, ha az említett klasszikus polinomok gyökeit 
választjuk alappontokul, és ez esetben a „leggazdaságosabb” stabilis 
interpolációs polinomok minden korlátos és folytonos függvény 
esetében az alapintervallum minden véges részintervallumában 
egyenletesen konvergájnak a függvényhez.

Túrán interpolációelméleti dolgozataira a kérdésfeltevések ere
detisége, a nyert eredmények eleganciája és az ortogonális polino
mok elméletének igen mélyreható ismerete jellemző. E munkák 
igen szép visszhangot váltottak k i; számos hazai és külföldi ma
tematikus kapcsolódott be pl. a (0 , 2 )-interpoláció vizsgálatába.

Megjegyezzük, hogy Túrán az interpolációelméletre vonatkozó 
mélyreható ismereteit a hatványösszeg-módszer fejlesztése során is 
felhasználta; több, a hatványösszegekre vonatkozó tételének bizo
nyításában alkalmaz interpolációelméleti meggondolásokat. (L. pl. 
[67], 6 - 8 . §.)

Túrán (és munkatársai) fentemlített interpoláció.elméleti mun
káival számos elismert monográfia és tankönyv foglalkozik; ezek 
közül megemlítjük Szegő Gábor ortogonális polinomokról írt híres 
monográfiáját, továbbá /. L. Geronimusz, V. A. Goncsarov, A. F. 
Timan, /. P. Natanszon szovjet matematikusok könyveit.

D) A D) csoportba sorolt dolgozatok közül a [20]-ról már 
szóltunk. Ki kell továbbá emelnünk a [49] dolgozatot, amelyben 
Túrán a

(3 3 )  p „ (x )  =  -J— - f -Л*2- ')"  (n =  0, 1 , . . . )
2  -ni dx

Legendre-polinomokra vonatkozólag többek közt bebizonyítja az 
igen szép és hasznos

(34) Pn(x)—Pn-i(x)Pn+i ( x ) ^ 0  ha — l ^ x ^  +  l

egyenlőtlenséget. Ezt az eredményt Túrán még 1946-ban találta és 
levélben közölte Szegő Gáborral; jellemző arra, hogy Szegő milyen
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érdekesnek találta ezt az eredményt, hogy ő maga (34)-re négy új 
bizonyítást adott és azt több irányba általánosította. A kérdésnek 
azóta rendkívül nagy irodalma támadt; oldalakat tenne ki azon 
dolgozatok jegyzéke, amelyek Túrán (34) alatti egyenlőtlensége 
hatására jöttek létre. A (34) egyenlőtlenség Turánnak távolról sem 
a legjelentősebb, de kétségtelenül a legtöbbet idézett eredménye. 
Jellemző, hogy egy amerikai matematikai intézet vezetője vagy ÍO 
év előtt panaszkodott Erdős Pálnak, hogy intézetének tagjai csak 
a Turán-féle egyenlőtlenséggel, ill. annak különböző általánosításai
val foglalkoznak, és nem képes rávenni őket, hogy e témán kívül 
— melynek érdekességét és jelentőségét persze ő sem tagadta — 
mással is foglalkozzanak. Anélkül, hogy a (34) egyenlőtlenség és 
az ahhoz kapcsolódó örvendetesen szélesen kibontakozott kutatási 
irány jelentőségét kétségbe vonnánk, mégis úgy érezzük, hogy abban, 
hogy Turánmk ez a valóban nagyon szép tétele nagyobb vissz
hangot váltott ki, mint pl. sokkal mélyebb analitikus számelméleti 
eredményei, az a körülmény is szerepet játszott, amire fentebb már 
utaltunk, hogy a könnyebb „vadászterületek” több kutatót vonzanak. 
Persze, a „könnyű” vadászterületen is lehet találni nehéz és mély 
problémákat — erre jó példát adnak Szegő Gábor legújabb vizs
gálatai. Szegő Gábor ezévben a Matematikai Kutató Intézetben tar
tott előadássorozatának témájául éppen Túrán egyenlőtlenségéhez 
kapcsolódó vizsgálatait választotta és ezen előadások során igen 
érdekes, meglepő és a kiindulóponttól, vagyis a (34) egyenlőtlen
ségtől igen messzire elvezető, jelentős új eredményeiről számolt be, 
melyeket részben S. Kariinnal együtt talált.

Igen jelentős, és eddig még csak kis részben kiaknázott gon
dolatokat fejt ki Túrán az I. Magyar Matematikai Kongresszuson 
tartott előadásában [64]. Túrán itt „funkcionális algebrának”, (má
sutt, pl. [104]-ben az algebrai egyenletek analitikus elméletének) 
nevezi azt a kutatási irányt, amely egy polinom explicit előállítá
saiból e polinom gyökeire vonatkozólag levonható következtetések
kel foglalkozik. Ezen irány klasszikus eredményei szinte kizárólag 
a polinomok szokásos — Túrán által P/efa-félének nevezett

(35) P(z) =  j t  »
к—О

előállításában szereplő ak együtthatókból következtetnek a polino
mok gyökeinek elhelyezkedésére, pl. a gyökök valós voltára. A Túrán 
által kitűzött program mármost abban áll, hogy polinomok másféle 
előállításaiból, pl. Csebisev-, Legendre-, Laguerre- vagy Hermite- 
polinomok szerinti kifejezéseinek együtthatóiból igyekezzünk a po-
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linóm gyökeinek elhelyezkedésére következtetni. Turáni e kérdés- 
feltevésre is a Riemann-sejtésre vonatkozó kutatásai vezették; a

Riemann-sejtés ugyanis úgy is fogalmazható, hogy a +  /zj
transzcendens egész függvénynek, ahol H(s) a (4) által definiált 
függvény, az összes gyökei valósak. E függvénynek pl. a Hermite- 
polinomok szerinti kifejtése explicite megadható és nevezetes tu
lajdonságokkal bír (pl. együtthatói váltakozó előjelűek). Mármost 
igaz a következő tétel, (amelyet egész más formában és céllal 
Pólya György vett észre először): ha a (35) polinom összes gyökei 
valósak, akkor az ugyanazokkal az együtthatókkal képzett

(36) tf(z) =  Í > / A ( z )
k= О

polinom összes gyökei is valósak, ahol Hn(x) az /г-edik Hermite- 
polinom, vagyis

(37) H„{x) =  ( - l ) V 2 ( « =  0,1, . . . ) .

Ez azt jelenti, hogy minden olyan, az ak együtthatókkal kifejezett 
kritérium, amely egy (35) alakú polinom összes gyökeinek valós 
voltát biztosítja, automatikusan a (36) alatti Hermite-polinomok 
szerint kifejtett polinom összes gyökeinek valós voltát is biztosítja; 
ez megfordítva nem igaz és így bizonyos értelemben „könnyebb” 
egy csupa valós gyökü polinomról Hermite-polinomok szerinti ki
fejezése alapján kimutatni, hogy valóban minden gyöke valós, mint 
a szokásos (Vieta-féle) alakjából. Túrán több új kritériumot is talált 
arra, hogy a (36) polinom gyökei mind valósak, (ill. általánosabban, 
hogy egy a valós tengelyre szimmetrikus sávban fekszenek). Ezek 
közül csak a következőt említjük: ha

(38) P ( z ) = j t ( - \ y c vH2v(z),
r —0

ahol a cv együtthatók pozitívak és c ;g 4 c„ _ 1c,,+i, akkor P(z) ösz- 
szes gyökei valósak. (L. [104]).

Nem hagyhatjuk említés nélkül Turánnak egy másik, szintén 
e témakörbe tartozó egyszerű, de igen elegáns és hasznos ered
ményét, amely egy valós együtthatós polinom pozitív gyökeinek 
számára a Descartes-féle jelszabály és annak számos általánosítása 
által adott felső becslést egészíti ki alsó becsléssel. E célból a
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polinom Laguerre-polinomok szerinti kifejezését vizsgálja meg. Ha
n

(39) P{x) =  bvLv (x),
v=0

ahol Lv{x) a r-edik Laguerre-polinom, azaz

(40) Lv(x) =  £  ( * * - )  (v =  0 , 1 , . . . ) ,

akkor Гигал tétele szerint Я(х) jelváltásainak száma a pozitív fél
tengelyen legalább akkora, mint a b0, Jb0, d 2b0, . . . ,  /ГЬ0 számso
rozat jelváltásainak száma, ahol Jb0 =  b0— Ьг /Pb0 =  b0— 2 ö, +  ö2 
és általában

(41) J kbo =  É ( - l ) j [^ b j  (k =  0, rí).

E tételt, amely az egyetlen a Descartes-jelszabályhoz hasonló típusú 
és a pozitív gyökök számára alsó becslést adó eredmény, Túrán 

■ igen elegánsan vezeti le Fejérnek egy tételéből, amely szerint egy 
függvény (0 , a) intervallumbeli jelváltásainak száma legalább akkora, 
mint e függvény a (0 , a) intervallumon vett momentumainak soro
zatában előforduló jelváltások száma.

E) Áttérünk Túrán komplex függvénytant általános sorelmé
leti és a Fourier-sorok elméletére vonatkozó munkáira. Bár az em
lített három tárgykör mindegyike a matematikának önálló fejezete, 
Túrán idevágó dolgozatai annyira összefüggnek, hogy könnyebb azo
kat együtt tárgyalni. Az e csoportba sorolt dolgozatok egy korábbi 
részén erősen érezhető Fejér Lipót hatása. így a [15] dolgozat, amely 
Fourier- és hatványsorok Cesáro-közepeinek monotonitási tulajdon
ságaival foglalkozik, hasonlóképpen a [17], [32] és [62] dolgozat 
közvetlenül kapcsolódnak Fejér eredményeihez. Fontos eredményt 
tartalmaz a [35] dolgozat. Ismeretes, hogy Fejér tételeit Hardy és 
Littlewood a következőképpen élesítették: ha f(x) egy a (0, 2?i) 
intervallumban értelmezett folytonos függvény és s„(x) jelöli f(x) 
Fourier-sorának r-edik részletösszegét, akkor

(42) Hm —— ^  ISk{x) f (x) |2 =  0.
» - H -  00 H  k = 0

Carleman kimutatta, hogy a 2 kitevő (42)-ben bármilyen nagy p  
pozitív számmal is pótolható. Grünwald Géza vetette fel a kérdést, 
hogy létezik-e olyan к {rí) +  °c-hez tartozó számsorozat, hogy min-
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den / (x ) folytonos függvényre és minden x-re

(43) Hm -1  £  I Sj:(x) - / ( x )  |*<") =  0.
n-H-oo T I  k = Q

Mármost Túrán bebizonyította, hogy ilyen k(n) számsorozat 
nem létezik.

A [103] dolgozatban Túrán igen érdekes, hatványsorokra vo
natkozó, problémákat vet fel. Azt kérdezi, hogy ha az

(44) f(z) =  ^  akzk
k = 0

hatványsor az egységkörben reguláris és ha a (44) sor z =  \ -re 
konvergens, akkor az /(z)-ből a változó lineáris tört transzformá
ciójával képezett

(45)
VI — z0z  j  k=о

1 I zhatványsor (|z0 |< l )  konvergál-e a -z =  l-nek megfelelő ■ _° pont-
ban? Más szóval vajon a kerületi konvergencia konform invari
áns-e? Túrán megmutatta, hogy meglepő módon e kérdésre a válasz 
negatív. Újabban e kérdéskörben Alpár László talált érdekes téte
leket. Szintén a hatványsorok a konvergenciakörön való viselkedé
sének nehéz és érdekes kérdésére vonatkozik a [114] dolgozat, 
amelyben azt bizonyítja be, hogy az f(z ) az egységkörben regulá
ris függvény (44) alatti hatványsorának az együtthatóira vonatkozó

I ős I =  О j — j feltételt (amelyből, mint jól ismeretes, következik,

hogy (44) magán az egységkörön is konvergens) az =
feltétellel pótolva, ahol m(k) tetszőleges lassan monoton növekvő- 
leg végtelenhez tartó számsorozat, már nem'áll fenn az, hogy a (44) 
sor magán az egységkörön is mindig konvergens. A [35], [37], [103] 
és [114] dolgozatokból látható, hogy Túrán egyik erős oldala a 
szellemes ellenpéldák konstrukciója.

F) Utoljára hagytuk Túrán kombinatorikai és gráfelméleti 
munkáit. Ez a sorrend azonban semmiképpen sem jelent értékelést, 
mert Turánnak ezek a dolgozatai eredetiségben és jelentőségben 
egyáltalán nem maradnak el többi munkái mögött. Túrán sokol
dalú munkásságáról alkotott Összkép nem volna teljes, ha kombi
natorikai és gráfelméleti munkáit figyelmen kívül hagynánk. E mun-
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kákra ugyanaz az eredeti gondolkodásmód és problémameglátási 
készség és ugyanaz a brilliáns bizonyítási technika jellemző, mint 
a számelméletre, analízisre és az algebrára vonatkozó munkáira.

Kezdem rögtön egy olyan Túrán által felvetett problémával, 
amelyről ő maga semmit sem publikált, de amely azóta szerteágazó 
és jelentős elméletté terebélyesedett. Túrán még a 30-as évek kö
zepén interpolációelméleti vizsgálataival kapcsolatban a következő 
kérdést vetette fel: ha egy intervallum minden pontjához hozzá van 
rendelve ugyanezen intervallum véges sok más pontja, megadható-e 
ezen intervallumban végtelen sok olyan pont, hogy ezek közül egyik 
sincs a másikhoz hozzárendelve. E kérdés úgy is fogalmazható, 
hogy ha egy kontinuum számosságú szögpontból álló irányított 
gráfban minden pont rendje (valenciája) véges, van-e a gráfban 
végtelen sok független pont? E kérdést Erdős Pál és tőle függet
lenül Grünwald Géza válaszolták meg, akik bebizonyították, hogy 
Túrán kérdésére a válasz igenlő. Lázár Dezsőnek azt is sikerült 
bebizonyítani, hogy létezik kontinuumnyi számosságú független pont. 
Lázár dolgozata nagy hatást váltott ki, eredményeit Sierpinski, 
Sophie Piccard és Ruziewicz általánosították és a Túrán által az 
interpolációelmélettel kapcsolatban felvetett kérdésből a halmazel
méletnek (ill. a végtelen gráfok elméletének) „binér relációk elmé
lete" elnevezés alatt ismertté vált fejezete alakult ki.

A háború utáni években főként Fodor Géza, Erdős Pál és 
Hajnal András fejlesztették tovább ezt a problémakört. A legújabb 
eredmény e téren, hogy Hajnal András bebizonyította Ruziewicz 
sejtését.

Szekeres és Túrán [13] dolgozata (lásd továbbá [21] és [84]) 
Sylvester azon sokak által diszkutált problémájához kapcsolódik, 
hogy mely n természetes számokra adható meg olyan + 1  és 
— 1 elemekből álló л-edrendű négyzetes mátrix, amelynek sorvek
torai páronként ortogonálisak? Jelölje M„ a +1 elemekből álló 
л-edrendű négyzetes mátrixok determinánsai abszolút értékének

n
maximumát. Hadamard egy tétele szerint М„Шп2 és egyenlőség 
azokra és csak azokra az n értékekre áll fenn, amelyekre létezik 
+  1 elemekből álló ortogonális sorokból álló mátrix. Mármost 
Túrán és Szekeres az összes, a + 1  elemekből álló л-edrendű 
mátrixok determinánsainak kiszámítják a 2- és 4-edfokú hatvány
közepeit, ezúton bebizonyítják, hogy minden л-ге Mn \!n !. Ha 
hasonló úton sikerülne a szóbanforgó determinánsok 2 Ar-adik hat
ványközepeit végtelen sok Ar-ra (legalább is aszimptotikusan) ki
számítani, ezen az úton a Sylvester-féle probléma teljesen elintéz
hető volna.
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A [84] dolgozatban e tárgyhoz visszatérve a negyedik hatvá
nyok összegére jóval egyszerűbb meghatározási módot mutat be, 
mely továbbvihetőnek látszik.

Szintén egy új kutatási irány kiindulópontját képezte a [24] 
dolgozat. Ebben Túrán azt a kérdést vizsgálja, hogy maximálisan 
hány élt tartalmazhat egy olyan n szögpontú gráf,* amely nem tar
talmaz Аг-szögpontú teljes részgráfot. Túrán e problémát teljes egé
szében megoldotta, amennyiben nemcsak a szóbanforgó maximális

élszámot határozta meg jez a szám

Mk(n) =  2{k~—\) +  (2 ) ’ a h o 1  r =  n - ( k —\)  ) ,

hanem meghatározta a lényegileg egyetlen extrémális gráfot is. 
Túrán tétele úgy is fogalmazható, hogy ha egy «-szögpontú gráfnak 
több mint Mk(n)-\-1 éle van, akkor bizonyosan tartalmaz egy 
к szögpontú teljes részgráfot.

Hasonló kérdés másfajta részgráfokkal kapcsolatban is felvet
hető, és Túrán említett dolgozatának hatására mások is foglalkoz
tak hasonló problémákkal. _A gráfelméletben ma szokás általában 
beszélni Turán-féle küszöbszámokról, a következő, általános érte
lemben: Legyen G egy tetszőleges gráf; jelölje Mn(G) azt a leg
kisebb természetes számot, amelyre minden n szögpontú és több 
mint M„(G) élből álló gráf tartalmaz egy olyan részgráfot, amely 
izomorf a G gráffal; az M„(G) számot nevezik a G gráffal izo- 
morf részgráf fellépését biztosító Turán-féle küszöbszámnak.

Egy nemrégiben Erdős Pál\a\ közösen írt dolgozatunkban szá
mos G gráfra hasonlítjuk össze az Af„(G) Turán-küszöböt azzal az 
— általában lényegesen kisebb — M„(G,p) ún. véletlen küszöb
számmal, amely úgy van definiálva, hogy ha a gráf Mn(G ,p)-nél 
több élt tartalmaz és ezen éleket találomra választjuk meg olymó
don, hogy az élek összes lehetséges választásai egyformán valószí- 
nűek, akkor a gráf, ha nem is bizonyosan, de p-1 meghaladó való
színűséggel tartalmaz G-vel izomorf részgráfot (0 <  p <  1). Az 
Mn(G ,p) /7-valószínűségű véletlen küszöbszám a Turán-féle küszöb 
általánosításának tekinthető, hiszen nyilván Mn(G, 1) =  M„(G). 
Túrán maga az általa kezdeményezett gráfelméleti kutatási irány
hoz a [70] és a T. Sós Verával és Kővári Tamással írt [71] dől-

* Itt és a következőkben nem-irányított, hurkot és parallel élt nem tar
talmazó gráfokról van szó.

17 Matematikai Lapok
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gozatokban tért újból vissza. Utóbbi dolgozat eredményét a fenti 
jelöléssel úgy lehet kifejezni, hogy Mn(G)-re ad felső becslést, 
ahol G egy ún. páros körüljárású telített gráf, azaz olyan 2 /  szög
pontú gráf, amelynek pontjainak halmazát lehet úgy két /-elemű 
részhalmazra bontani, hogy a nem ugyanabba a részhalmazba tar
tozó pontpárok és csak ezek vannak G-ben éllel összekötve.

Vázlatos ismertetésünk végére értünk. Még csak Túrán mun
kásságának két jellemző vonását szeretném jobban kiemelni. Az 
egyik az a fáradhatatlan kitartás és céltudatos erőfeszítés, amellyel 
szinte megszakítás nélkül, semmilyen nehézségtől sem visszariadva 
szívósan megy lépésröl-lépésre előre, a konkrét részletkérdések 
megoldása során soha nem tévesztve szem elől távolabbi célkitű
zéseit. Nem hiszem, hogy lett volna olyan nap az elmúlt 30 év 
alatt, amelyen Túrán ne foglalkozott volna valamit matematikával, 
tekintet nélkül a körülötte lejátszódó, időnként viharos történelmi 
eseményekre és a mindennapi élet örömeire és gondjaira (amelyek 
őt egyébként épp oly közelről érintik, mint bárki mást). Közismert 
például, hogy még a háború alatt, rendkívül mostoha és méltatlan 
körülmények között, mint munkaszolgálatos is rendszeresen foglal
kozott matematikával, ha más alkalom nem volt, akkor menetelés 
közben vagy egy távirópózna tetején ülve. Tanúja voltam egyszer, 
hogy egy tanítványa megkérdezte Turániöl, mi a titka annak, hogy 
az események sodrában, a legkedvezőtlenebb körülmények között is 
képes matematizálni. „Nincs ennél egyszerűbb dolog” — válaszolta 
Túrán — „ehhez csak az szükséges, hogy az embert igazán érde
keljék a matematikai problémák”. Ebben a mondatban valóban 
benne van Túrán sikereinek egyik „titka”. Túrán matematikai 
munkásságának másik jellemző vonása az a páratlan probléma
meglátó képessége, amelyre a fentiekben többször utaltam. Arról 
van szó, hogy impozáns átfogó — teljes joggal enciklopédikusnak 
nevezhető — tudása ellenére, ha egy problémát alaposabban szem
ügyre vesz, nem hagyja magát a legcsekélyebb mértékben sem be
folyásolni azáltal, hogy hogyan szokás a szóbanforgó problémát 
megközelíteni; soha nem tesz egy lépést sem kitaposott utakon 
anélkül, hogy meggondolná, hogy valóban ez az egyedüli elkép
zelhető és a leginkább célravezető út-e; érthető, hogy ha valaki 
így halad előre, az gyakran fedez fel új ösvényeket, amelyek közül 
egyesek idővel a tudomány új országútjaivá válhatnak. Túrán ere
deti, az új módszerek és utak keresésére irányuló kérdésfeltevései 
teszik munkáit olyan frissé és gondolatébresztővé; munkáit olvasva 
különösen erőteljesen érezzük azt, hogy a tudományban nem létez
nek véglegesen lezárt, „elintézett” problémák és nincsenek „egye
dül üdvözítő” eljárások.
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Túrán munkásságának ezek a vonásai megmagyarázzák azt 
is, hogy előadásai, a vele való matematikai beszélgetések miért 
hatnak annyira ösztönzőleg mindenkire.

Befejezésül azt kívánjuk Túrán Pálnak, hogy jó egészségben 
és töretlen alkotókedvvel folytassa tovább nagysikerű, egyre feljebb 
ívelő matematikai munkásságát.
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