EGY INFORMACIOELMELETI PROBLEMAROL
RENYI ALFRED

Bevezetés

E dolgozatban egy olyan probléma matematikai modelljét allitjuk fel
és oldjuk meg, amely a legkiilonb6z6bb tudomanyokban, valamint szdmos
egymistol tdvolesS gyakorlati tevékenység sorin szinte mindennapos. A prob-
1émat el8szor egy konkrét példan keresztiil ismertetjik; azutdn ramutatunk
néh4ny més szitudciéra is, ahol olyan probléma l1ép fel, amely ugyanarra a mate-
matikai modellre vezet.

Tegyiik fel, hogy egy sok alkatrészbdl 4ll6, bonyolult, 6sszetett berende-
zésben (pl. egy auté motorjaban, egy elektromos halézatban, egy elektronikus
szamolégépben vagy méas sok elembdl felépitett komplex berendezésben)
valami hiba 16p fel; a hiba kijavitésara torekvé szerel6 eldszor meg kell, hogy
talalja a hibit; csak ez utdn keriilhet sor a hiba kikiiszobolésére. Tudvalevd,
hogy a hiba megkeresése gyakran sokkal tobb id6t és firadsigot igényel, mint
a hiba kijavitdsa. Mi itt csak a hiba megkeresésének folyamataval foglalkozunk.

Jeloljiik H-val az osszetett berendezés 6néllé egységét alkotd részeinek

halmazat; jeloljék x, @, ..., «, a H halmaz elemeit. A hiba tehit vagy x,-ben,
vagy @y-ben, ..., vagy ¥,-ben van. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
az Ty, Ty, - . . , T, alkatrészek kozott csak egyetlen egy hibds van. Attél, hogy

milyen jellegfi a hiba (pl. kiégett egy elektroncsd, valahol zdrlat van, stb.)
tekintsiink el. Minket csak az érdekel, hogy melyik a hibis alkatrész. Hogyan
14t a szerel6 munkihoz? Megprébéilja miikodtetni a berendezés egyes rész-

rendszereit. Ha a berendezés egy részrendszere, amely pl. az z;, 7, ..., %,
elemekbdl all, nem miikédik, akkor a hibds alkatrész az x, z,, ..., a, ele-
mek koz6tt van; ha ez a részrendszer hibatlanul miikodik, akkor a hibas alkat-

rész nem az ¥, T;,, . . ., &;, elemek kozott, hanem a H halmaznak az z,, z,.. . .2,
sorozathoz nem: tartozé elemei kozott van. Akdr mikodik tehat a kiva-
lasztott részrendszer, akir nem, a hibat sikeriilt bizonyos mértékig loka-
lizélni, a hiba tekintetében szdmbajové alkatrészek H halmazat ezen halmaz
egy részhalmazdra lesziikiteni. Tekintve, hogy ez a részhalmaz 4ltalaban még
mindig sok alkatrészt tartalmaz, a szerel6 ezutin egy masik részrendszerrel
préobalkozik. Kell§ szamu részrendszer megvizsgalisa alapjan a hibés alkatrész
egyértelmiien lokalizalhat6. A részrendszerek kivalasztasit a berendezés konst-
rukciéja bizonyos tekintetben korlatozza; ezen korlatokon beliil azonban
a szerel$ tetszésétdl (mondhatjuk batran: intuiciéjatdl) fiigg, hogy mely rész-
rendszereket vizsgilja meg és milyen sorrendben. '
Mivel feltehetSleg egy masik szerel§ mésként jart volna el, igy tekint-
hetjiik, hogy a megvizsgalt részrendszerek kivalasztisa véletlenszerfien tor-
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ténik. Eléfordulhat az is, hogy az egyes részvizsgalatok eredménye téves és igy
félrevezetd. (Pl. a vizsgdlat céljabdl dsszekapesolt alkatrészek kozott létesitett
kontaktus laza; a vizsgilathoz felhasznalt mérémfiszer maga sem kifogastala-
nul miikédik stb.). Igy tehét a hibakeresés folyamatéra a kovetkez8 matema-
tikai modellt allithatjuk fel:

Meg akarjuk hatérozni az @, @,, . . . , @, elemekbdl 4116 H halmaz egy
elSttiink ismeretlen elemét — jelsljiik ezt a-szel. E célbél taldlomra kivélaszt-
juka H halmaz H,,H,, .. ., H, részhalmazait. Tegyiik fel, hogya H,, H,,..., H,
‘halmazok vélasztdsai egymdastél fiiggetlenek ésa H,, H 95+ + « » Hj halmazok min-

degyike ugyanakkora [tehit 2% valészintiséggel lehet azonos a H halmaz

barmely részhalmazival. Miutin a H ; halmazt megvélasztottuk, vilaszt kapunk
arra a kérdésre, hogy a keresett x elem hozzatartozik-e a H ; halmazhoz. Az igy
kapott vilaszok azonban nem mindig felelnek meg a valésignak; tegyiik fel,
hogy arra a kérdésre, hogy a H ; halmaz tartalmazza-e a keresett x elemet,
B valészintiséggel (V5 < B < 1) a valésdgnak megfelels vilaszt, és 1— B valé-
szinliséggel hamis valaszt kapunk. Tegyiik fel tovabba, hogy az egyes kérdé-
sekre kapott valaszok helyes vagy hibas volta egymastél fiiggetlen. A matema-
tikai probléma marmost a kévetkezd: ha n és 8 értéke ismert, és el§ van irva
egy o szam (0 < a < 1), milyen nagyra kell valasztani k értékét (tehat hiny
taldlomra véilasztott részhalmazt kell megvizsgilni) ahhoz, hogy a kapott
(részben helyes, részben téves) valaszokbél legaldbb o valdszintiséggel identifi-
kélni tudjuk a keresett x elemet?

MielStt a fentiekben megfogalmazott matematikai probléma megoldasat
megadndnk, megemlitink néhdny més, az dsszetett berendezésekben fellépd
hiba keresésétdl latszélag nagyon is tdvoless szituiciét, amely ugyanerre a mate-
matikai modellre vezethet( vissza. Természetesen a felsorolt példak mindegyike
rendelkezik bizonyos sajitos vonisokkal, amelyek a fentemlitett leegyszertisi-
tett modellben nem tiikroz8dnek. Egy-egy konkrét szituicié leirdsira a mate-
matikai modell természetesen megfelelfen médosithaté. Mi itt elsd lépésként
csak a fentiekben ismertetett leegyszerfisitett modellel foglalkozunk, mivel
az a szébanforgd, egymastél sok szempontbé kiilonboz6 konkrét szitudcidk
bizonyos k6zos vonisait ragadja meg.1Tovabbi vizsgilatok targyat kell, hogy
képezze a fentemlitett alapmodell olyan médositisainak vizsgélata, amely
révén egy-egy konkrét szitudcié sajitossigait pontosabban lehet visszaadni.2

Mésodik példaként tekintsiik az orvosi diagnézis példajat. Amikor egy
orvos egy betegrdl diagnézist allit fel, 1ényegében hasonlé médon jar el, mint
a szereld, aki a hibét keresi. E példaban célszeribb a H halmaz elemeinek az
Osszes lehetséges betegségeket tekinteni (és nem pl. a beteg egyes szerveit,
hiszen sz4mos betegség nem egy szervnek, hanem az egész szervezetnek a meg-
betegedése). A beteget diagnosztizalé orvos tigy jar el, hogy a betegen bizonyos
vizsgilatokat végez (megméri a hdmérsékletet, vérnyomast, vérsejtsiilyedést,

1Az [1], [2] és [3] dolgozatokban méar foglalkoztunk a jelen dolgozat targyat
képezd probléma azon speciélis esetével, amikor f = 1, vagyis amikor a kapott valaszok
kivétel nélkiil helyesek, tovabbs ezen specialis eset masiranyu altalanositasaival. Jelen
dolgozatban éppen az a novum, hogy megengedjiik azt is, hogy a valaszok egy része
hibas legyen.

* A [3] dolgozatban a # = 1 esetre nézve mér foglalkoztunk a modell olyan médo-
sitdsdval, amelynél a kiilonbézé részhalmazok nem egyenld valésziniiséggel keriilnek
kivélasztésra. Ez a f < 1 esetben is megvizsgalandé.
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kopogtatja a tiidejét, megnézi a torkét, kiilonbéz8 laboratériumi vizsgalatokat
végeztet, sth.). Az egyes vizsgilatok eredményeképpen a szamitésba jove beteg-
ségek halmaza egyre jobban lesziikiil. Itt is szdmolni kell azzal, hogy egyes
részvizsgélatok eredményei tévesek és félrevezetdk. Itt nemesak arrél van sz,
hogy pl. a laboratériumi vizsgalat sordn téves miiszerleolvasis torténhet, hanem
arrélis, hogy vannak olyan tiinetek, amelyek bizonyos betegségnél legtbbszér
fellépnek, kivételes esetekben azonban hidnyozhatnak. A fent feldllitott mate-
matikai modell az orvosi diagnézis-felallitas folyamatanak kétségteleniil csak
nagyon leegyszertisitett képe, azonban a szébanforgé folyamat bizonyos von4-
sait helyesen tilkrozi.

Harmadik példaként vizsgaljuk meg, hogy hogyvan jar el a kémikus, ami-
kor valamilyen ismeretlen anyag kémiai Gsszetételét kividnja megallapitani.
Az egyszerliség kedvéért gondoljunk a kvalitativ kémiai analizisre, mivel a
kvantitativ analizis olyan problémakat vet fel, amelyek bonyolultabb matema-
tikai modellre vezetnek. Ez esetben a H halmaz elemeit az dsszes szimbajové
vegyiiletek képezik. Az ismeretlen anyag Gsszetételének megéillapitisa célja-
bél a kémikus az anyagot bizonyos vizsgélatoknak veti ald (pl. bizonyos savak,
lagok, stb. hatédsinak teszi ki, lakmusz-papir-prébat végez stb.). Minden egyes
részvizsgilat eredménye sziikiti a lehetdségek halmazat, mig végiil kell§ szamu
vizsgilat utén a lehetdségek szamat sikeriil egyre redukilni. Nyilvanvalo,
hogy e példdban sem elhanyagolhaté az a lehet8ség, hogy egy-egy részvizsgalat
eredménye hibas.

A kvalitativ kémiai analizis példija alkalmas arra is, hogy rdmutassunk,
hogy a gyakorlatban sokszor nem egyetlen ismeretlent, hanem egyidejiileg
tobb ismeretlent kell meghatirozni; hiszen a megvizsgilandé anyag legtébb-
szOr nem homogén, hanem t6bb kiilonb6z8 anyagbdl all. A 3 = 1 speciilis
esetre vonatkozoélag a [3] dolgozatban a probléma ilyenirany1 4ltaldnositasat
is megvizsgaltuk. A szimultdn meghatérozis probléméjira a 3 < 1 esetben més
alkalommal kivinunk visszatérni.

A kémiai analizis példdjin keresztiil rimutathatunk a modell egy mésik
altalénositisi lehetdségére is. Egyes részvizsgilatok ugyanis a szimitasbajove
lehetdségek halmazat nem két, hanem ketténél tobb részhalmazra bontjik,
vagyis az egyes adalékok nem egyszerti dichotémidk, hanem 4ltaldnosabb fel-
bontdsok. A f =1 esetet illetdleg [3]-ban ezzel az 4ltaldnosabb modellel is
foglalkoztunk. Itt egyeldre az egyszerti dichotémidkra szoritkozunk: az altal4-
nos osztalyozds modelljét a f < 1 esetben is érdemes volna azonban meg-
vizsgélni.

Negyedik példaként tekintsiik egy vizsgalobiré munkéjit. aki egy biin-
tény elkovetGjét akarja megtaldlni. Ez esetben a halmaz a gyaniiba keriil§
egyénekbdl all, mig részvizsgilatoknak ez esetben az egyes tantk kihallgatésai,
a blinjelek megvizsgdlisa, és mas vizsgilatok (pl. ujjlenyomat-vizsgilat, stb.)
tekintend6k. Mindezek az adatok egyre sz(ikebbre szoritjik a kort a valédi
blinds koriil. Az, hogy ez esetben az egyes adatok (pl. tantivallomésok) hiteles-
sége gyakran kérdéses, teljesen nyilvanvalg.

E példik szidmdt szinte korldtlanul lehetne folytatni. Befejezésiil még
csak egy példat emlitiink meg, amely mintegy kozéputon van a fentebb emli-
tett gyakorlati problémik és ezek matematikai modellje kozott, mégpedig
az in Bar-Kochba jaték példajat. Ez a jaték ugyanis mar maga is mintegy
leegyszertisitett modellje a fentebb emlitett probléméknak. A Bar-Kochba
jatékban tudvalevéleg két jatékos vesz részt — nevezziik 8ket A-nak és B-nek.
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Az A jitékos gondol valamire, a B jatékos pedig arra torekszik, hogy kitaldlja,
hogy A4 mire gondolt. E célbdl kérdéseket tehet fel A- nak, azonban csak olyan
kérdés van megengedve, amely igen-nel vagy nem-mel megvilaszolhatd.
A kérdésekre kapott vilaszokbél kell B-nek kitalalnia, hogy 4 mire gondolt.
Ha H-val jeloljiikk azon ,,dolgok” (személyek, targyak, fogalmak stb.) halma-
z4t, amelyekre az A jatékos gondolhatott, minden kérdés, amit B feltehet, meg-
fogalmazhat6 olyan alakban is, hogy hozzatartozik-e a gondolt ,,dolog” a H
halmaz egy bizonyos H részhalmazahoz. Mint mar [3]-ban rdmutattunk, a kér-
dések kivalasztdsa még gyakorlott jatékos esetében is bizonyos mértékig vélet-
lenszer{inek tekinthetd. Mig [3]-ban csak a f = 1 esetet targyaltuk, vagyis fel-
tettiik, hogy az 4 jatékos minden kérdésre a valésidgnak megfelelGen vilaszol,
a Bar-Kochba jaték tényleges lefolydsinak jobban megfelel az hipotézis, hogy
a valaszok bizonyos szazaléka (a kérdés félreértése, vagy bizonyos tények isme-
retének hidnya folytan) téves. (Lehetséges persze a Bar-Kochba jaték-
nak egy olyan varidnsa is, ahol az A4 jatékosnak jogidban &ll a kérdések egy
részére szindékosan téves vilaszt adni, (pl. azon megszoritassal, hogy a vald-
sdgnak meg nem feleléen megvilaszolt kérdések szdma a jaték sordn soha nem
haladhatja meg az Gsszes, az adott id&pontig feltett kérdések szaménak pl.
az O6todrészét).3

Hangstlyozni szeretnénk, hogy a targyalt probléma mind gyakorlati,
mind pedig elméleti szempontbdl elsGsorban akkor érdekes, ha n (a H halmaz
elemeinek szama) igen nagy szam. A kovetkez6kben ezt mindig fel fogjuk tenni.

Végiil még csak azt szeretnénk hangsilyozni, hogy olyan esetekben, ami-
kor egy komplex berendezésben fellép8 hiba keresését, az orvosi diagndzist,
a kémiai analizist stb. képzett szakember végzi, az 4ltala kovetett eljards erGsen
eltér az altalunk valasztott modelltdl, amennyiben az egyes részvizsgilatok
megvilasztisa csak részben fiigg a véletlent6l, nagyobb részben viszont azt az
illet6 szakember szaktudésa, tapasztalatai, intuicidja szabjik meg. Ha azonban
az emlitett vagy azokhoz hasonlé feladatok elvégzésére készitett kibernetikal
berendezésre gondolunk, annak miikodése mar aligha képzelhet§ el masképpen
mint az dltalunk vilasztott modellnek megfeleléen. Egy hibakeres§ gép konst-
rudldsa viszont a kibernetika mai 4lldsa mellett teljes mértékben a lehet8ségek
hatiran belil van, bar tudomésom szerint ezideig ilyen gép nem késziilt.
Vizsgalataink eredményei felhasznilisra keriilhetnek egy ilyen hibakeress
kibernetikai berendezés konstrukeci6éjanal.

Az 1. §-ban a fentebb megfogalmazott matematikai probléma megoldisat
adjuk meg. A 2. §-ban megmutatjuk, hogyan fiigg 6ssze a vizsgalt probléma a
matematikai statisztika ,,diszkrimindciés probléma’ elnevezés alatt ismert
problémakérével. A 3. §-ban viszouu azt mutatjuk meg, hogyan fiigg ossze az
altalunk vizsgalt probléma az informéciGelmélet szokésos kérdésfeltevésével
(a zajos csatornan keresztill valé informdciétovabbitas probléméjival).

1. § A probléma megoldasa

E §-ban a kovetkezS problémaval foglalkozunk. Legyen H egy n elemi
halmaz. Legyenek H,, H,, . . . , H, a H halmaz taldlomra, egymastol fiiggetle-

3 Természetesen ez a megszoritas nem teljesen felel meg a kovetkez8kben targyalt
modell feltevéseinek, azonban nem is 41l attél tdl téavol.

2
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1

| on
valészintiséggel lehet azonos H béarmely részhalmazival! Legyen x a H
halmaz egy ismeretlen eleme. Tegyiik fel, hogy arra a kérdésre, hogy hozzé-
tartozik-e © a H; részhalmazhoz, § valészintiséggel helyes, és 1—g valészinti-
séggel hamis valaszt kapunk (15 < 8 < 1), mégpedig olymédon, hogy az egyes
kérdésekre kapott valaszok helyes ill. hamis volta fiiggetlen a tobbi kérdésre
kapott véilasz helyes ill. hamis voltatél. Kérdés: milyen nagyra kell k értékét
vélasztani ahhoz, hogy a kapott véilaszokbdl legalabb a val6szinliséggel meg
tudjuk allapitani, hogy a H halmaz melyik x elemérél van sz6? (0 < a < 1).

Feltessziik, hogy a fenti probléméban szerepld § és o megadott rogzitett
szamok, és elsGsorban a keresett k értéknek n-t6l valé fiiggését vizsgiljuk, ha
n— 4+ oo. Annak valdszinfiségét, hogy az ismeretlen = elemet k valaszbél
meg lehet 4llapitani, P,,-val fogjuk jeldlni; valéjdban P, attdl is fiigg, hogy
a kapott valaszok kiértékelését milyen médszer alapjan végezziik el. A kovet-
kezbkben a vilaszok kiértékelésének egy plauzibilis konkrét médjat fogjuk
alkalmazni. Arra a kérdésre, hogy miért éppen ezt az eljirast valasztottuk,
még a 2. §-ban visszatériink.

Miel6tt eredményiinket megfogalmaznank, ra szeretnénk mutatni, hogy
az a feltevés, hogy 1% < f < 1 nem jelenti az 4ltalinossig megszoritisat.
Ugyanis a f = 14 esetben nyilvinvaléan a vilaszok semmi informéiciét nem
nydjtanak, mig a 0 < § < 1, eset visszavezethetd az 15 < 3 < 1 esetre oly-
moédon, hogy minden valaszt az ellenkezével helyvettesitiink.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

nill kivalasztott részhalmazai. Tegyiik fel, hogy H; ugyanakkora [tehat

1

1—8

Mésszoval jeloljitk I(f)-val a 8 és 1 — p valésziniliségekbdl allé kéttaga valé-
szinfiségeloszlas entrépidjat. I(p) felfoghat6, mint egy egv vélasz helyes vol-
tara vonatkozé bizonytalansig mértékszama. Ilymédon egy-egy valasz leg-
feljebb 1 —I(p) informéciét nytjt. Mivel az x elem meghatarozasihoz log,n
informécié sziitkséges, heurisztikus meggondolis szerint csak akkor remélhet-
jik, hogy a k valasz elegend6  meghatarozasira, ha k(1 —1(3)) > log,n,
vagyis, ha

(1.2) ' k

(1.1) | ﬂmzﬁb&%+%k—@b&

log,n
1—-1(B)

v

A heurisztikus meggondolassal nyert (1.2) alatti alsé korlat nines is tévol a
helyes eredménytdl, ugyanis érvényes a kovetkezd
Tétel. Ha Y% < < 1 és

k(n) = logyn 4y Jlogy 4 o(}log, n)

(1.3) -y

]

¢ Ez azt jelenti, hogy elvben H az {ires halmaz vagy maga H is lehet, tovabb4 azt,
hogy a Hy, H,, ..., Hyhalmazok kdzott elvben ugyanaz a halmaz tobbszor is el6fordul-
hat. A tovabbiakban targyalt nagysdgrendi viszonyok mellett azonban ezen lehet8ségek
valészintiiségei olyan elenyészden kicsinyek lesznek, hogy e lehetéségeket felesleges eleve
kizérni; ha e lehetéségeket kizarnank, ez az n - + oo hatéresetre nyert eredményeket
egyaltalan nem -befolyasolnA. -



510 h RENYI

ahol y tetszbleges rogzitett valds szdm, és 1 (f) az (1.1) dltal definidlt mennyiség,
akkor®

-
ahol

(1.5) o) = V217z Jf o au
€s ,

8 =

Megjegyzés : A tétel eredménye tigy is fogalmazhaté, hogy ha a tetszéle-
ges eldirt valdszinfiség (0 < a < 1) és

i) log, 7 + 6@ () Jlogy n + o ()log, n)

(1.3%) 5
1—I(p)

akkor

(1.49) lim P,,'k(n) =a.

n—>+c

Ez a fogalmazas vilagossé teszi, hogy az a valészintiségi szint megvélasz-
tasatol k(n) csak viszonylag kevéssé fiigg, hiszen a fétag (1.8’)-ben fiiggetlen
a-t6l.

Bizonyitas. Jelolje ?Ij azt a halmazt, amelyrdl a j-edik vélasz azt llitja,
hogy x-et tartalmazza. Tehdt H; = H;, ha ¢ € H; és a j-edik vélasz helyes,
vagy ha x ¢ H; és a j-edik vilasz hamis, mig ;= H;, ha ¢ H; és a j-edik
vélasz helyes, vagy ha € H; és a j-edik valasz hamis.® Jel6ljék ,, ©,, .. .,x, a
H halmaz elemeit. Legyen &,; = 1, ha a j-edik vélasz dsszhangban van azzal
a hipotézissel, hogy @ = x, és ¢,; = 0, ha a j-edik valasz ellentmond annak
a hipotézisnek, hogy r =2, (h=1,2,...,n;7=1,2, ..., k).

Miésszéval legyen

. 7.
(1.7) ony = 1 ha  z,¢€ H,;
0 ha x,&H;.

Tegyiik fel egy pillanatra, hogy © = #,. Ez esetben, ha d,, 45, . . ., 8, tetszble-
ges, a 0 és 1 elemekbdl allé sorozat akkor

B
(18) P(Slj =1, 82]~ = (52, 83j = 63, e Epi = 6,,) == on—1
és
; 1—p
(1.9) P (e, = 0,8y = 0y, £5; =0, . . . , &, = 0p) :F.

5 A kiértékelési modszer a bizonyitds soran részletezendd alkalmas valasztasa
mellett. _
8 Itt H; a H; halmaznak H-ra vonatkozé kiegészit6 halmazat jeloli.
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Ugyanis &;; = 1 akkor és esak akkor 4ll fenn, ha a j-edik vélasz helyes, hiszen

ha a j-edik valasz helyes akkor H aszerint egyenl6 H -vel vagy H -sal, hogy
v € H; vagy ©¢ H;, mig ha a j-edik 'vlasz hamis, akkor ennek fordltott]a igaz.
\hsreszt viszont, ha Og, .., Op tetszoleges rogz1tett a 0 és 1 elemekbdl allé
sorozat, akkor az &, = 50, &3 = 0, s Enj = = 6, feltevések e,; értékével

egyiitt egyértelmiien meghatarozzak a H; halmazt. Ha H adva van, akkor

H; nem lehet mas mint H vagy H Ilyen médon (1.8) és (1.9) azonnal kovet-
keznek

Jelolje E,, azt az n X k elem@ matrixot, amelynek h-adik soranak j-edik

elemee,; (h=1,2,...,n;5=1,2,...,k)vagyis legyen
, EipE1a wse By
(1.10) E, =
€n18ng - - - g

(1.8) és (1.9) Ggy interpretalhaték (figyelembevéve, hogy az E,, oszlopait
alkot6 vektorok a H; halmazok megvalasztdsinak feltételezett fiiggetlensége
folytin fuggetlenek), hogy az E,, véletlen matrixot ugy szarmaztathatjuk,
hogy els§ sorinak minden helyére egymastol fiiggetleniil 3 valésziniséggel
1-est, il. 1—p valészinﬁséggel 0-t irunk, mig az Gsszes tobbi helyre egymastol
és az els6 sor kitoltésétol fuggetleniil 1, valdszintiséggel irunk 1-est, ill. 0-t.

Mis szavakkal, az ;; (h =1,2,...,n;7=1,2,...,k) valésziniiségi valtozok
teljesen fuggetlenek és
(1.11) P(e,=1)=p, Ple;=0)=1-5 =12 ...,k,

mig ha 2 < & < n, akkor

(1.12) P(ehj=1)=P(s,,j=0)=% (=12 ...,k.

Ha z nem x;-gyel, hanem pl. z;-val egyenld, akkor hasonléképpen az
E,, matrix h-adik sordnak elemei lesznek f valésziniiséggel 1-gyel és 1—p8
valészintiséggel 0-val egyenlSk, és az Osszes tobbi sor elemei 15 valészintiséggel
lesznek 1-gyel, ill. 0-val egyenlGek.

Legyen most

k
(1.13) v, = .218,,1,
=

(Most nem tessziik fel, hogy » = x,).

Méarmost a kapott valaszok kiértékelését a kovetkezd kézenfekvé modszer
alapjan végezziik: megnézziik, hogy az x=ux, hipotézisek koziil (h=1,2,...,n)
melyiket tdmasztja ald a legtobb valasz. Ha egyetlen ilyen h van, akkor
a mellett dontiink, hogy * = z,; ha tobb ilyen A volna akkor azt mond]uk
hogy a vélaszok nem teszik lehet6vé az egvertelmu dontést. Persze, még ha
ezen eljaras egyértelm is, akkor is lehet az igy hozott dontés téves. Ha tehat
P, jeloli annak a valoszmuseget hogy ezen dontési eljirdssal helyesen hata-
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rozzuk meg az ismeretlen z elemet, a fenti konvencié mellett, mely szerint
2z = x4, a helyes dontés valdszinfisége
(1.14) .PnkZP('Vl> max /Vh).
2<hsn
Figyelembevéve az E,, véletlen matrix elemeinek fiiggetlenségét és az
(1.11)—(1.12) osszefiiggéseket, azonnal adddik, hogy

k Bl By T
(1 — RBYk—1 —_ %
(1.15)-b8l a Moivre—Laplace tétel és a Stirling-formula segitségével teljesen

kézenfekvd aszimptotikus meggondolasok segitségével adédik a fenti tétel
allitdsa. A szadmitds részleteit itt mellGzziik.

k
(1.15) Py=2
=1

2.§. A probléma §sszefiiggése a matematikai statisztika ismert problémaival

Az 1. tétel bizonyitdsabol nyilvanval6, hogy a térgyalt probléma azonos

a kovetkezd statisztikai probléméaval: n szamid k elem@i mintdnk van; tudjuk
(
azt,hogy az n minta fiiggetlen, koziiliikk n—1 egy olyan S (%) statisztikai soka-

saghél lett véve, amelyben az 1 és 0 szdmok valdszintisége Y5, mig az n minta
kozill az egyik egy olyan S(p) statisztikai sokasigbdl lett véve, amelyben az
1ill. 0 szdmok valészinisége S ill. 1—p (%% < f =< 1). Eldéntendd, hogy az n
minta koziil melyik szdrmazik S (p)-bol.

Mésrészt azt is konnyen belathatjuk, hogy az dltalunk valasztott dontési
eljards tulajdonképpen nem méis, mint a maximum likelihood médszeren
alapul6 eljaras. Ugyanis azon feltevés mellett, hogy a h-adik minta szdrma-
zik S(p) b6l (vagyis & = x,), az n minta egylittes valdszintlisége

pr(l —pyn

(2.1) W, = Sk

és igy, ha a maximum likelihood médszer szerint dontiink, tgy azt az x,-t
fogadjuk el az ismeretlen 2z-nek, amelyre W, maximalis, tehat azt, amelyre »,
maximglis, és mi éppen igy jirunk el. Ez megvildgitja, hogy miért éppen ezt
a kiértékelési eljarast valasztottuk. A problémat a kovetkezdképpen is fogal-
mazhatjuk. Jelolje I1, azt a hipotézist, hogy az E,, métrix h-adik sora a S(j3)

sokasigbdl, a tobbi sorai a S (—;— sokasigbdl vett mintak. Az altalunk vizs-

géalt probléma tigy is jellemezhetd, hogy eldéntendd, hogy a Iy, Il,, ..., II,
egymast kizaré hipotézisek koziil melyik a helyes? E szerint a probléménk az
{n. diszkrimindciéproblémék kozé tartozik.

3.§. A probléma osszefiiggése az informaciGelmélet ismert problémiival

Az 1. §-ban tirgyalt probléma a koévetkezdképpen is interpretalhaté.
Legyen adva egy zajos csatorna, amelynél a lehetséges bemend jelek
&y, g, - - - , T, Mig & lehetséges kimend jelek a H = {;, @,, . . ., ¥,} halmaz Ssszes
részhalmazaibél dllnak. Jeloljék ezeket H®, H®, . . HE®. Jelélje p,; (ahol
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b=l 2 ciimad 1,2 8 020 a,nﬁa,k val6szintiségét, hogy a H® halmazt
kapjuk kimengd jelként, feltéve, hogy az x;, jelet adtuk le, és tegyiik fel, hogy
p (O]
o ha z,€ HY
3.1 =
(3.1) Pn o

o ha a,¢ H®,

Tegyiik fel, hogy k-szor egymasutén leadjuk az z, jelet; a feladat az,
hogy a felvett H,, H,, ..., H, jelekbél rekonstrudljuk z,-t. (Vegyiik észre,
hogy ezen atfogalmazasnal még a § = 1 esetnek is zajos csatornin keresztiil
val6 informaciétovabbitas felel meg !). Kérdés: hinyszor kell az 7, jelet leadni
(vagyis milyen nagynak kell vilasztani k értékét), hogy a felvett jelekbdl z;
legalabb a valészintiséggel meghatirozhato legyen. A probléma ezen atfogalma-
zasdnak f§ érdekessége abban 4ll, hogy elvezet a probléma egy igen messze-
mens Altalanositdsdhoz. A szébanforgd kérdés, hogy tudniillik hinyszor kell
az xy, jelet leadni, hogy az eldirt valdszintiséggel dekédolhaté legyen, felvethetd
tetszbleges dtmenet-valdszintiségekkel biré zajos-csatorna esetében is. E kérdés-
feltevés, bar szorosan osszefiigg az informécidelmélet szokasos problematiké-
javal, attél mégis eltér, és tudomésom szerint eddig nem képezte behatébb vizs-
galat targyat. Ezen 4ltalinos informacidéelméleti probléma térgyaldsa azonban
méar tdlnéne jelen dolgozat keretén.

(Beérkezett: 1962. februar 27.)
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0B OJ{HOI NMPOBJIEME TEOPMY WH®OPMALIMH
A. RENYI

Pe3iome

BoT Tunuueckuil npumep IOJIO)KeHUH, MaTeMaTHUeCKUil MOJiellb KOTOPOIr'o
paccmarpuBaercs B 3Toii pabore: Crnenyer HaiiTH Je(eKTHYI0O 4acTh CJIOXKHOMN
ceTd. B TakoM NOJIO)KeHMH, €CJIM YUCJIO YacTeil, KOTOpble MOTYT OBIThL JedeKT-
HBIMH, OUEHb BEJINKO, BO3MO)KHBIII MeTo1 HaiiTu fedekt cieayromuil: [Iposep-
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SIOTCS  HEKOTODBIE IIOA-CeTH; €CIM I0A-CeTb He PafoTaeT, TO OHA CONEPIKUT
NeQeKTHYI0 YacThb; ecu paGoTaer, TO JAedeKTHAsi YacTb COMEPIKUTCST B JIOMOJI-
HUTEJIbHOH MOJI-CeTH. ECIM ceTh cOCTOUT U3 1 uacTeil  MPOBEPSIIOTCS MOIX0ISI-
UM 00pasom BeIOpaHHBE &k > log, 7 IOACETH, TO TaKuM 00pasom Haiimercst
AedexTHast YacTb. B pafore paccMaTpuBaeTcs, CKOJIbKO TAKHX IIPOBEPOK HYMKHO
BLINOJIHATD, €CJIM MOA-CeTH BBIOPAWOTCS CIydyaiiHBIM 06pa3oM, He3aBUCHMO Apyr
OT ApyTa, TaK 4T0 NP Ka)<KA0M BbIOOpe KayK/ast BO3MOYKHAs! IOJI-CETh BHIGUPAETCSt
¢ Toif )Ke camoif BeposATHOCTBI0. [Ipy 9TOM mpeamosaraercs, uro IpoBepKa Moj-
ceTeil He BCerfia, a TOJNLKO C BEPOSITHOCTBIO B (Y, < B < 1) naer npaBunbHBLi
PesyJIbTaT ¥ € BEPOSATHOCTbIO 1 — B monyyaercsi omuGOYHBIE OTBeT Ha BOIIpOC,
COMEPIKUT JIU MOA-CeTh JedeKT. Takoit Bompoc MOYKeT UMeThb 3HaUeHHe npyu KOH-
CTPYMPOBAaHMM aBTOMATOB JJIsl MOUCKa JedeKra. '

,HOKaBbIBaeTCH ceiyromas Teopema: Ecau noaomcum

1) = Ploga 2+ (1 = f) loga

u ecau nposepsiomen k= k(n) caysailino u Hesasucumo evi6pantisie nood-cemis
cemu, Komopasa cocmoum u3 n yacmet, 20e k(1) 3agucum om n cae0yomum 06pasom :

k() — 0B +y VIIO%Z ﬁ—i; o(|/log, n;

(y urcuposarroe ewecmeennoe wucao), u P,, o6osnauaem eeposmuocme
Mo20, Mo U3 pe3yNbmaimnos nposepok MoycHo Haumu Oeexmmuyro Yacms cemu,
mo umeem '

s Y
lim P,,m»=D(=|,
n—s-+ A (0’)

20e

X
u

1
= — —*d
D(x) V2a Je 2 du

7 —c

e

3aMeuaercsi, YTO UMEIOTCS M JPyrue Mpouecchl (KPOMe IpOLecca Haxork-
AeHust leeKTa), Ui KOTOPBIX BhIIIE OMUCAHHAs MPOOIEMa MOYKET CITY>KUT
O4YeHb YNPOIMIEHHO! MOENbI0, TAK HAaNpPUMep MPOLECC, ¢ MOMOWbIO KOTOPOro
Bpay Ha#JIeT AMarHos, WM NPOLeCC XMMUYECKOT0 KaueCTBEHHOI0 aHaJu3a U T. 1.

Hawouer ykasaHo, 4To BONPOC MO)KET GBITb PaccMOTPeH U KaK Ipobiema
MaTEMaTHYECKOM CTATUCTUKM, MM KaK YaCTHBIA Ciyuail ciemyromeii mpoGiemst
nepefaun uupopmauu: IycTb 1aH AUCKDETHBIH Ge3NMaMSITHEI KaHal ¢ IyMOM.
[lepefiaeTcst TOT ke caMblif CHTHAJ MHOTO a3; KaK MOYKHO M3 TOJyYeHHDBIX CHI-
HaJOB pasrajiaTb, KaKoil curHaj GObl1 Iepefan?

u




EGY INFORMACIOELMELETI PROBLEMAROL 515

ON A PROBLEM OF INFORMATION THEORY
A. RENYI

Abstract

A typical example of the situation, a mathematical model of which is
discussed in this paper, is the following: one has to find that part of a compli-
cated network which got out of order.In such a situation if the number of places
of the defect is very large, a possible method to find the defect is to try whether
certain sub-networks do work or not.If a sub-network (consisting of a subset
of the parts of the total network) does not work, then it contains the defective
part (it is supposed that only a single part is defective), while if it works, then
the defective part is contained in the complementary subset. If the network
consists of 7 parts and if k > log, » suitably chosen sub-networks are tested
in this way, the defective part can be determined. The question arises, how
many sub-networks have to be tested, if the sub-networks are chosen comple-
tely at random. The answer to this question may be useful if one wants to con-
struct defect-searching automata. The corresponding mathematical problem is
solved under the supposition that the results of the tests of the sub-networks are
correct with probability g only (% < p < 1) while with probability 1—3
they are false and thus misleading.

Let us put

& I(8) = Blogs 5+ (1 — ) loga

1t is shown that zf the total number of parts any one of which may be defective is
equal to n, and k = k(n) randomly and independently chosen sub-networks are
tested (so that the probability of choosing any particular sub-network is the same )
where

(2) k(n) = log,n +y Vll(fz;l(ﬂ—;— 0 (V10g2 n)

where y is a fixed real number, then if P, denotes the probability that by evaluating
the tests in a suitable way, the defective part can be identified, one has

(3) nETw Powmy=2 (%)
where

1 [
(4) D(x) = Von Je du
and

B(L—p) B
(5) “:V I3 °BT—p

Tt is mentioned that the mathematical problem solved above may also be
considered as a highly simplified model of other processes too, e. g. the process
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applied by a physician trying to make a diagnose, or the work of a chemist
who wants to analyse some material of an unknown composition, or even of
~ a judge trying to find out the truth in some criminal case. The special case
when all tests lead to reliable results (i. e. 8 = 1) has been considered in pre-
vious papers ([1], [2], [3]) of the author. It is pointed out that from the point
of view of statistics the problem is one of discrimination, while from the point
of view of information theory the problem can be characterized as follows:
a discrete noisy memoryless channel is given and the same symbol is trans-
mitted several times; one has to determine this transmitted symbol from the
received symbols. The special channel corresponding to the problem solved in
the paper is such that the number of symbols which can be sent is 7, that of
symbols which can be received is 2” while the matrix of transition probabilities
(the channel probability function) contains only two sorts of elements, so that
in each row exactly one half of the elements belong to the first, and one half
to the second sort and all columns are different.



