EGY GRAFELMELETI PROBLEMAROL
ERDOS PiL és RENYI ALFRED

Bevezetés

E dolgozatban egy grafelméleti problémaval foglalkozunk, amelyre
a kovetkezd kérdés vezet: megadott szamu repiil6tér kozott rendszeres (oda-
vissza) légijaratokat kivanunk létesiteni oly médon, hogy barmely repilGtér-
r6l barmely masik repiilGtérre vagy kozvetlen jarattal (leszallas nélkiil), vagy
egyetlen atszallassal el lehessen jutni, azonban a repiilGterek kapacitasai
korlatozottak, vagyis elG van irva, hogy egy repiilGtér legfeljebb hany mas
repiilGtérrel allhdt kozvetlen légi kape solatban; kérdés, hogvan lehet a sz6ban-
forgd légi haldzatot tgy m(‘(rt(nfvm hogy a fenti feltételek teljesiiljenek és
mrvlwn mm(‘l kev osol)l) légi jaratot 1\(‘11](‘]] létesiteni? K feladat grafelméleti
m(‘(rfogdlmd/,dsah(m a kovetkezéképpen jutunk el: minden repiil6térnek felel-
tessiink meg egy pontot: ezek lesznek a graf szogpontjai (vagy roviden: pontjai).
Jeloljiik a ropulntm(‘k szamat n-nel, “akkor tehat a grafnak » pontja lesz.
Két pontot kossiink Ossze egy (nem iranyitott) éllel, ha a megfeleld repiil6-
terek kozott kozvetlen légi l\a})( solat all fenn. Az igy létrejovd (parhuzamos
élek és hurkok nélkiili, nem iranyitott) grafra a feltételeink azt kivanjak meg,
hogy a pontjai fokanak (valenciajanak) maximuma egy megadott szammal
(amelyet k-val jeloliink) legyen egyvenlé és ugyvanakkor a gla-f atmérgje’”
legfeljebb 2 legyen. Egy (()SQI,(‘qu’(T()) graf atmel()jén azt a legkisebb d szamot
értjiik, amelvu\ igaz az, hogy a (rmi barmely két pontja osszekothetd egy
legfeljebb d élbsl allé uttal. (Utn.{k nevezziik a PePri =12 ...,8
élek sorozatat, ahol P, ..., P, a graf kiilonboz6 pontjai.) Marmost adott
n és k mellett az o6sszes, a foltetvlvkn(‘k eleget tevo grafok koziil (ha ilyenek
egvaltalan vannak) keressiik azokat, amelyek ol(‘mol\ szdma minimalis. Ezt
a minimalis élszamot, amely nyilvan Kkizarol: ag az n és k szamoktol fligg,
Fy(n, k)-val fogjuk jelslni. Ha @, jelol egy tvtszolmr(‘s n szogponta grafot,
Py, Py, ..., P, ennek pontjait, (P) jeloli a Pj pont fokat G,-ben (vagyis
(,, azon pontjainak szamat, amnlwkkel P, ossze van kotve egy éllel), d(d,)
jeloli a G, graf atmérdjét, és N(G,,) az éleinek szamat, akkor tehat Hy(n, k)-val

jelolve azon n adott P, ..., P, szogpontbdl képezhets grafok halmazat
amelyekre d((,) < 2 és max v(P)) = k,
lIsj=n
(1) Fu.in,k)= min N(G,),
Gu€ Hy(n, k)

feltéve, hogy a H,(n, k) halmaz nem iires; ellenkezd esetben legyen Fy(n, k) =
= 400, A kettes mdox Fy(n, k)-ban ill. H,(n, k)-ban arra utal, lmov legfe]_]obb
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624 ERDOS—RENYI

2 atmérdji grafokrol van sz6. A feladat ugyanis nyilvan altalanosithaté oly
modon, h()gv ahelyett, hogy barmely repiil6térrdl el lehessen jutni barmely
masikra legfeljebb egy atszallassal, csak annyit kotiink ki, hogy legfeljebb » — 1
4tszallissal el lehessen jutni, ahol » > 2. Mas szoval keressiik az n szogponti
grafok koziil, amelyekben a pontok fokénak maximuma k és amelyek atmérdGje
legfeljebh 7, azokat, amelvek minimalis szamu éIbdl allnak. Ezt a minimalis
élszamot F (n, k)-val je lnl_]ulx. tehat
(2) Fin, k)= min NG,

G,€H/n, k)
ahol I (n, k) azoknak a P,, ..., P, szogpontokhol képezett ¢, grafoknak
a halmaza, amelyekre d(G,) < r és max »(P,) = k. (Ha H,(n, k) iires, agy
F.(n, k) = 4o2.) sj=sn

E dolgozat 1. és 2. §-aban az r = 2 esettel foglalkozunk. Az r> 2 esetre
V()ndtk(v,olatf csak a 3. §-ban tesziink néhany megjegvzést; ezen kérdés részle-
tes dh?kus\/lo]ald egy t()\ abbi dolgozatban széndékozunk visszatérni.

Az 1. §-ban nwru/,sgal]ul\ az. Fy(n, k) figgvény viselkedését abban
az esethen, hd n és knagy szamok, és F,(n, k)-ra d\/llnlnotll\uxan pontos képle-
tet adunk meg. A 2. §- ban egy konstrukecios eljarast ismertetiink, amely bizo-
nyos dS/JIIlI)t()tll\U\dn lmr]()bb megoldasokhoz vezet.

Megjegyezziik, hogy ha talaltunk egy minimalis élszamu legfeljebb 2
atmérdji n szogponta grafot, amelyben a pontok fokanak maximuma £,
és adva van n kijelolt pont, akkor ezen pontokhoz az emlitett graf szogpontjait
még n! kiillonbozé modon rendelhetjiik hozza. Ezen hozzarendelések koziil
kivalaszthatunk egy olvat, amely még valamely mas szemponthdl is optimalis.
Igyv példiul ha adva vannak a repiil6terek kozotti tavolsagok, azon légi
osszekottetés halozatok koziil, amelyek az adott feltételek mellett minimalis
szamu jaratbol allnak, kivalaszthatjuk azt, amelynél a jaratok dsszhossza
minimalis.

A feladat felfochaté nem-linearis programozasi feladatként is. Legyen
E = (¢;) egy n X n-es 1 és 0 elemekbdl all6 szimmetrikus matrix, am(\lvnvl\

diagonalis e 1(‘111(31 1-gvel egvenlk és sorosszegeinek maximuma £ -+ 1, tov abba
n n

az E? matrix minden eleme > 1; ezen feltételek mellett a > > ¢, Osszeget

kell minimalizalni. i=1 1=j

Mi a kérdést grafelméleti fogalmazasban vizsgaljuk.

A felhasznalt médszerek mind elemiek, a probléma természetének meg-
felelGen, a konstrukciondl azonban a véges testek, ill. véges geometriak elméle-
tét is felhasznaljuk. Ez nem az elsé eset, hogy grifelméleti problémak megol-
dasinal a véges testek elmélete alkalmas segédeszkoznek bizonyvult; a grafok
aszimmetriajara vonatkozd vizsgilatainkban [1] is hasonlé tapasztalatokat
szereztiink. (L.asd tovabba a [2] dolgozatot.)

A 3. §-ban néhany 2 atmérdjli grafokra vonatkozo tovabbi eredményt
és néhany megoldatlan problémat is megemlitiink.

Ezaton is kiszonetet mondunk GALLAT T1BORnak értékes megjegvzéseiért,
amelyeket a végleges fogalmazdasnal felhasznaltunk.

1. §. Néhany egyenlétlenség

ElGszor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy mely n, b szamparokra létezhet
egvaltalain n szogpontu, 2 atmérji graf, amelyben a pontok fokanak maxi-
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muma k. Legyen G, egy ilyen graf és legvenek Py, ..., P, a G, graf szogpontjai.
Egv tetbzoleges pontlml pl a P, pontbdl feltevés szerint legfeljebb £ él indul
kl vagyis P;-bd6l 1 hosszusagu (egy élbal allo) attal legfeljebb £ pont érhetd el.
A P, pon’rbol 2 hosszisagu (kct élbal allo) uttal elérheté pontok szama nyil-
van lmrfolJebb akkora, mint a P-b6l egy éllel elérhets pontokbél egy éllel
elérhets és P-t6l killonbozo pontok szama, és igy P;-bdGl egy vagy két élbal
allo uttal elerhoto pontok szama legfeljebb £ A(A — 1) = k% Feltevés sze-
rint azonban minden P,-t4l kiilonboz6 pont elérhetd P;-b6l 1 vagy 2 hosszasagi
uttal, tehat fenn kell allnia az

(1.1) n<k>+1

egyvenlGtlenségnek. A fenti bizonyitasbol az is nyilvanvald, hogy (1.1)-ben
(‘(rwnl()%ed csak akkor allhat fenn, ha minden pont fokszima k, vagyis
A-adf()ku roguldr s graf esetében.

Az egyenlGség (1.1)-ben kb = 2 és &k = 3 esetben elérhets; £ = 2 esetében
az otszogpontia korre, k=3 esetében az un. PETERSEN-féle grafra (lasd 1.

o =5 —a
¥ \\ \\\ .
O ]
1. abra 2. dabra
abra) A.J. Horrvax és R. R. SINGLETON [4] megmutattak, hogy £ = T-re

is elérheté az egvenldség (1.1)-ben, és bebizonyitottak, hogy a £ = 2,3 és 7
értékeken kiviil legfeljebb még k& = 57-re létezhet £2 -+ 1 szogpontu, k-adfoku,
regularis, 2 atmérdji graf; hogy valoban létezik-e ilyen graf kb = 57-re, az
nyitott kérdés.

Mivel ismeretes, hogyv egy grafban a paratlan fokszamu pontok szama
paros kell, hogy legven, tehat ha n és & paratlanok, akkor (1.1)-ben nem allhat
egvenlGség; ez vsotl)vn kell a grafban lenni legalabb egy legfeljebb £ — 1
foku ]mntnal\ és igy ha n és k 1)(11‘(1‘(1‘111()1\ akkor az

{1.1") n<rkik—1)+41

egvenlGtlenségnek kell fennallni. Az (1.17) egvenlGtlenség teljes altalanos-
mul)dn szintén nem javithatd, mert példaul (1.17)-ben egyenlGség all fenn, ha
k=3 n="1T (lasd 2. d])ld) Mindharom polddkepp(‘n emlitett graf egvben
minimalis élszam is és igy F,(5,2) = 5, F,(10,3) = FolT.3) = q Az elsé
két esetben ez az alibbi 1. tételbdl kovetkezik; azt, h()(rv » »(7,3) = 9, késtbb
fogjuk bizonyitani.

A mondottakbol az is latszik, hogy ha k(n) jeloli azt a legkisebb £ sza-
mot, amelyre létezik n szogponti 2, atmérdji graf, amelyben a szogpontok
fokdnak maximuma k-val egyenld, akkor k(n) nem monoton fiiggvénye n-
nek, ugvanis £(9) = 4 de A(l()) = 3. Mindenesetre lathato (1.1)-bdél, hogy

teljesiilnie kell a k(n) = }/n — 1 egyenlGtlenségnek.

Il A Materratikai Kutaté Int(zet Kizleményei VII. B/4.
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Most be fogjuk bizonyvitani a kovetkezo tételt.
1. Tétel. Fennall az

o =

nin—1)

(1.2) P.n, k) = =

o~

eqyenlitlenséq.

Bizonyitas. Legyen (7, egy n szogponti 2 atmérdji graf, amelyben a pon-
tok fokanak maximuma £. Loovo1l (/,, éleinek szama N.

Szamoljuk meg a legfeljebb 2 hosszusagt utak szimat G,-ben. 1 hosszu-
sagu 0t nyilvan N szamu van; olyan 2 hosszisagu ut, amely egy kijelolt élt
tartalmaz, nyilvan legfeljebb 2(4 — 1) van;ilyen médon, figvelembe véve, hogy
minden 2 hosszusagu ut két élt tartalmaz és igy az el6bb kétszer lett szamolva,

2 hosszusagi utak szama legfeljebb (£ — 1) IV, vagyis a legfeljebb 2 hosszu-
sagu utak szama legfeljebb LN. Marmost barmely két p(mtot osszekot legfel-

\
jebb 2 hosszusagu ut és igy kell, hogy teljesiiljon a AN = l } egvenlGtlenség;

ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.
Az (1.2) egyenlGtlenség teljes dltaldnossaghan nem javithatd, hiszen

—1
az n = 5, k = 2 esetben '——?(”)L - 5 és az Otszogpontu kornek valéban
. n(n —1) gy
5 éle van, vagy pl. n = 10, k = 3 esetben ———— = 15 és az 1. dbrén lathaté

2k
Petersen-grafnak valéban 15 éle van.

Az (1.2) egyenlitlenség F,o(7,3)-ra a 7 alsé korlatot adja. Ez azonban
nem érheté el. Ugyanis mivel a paratlan foka pontok szama minden grafban
paros kell, hogy legyen, egy 7 qzi)orpontﬁ graftban nem lehet minden pont foka
3. Egv 7 szog.p(mtu 2 atmérdji grafban, amelynek pontjai fokanak maximuma
3, kell tehat, hogy legven legalabb egy méasodfoku pont. Az ugyanis nyilvan-
val6, hogy els6 “fok pont nem lehetséges, hiszen egy grafban amelyben a
pontok foka legfeljebb 3, egy els6 foku pontbdl legfeljebb 5 pont érhetd el

legfeljebb 2 hosszisagi attal. Ha csak egy masodfokt pont volna, akkor a
L ©

.
L |

graf éleinek szama

= 10 volna. Ha viszont egynél tébb masodfoku

pont van, akkor a méasodfokt pontok szama 3 vagy 5 volna. Az elsé esetben

4-3 T 3-2 . " . 3 : . ;
a grafnak — = 9 éle van. Ez valéban lehetséges; egy ilven (2 atmé-
D) D o
réji) gréfot z‘ibrézol a 2. dbra. Ha 5 masodfoku pont volna, akkor az élek
, 3 = Q)
szdma —— = 8 volna. Az ilyen graf azonban nem lehet 2 atmérdjii;

9

ugvanis mivel egy masodfoku pontbdl, amely egy k; és egy £, foki ponttal
van oOsszekotve, legfeljebb 2 hosszusagu uttal l(gfnl]ebb k, + A pontba lehet
eljutni, tehat bdrmel) masodfoku p(mtnak Ossze kellene k()tve lennie a két
harmadfokta ponttal, de ez lehetetlen, mert akkcr e pontok nem harmad-,
hanem otodfokuak lennének.

Igy tehat Fy(7,3) = 9 és mivel a 2. abran lathaté grafnak 9 éle van,
tehat F,(7,3) = 9.
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Megjegyzendd, hogy az (1.1) egvenlGtlenség az 1. tételbdl is levezethetd.
. €l . ;
Ugvanis egyv n szogponti Oxdfndk amelyben a pontok foka legfeljebb £

’

. nk , B am s .
legfeljebb — éle van; igy tehat 2 atmérdjii n szogponti graf, amelyben a pontok
9

=

fokanak m;‘ﬂmuma k, csak akkor létezhet az 1. tétel szerint, ha nk S M

= - 2k
tehat ha £* > n — 1, vagyis ha (1.1) fennall. Az (1.2) bizonyitasabdél egvébként
az is leolvashaté, hogy (1.2)-ben egvenlGség csak akkor allhat fenn, ha létezik
nk  n(n—1)

n szogponti k-adfoku regularis 2 atmérdji graf, tehat ha

>

2 2k
vagvis ha k2 = n — 1, vagyis ha (1.1)-ben egyenléség all fenn. Emellett az is
5 - ; S 5 y nin—1) ,.,
lathaté a bizonyitasbol, hogy ha e feltétel teljesiil és létezik BR =1 éli

2k
2 étmér(ijii n szogponti reguldris k-adfoku graf, gy abban barmely két pont
egy és csak egy legfeljebb 2 hosszusagu uttal van Osszekitve; az ilyen graf
tehat sem haromszogo , sem négyszoget nem tartalmaz.
Az 1. tétel szerint
Fo(n,k)k

(1.3) s

n(n —1)

A 2. §-ban be fogjuk bizonyitani, hogy az 1. tétel abban az értelemben

aszimptotikusan pontos, hogy mogadhato l.j. v; szamparoknak (j = 1,2, ...)

olyan végtelen sorozata, hogy n;— + oo (és igy természetesen k;— + <o)
és ugyanakkor

Lo

Fon;, k)-k; 1

(1.4) Wi — = s,
j"+°° n](ﬂj— 1) 2
Mint fentebb ramutattunk, (1.2)-ben egyvenliség csak akkor allhat fenn,
hak = |/n — 1. Ha tehat k> |/n — 1, akkor sziikségképpen F,(n, K’)>n—(n)—;ﬁ.
Most be fogjuk bizonyitani, hogy ha k lényegesen nagyobb, mint |/n — 1,
akkor F,(n, k) nemcsak nagyobb kell, hogy legyen, mint n(n); 1»)——, hanem

e szamnak kozel a kétszeresénél is nagyobbnak kell lennie. Ezt fejezi ki a
2. Tétel. Legyen k*>8n, akkor

(1.5) Fy(n, k) > (L_—}—).

Megjegyzés. A 2. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy a 2. tétel aszimptotiku-
san pontos.

A 2. tétel bizonyitasa. Legven G, egy n szogponti 2 atmérdji graf,
amelyben a pontok fokanak maximuma £. Jelolje r a @, graf azon pontjainak
szamat, melyek foka =>k/2; magukat e pontokat jeloljék P, P,, ..., P,.
Legyenek @, ,, ..., Q,—, a (¢, graf tobbi pontjai. Jelolje N a @, graf éleinek
szAmét. Jelolje aj G azon éleinek szamdt, amelyek egyik végpontja P;, masik
végpontja pedig a @, ..., @, _, pontok PO‘VIkP ]o]ol]e tovabba v, a ¢, graf
azon éleinek a szamat, amelyek egyik vegpontJa @, masik végpontja pedig a
Qs -+ 00 Qpary Qrags » + 45 @y pONtok egyike. Akkor

1%
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: | it F s ol n—r
(1.6) = B W E L
2 h=1 fumi | 2 h=1 V2 2

ugvanis barmely ’(J,»’és (2)! (7 = j) pont vagy egy éllel van (”)SSZ("I‘{(’_‘)tVf‘, vagy egy
Q: Py Q; 2 hosszusag, uttal, vagy egy ; @, Q; (h = 7, h # j) 2 hosszisigu

uttal. Tehdt tekintve, hogy a; < k(j =1, ...,7r)ésy, < * (h=1, ..., m —171),
o

n—r ¥

(1.7) : ‘:2/,1+L'2.l'j>(11—)')(nfr¥1).
4 h=1 Jj=1
Mivel
g 1 n-r :
:_IJ+T2U/1_S_‘\
j=1 = h-1

tehat azt kaptuk, hogy

(1.8) ENzZ(n—r)(n—r—1)>nn—1) — 2rn.
Méarmost nyilvan
(1.9) 'l/)" <2N
és igy ]
W n(n — l)‘
bt

Ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

Megjegvzendd, hogy az (1.5) egyenlGtlensée az n — 1 < k2 < 8n esetben
is érvényes, ez esetben azonban nem mond djat az 1. tétellel szemben, mert
ebben az esetben kisebb alsé korlatot ad meg F,(n, k)-ra, mint az 1. tétel;
ezért mondtuk ki a 2. tételt csak A2 8n-re.

A 2. tételt kifejezhetjiik a kovetkezd alakban is: Ha k2 = 8ni, ahol
2> 1, akkor

(1.10) Fy(n, k) L L

l\'(l—'r}).

v

v

llyen modon a 2. tételbdl kovetkezik, hogy ha £; és n; gy tartanak
végtelenhez, hogy

(1.11) Rl R e
ot
akkor
lim inf 14 '“’—()}ﬂ—kj & 1.

jot e n,(nj
A 2. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy a k; és n; szamsorozatok meg-
valaszthaték oly médon, hogy teljesiiljon az (1.11) feltétel és amellett fenn-
alljon, hogy
. Fon, k) E;
(1.12) i — L J)J = 1.
jote my(n; — ) o
Az (1.5) egyenlGtlenség tehat aszimptotikusan pontos, ha — — 4 <o.
- ' n
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2. §. Kozel extremalis 2 atméréji grafok konstrukcidja

Annak bizonyitasahoz, hogy az 1. tétel aszimptotikusan pontos, a kovet-
kez6 lemmara lesz sziikségiink .
1. lemma. Ha P tetszbleges primszamhatvany, létezik olyan n = P? +
+ P + 1 szégponti 2 dtmérdji graf, amelyben a pontok fokdnak maximuma
P+ 1.
Megjegyzés Az 1. lemma szerint létez6 graf éleinek szama nyilvan
(P+ JIF2 P 1)

— , tehat az 1. lemma szerint, ha P primszamhatvany,
)

-

akkor

e o e 0 L ) R RTIR

(P2+ P +41) (P2 + P) - & 2P

¢s igy, ha k; a P, 4 1 alaku szamokon fut végig, ahol P, primszamhatvany,
és n; = P} 4‘— P, 4 1, akkor (1.4) fennall.

Az l lemma bizonyitasa. Legven G F(P) egyv P elemi véges test (Galois
test). Legyen PG (P, 2) az ezen test S(\(rltsv(r(*\(l konstrualt véges projektiv
(Dvs'znvum féle) sikgeometria. A P("(P 2) (T(‘()lll(ﬁld ,pont”-jait homogén
koordinatak segitségével adjuk meg, vagyis e <r0()m(t1m pontjait az (a, b, )
elemharmasok w]uo/(‘ntal]al\ ahol @, b, ¢ GF(P) elemei, amelyek nem mind-
harman egyenldk O-val (a GF(P) test zérus-elemével). Az («, b, ¢) és (Ja,
b, Zc) elemharmasok, ahol 2 a GF(P) test egy O-t6l kiilonbozG tetszileges
eleme, feltevés szerint ugyanazon pontot hatarozzak meg. llyen médon PG(P, 2)

kiilonb6z6 pontjainak szama i;——l P24+ P+ 1. A PG (P,2) geometria

egy ,.egyenesén’ azon (x,y, z) koordinatakkal biré pontok halmazat értjiik,
amelyek eleget tesznek az ax 4 by + cz = O egyenletnek, ahol a, b, ¢ GF(P)
tetszGleges adott elemei, amelyek nem mindharman egyenlék O-val; az a, b, ¢
elemharmast az elG6bb definidlt egvenes (vonal-) koordinatainak nevezziik
¢és az egyenest roviden [a, b, c]-vel jeloljiik. Az [a, b, ¢] és [La, A b, A c] egye-
nesek, ahol 2 GF(P) egy O-t6] kiilonbozs tetszileges eleme, nyilvan a/,(mo.s(lk
Ilyen médon PG(P, 2)- bon P2+ P+ 1 kulonbo/o egvenes van. Ha ax + by +
+ ¢z = O, akkor azt mondjuk, hogy az (x, y, 2) pont rajta fekszik az [a, b, c]
egvenesen (ill., hogy az [‘a b, ¢] egyenes atmegy az (x, y, z) ponton). Nyilvan-
valé, hogy ez esetben az is igaz, hngv az (a, b, ¢) pont rajta fekszik az [, y, z]
egyenesen (ill. az [z, y, z] egyvenes atmegy az (a, b, ¢) ponton). Konnyen belat-
hatok a kovetkezd allitasok:

1. Barmely egyenesen P + 1 pont fekszik.
2. Barmvlv két kiilonbozs egyenesnek egy és csak egy kozos pontja van.
3. Barmely két kiilonbozé ponton egy és csak egy egvenes megy at.

Most definialjuk PG(P, 2) pontjainak és egyeneseinek egy kolesonosen
egyértelmli egymashoz rendelését a kovetkezdképpen: az (a, b, ¢) ponthoz
hozzarendeljiik az [a, b, ¢] egvenest és megforditva. Jeloljik a pontokat
nagy betiikkel, az egveneseket gorog bettikkel, a leképezést, amely egy ponthoz
egy egyenest ill. egy egyeneshez egy pontot rendel, 7'-vel, vagyis ha az 4
ponthoz az o egyenes van hozzarendelve, akkor azt irjuk, hogy « = T4,
ill. 4 =Ta. Konnyen belathaté, hogy e leképezés a kivetkezé tulajdon-
sagokkal rendelkezik:
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Ha a B pont hozzatartozik az o = T'A egyeneshez, akkor az A4

pont is hozzatartozik a g = 7T'B egyeneshez.
2'. Ha C a T A és T B egvenesek kozos ]mntja akkor 7'C' azonos az A
és B pontokon atmend eovonmqel Ha az o és p egyenesek kozos pontjat

- f-val, az A és B 1)011‘(0k011 atmend egvenest 4 - B-vel jeloljik, akkor
t(‘hdt

TA-TB=T(A-B).

3'. Egv tetszbleges o egvenes pontjaihoz rendelt egyenesek egyiittvéve
lefedik (tartalmazzak) a geometria Osszes pontjait, mégpedig az 4 =T a
pont kivételével minden pont egyszeresen van lefedve, az 4 =T o pont
viszont P - 1-szeresen.

4'. Az A = (a, b, ¢) pont akkor és csak akkor fekszik rajta a T4 egye-
nesen, ha a? + 62 4+ c2 = 0.

Marmost legvenek a G| P] graf szogpontjai PG(P, 2) pontjai. Az A =
= (a,b,c) és A" = (a’, b, ¢') (kiilonhozE) pontokat G[P]-ben akkor és csak
akkor kotjik oOssze egy éllel, ha A’ 1'ajta fekszik a TA egyenesen (ill. 4
TA' egyvenesen), vagyis, ha aa’ + bb" + c¢’ = O. A fent mondottak szerint
e grafnak a kovetkezd tulajdonsagai \(mna]\

1. G[P] pontjainak szama P? + P +

1L G’[P] ben minden pont foka P ] vagy P. (Az A = (a, b, ¢) pont
foka P + 1, ill. P aszerint, hogy A nem f(\l\imk rajta, ill. rajta fekszik a
T A egvenesen, tehat aszerint, hogyv a® + ? + ¢ 5= O vagy = 0.) llyen médon
(/| P] éleinek szama nem lehet nagvobb, mint 1/2(P 4+ 1) (P2 4+ P + 1).

II1. G[P] atmérdje 2-vel egvenld.

IV. ('(P] nem tartalmaz négyszoget.

I. és II. nyilvanvaléak. 1I1. a kovetkezGképpen ]dt]mto be: ha 4 és B
‘t(‘tsz(il('g(.\ kiillonboz6 pontok, A és B dsszekothetSk az ACB ttal, ahol
C =TA -THB. llvenmdédon G[P] rendelkezik az 1. lemméaban felsorolt tulaj-
donsdgokkal és igv az 1. lemmat bebizonyitottuk.

A 1V, tulajdonsig a kiovetkezGképpen lathato be. Ha az A BCD négyszog
(| P]-hez tartoznék, akkor a T4 és T'C egyvenesneknek B és D egyarant kozos
pontjuk volna, ami nem lehetséges, ha az A, B, C, D pontok mind kiilénb-
bozoek.

v 2
Most bebizonyitjuk, hogy a 2. tételis aszimptotikusan pontos a %—+ + oo
esetben. Legven P megint egy ])1nnsmmhatvanv Legven n egy tetszéleges
p()/ltl\' egész szam, amvlynvk P2+ P+ 1 valédi mzt()]a pl. legyven n =
= s(P2 + P + 1) ahol s = 2 egész.
Marmost a Gﬁ orafot a kovetkezéképpen konstrualjuk meg. Legyenek
G%* pontjai egvrészt a ])(1(]) 2) véges geometria pontjai (ezeket GF elsé faju
1)011t3a111ak nevezziik), masrészt az (o, j) elemparok, ahol ¢ a PG(P, 2) geomet-
ria egy tetszéleges egvenese és j az 1,2, ...,s8 — 1 szamok egyike (ezeket
GF masodfaju pontjainak novozziik). Ilven mdédon G% pontjainak szama
P24+P+1)+(s—1)(P2+ P+ 1) =n Marmost két els6 faju pontot
kossiink egy éllel 6ssze akkor, ha a megfelel6 pontok az 1. lemmaban konstrualt
GLP] glafhan Ossze vannak kotve; vagvis ha a két szoban forgd elséfaju pont
(@, b, ¢c) és (a’, b', ¢') az 1. lemma 1)17011\'1tas(111an hasznalt ]ololei mellett,



EGY GRAFELMELETI PROBLEMAROL 631

akkor e pontokat akkor és csak akkor kbtjiik ossze, ha aa’ 4 bb’" + cc¢’ = 0.
Mésrészt ha (a, b, ¢) G egy elsGfaji pontja és (o, j) egy masodfaju pont]a
ahol @« = [z, 9, 2] akkor e pontokat (j értékére valo tekmtet nélkiil) akkor és
csak akkor kotjik ossze egy éllel, ha az (a, b, ¢) pont PG[P,2]-ben rajta
fekszik az o egyenesen, vagyis ha ax + by + cz = O.

Masodfaju pontok G%*-ban ne legvenek egymassal osszekotve. Az igy
definialt G% grafrol elGszor beblzonwt]uk hogy atmérGje 2. Ugyanis két elss-
faja pont Osszekothets egy legfeljebb 2 hoas?usagu uttal, mivel G%-nak az
els6faju pontokbol allo 1es7graf]a izomorf az 1. lemma l)lzonyltasa soran
konstrualt G[P] graffal, amelyrdl lattuk, hogy 2 atmérGji. Masrészt két masod-
faju pont mindig 6sszekothets egy 2 hossztsagt uttal; ha ugyanis a két
masodfaju pont (o, j) és (B, h) akkor vagy f = a és j = h, mely esetben
mindkét pont 6ssze van kotve G% Gsszes olv an (els6faju) (a, b, ¢) pontjaval,
amelyre az (a, b, ¢) pont PGP, 2]- hen rajta fekszik az o egyenesen. Ha viszont
a # pB, akkor (a,j) és (B, h) Ossze vannak kotve G% azon (a, b, c) elsGfaju
pontjaval, ahol (a, b, ¢) az a és B egyenesek metszéspontja PGP, 2]-ben.

Most mar csak azt kell bebizonyitanunk, hogy barmely els6faji pont
barmely masodfaji ponttal 6ssze van kotve G%-ban egy l(wfol]'ol)b 2 hosszu-
sagu tttal. Legyen (a, b, ¢) G%* egy tetsz6leges elséfaja pontja és (a, j) egy tet-
qmleges ma.sodfa]u pontja. Kct esetet kulonb(ﬁtotunk meg. Ha az (a b, c)
pont PG(P, 2)-ben rajta fekszik az o = [a’, b’, ¢']| egyenesen, akkor a sz6ban
forgd két pont G’ﬁ ban éllel van 6sszekotve. Ha viszont (a, b, ¢) nem fekszik
a]ta az o = [a’, b’ ¢'] egyenesen, akkor legyen f§ az [a, b, ¢] egyenes és legyen
(r 1/. z) az o és  egyenesek kozos pontja. Akkor (z, v, z) rajta fekszik a

= [a, b, ¢] egyenesen, tehat ax + by + cz = O és igy az (x,y,z) pont
()sszo van kotve (a, b, ¢)-vel G#¥-ban; masrészt (x, v, z) rajta fekszik az o =
= [a’, b', ¢'] egyenesen is, tehat a’a 4 b’y + ¢’z = O és igy az (x, y, z) els6-
faji pont ossze van kitve az (o,j) masodfaji ponttal is, vagyis (o, j)-bdl
(a, b, ¢)-be (x,y, z)-n keresztiil vezet egy 2 hosszusagu Ut. Ezzel bebizonyi-
totful\, hogy G%* 2 atmérsji. Most szamitsuk ki G% p()nt]al fokanak maxi-
mumat, amit k-val jeloliink és beecsiiljitk meg G% éleinek szamat, amit N-nel
jeloliink. Lgy els6faja pont nyilvan lo(rfol]ebb P+1 (‘lsofd]u ponttal és
(s — 1) (P + 1) masodfaju ponttal van Osszekotve, tehat foka legfeljebb
s(P + 1). Egy masodfaju pont viszont pont()\an P + 1 elséfaju ponttdl
van ijsszekotve, ilyen médon & = s(P - 1). Masrészt az els6faji pontokat
osszekotd élek  szdma  egyenls G[P] éleinek szaméaval, tehat legfeljebb

1 e
—(P 4+ 1)(P*+ P + 1), mig az els6faji pontokat masodfaju pontokkal

—

osszekotd élek szama (P24 P 4+ 1) (P 4+ 1) (s — 1) tehat

N<(PP4+P+1)(P+1)|s— 1)]
igy tehat, mivel P2+ P 4+ 1 > 7
, <P2+P+1>(P+1)2s(s 1]
Nk 2 1
£ <1

nin—1)" sP*+P+1)-[s(P2+P+1)—1] +P—i—1.
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Ennélfogva, ha lcj = 8,(P;,+ 1) és n; = .s',.(PJ? -+ P; + 1) ahol Pj primszam-
hatvany, akkor

(2.1) iL“,ll ]"./),]"/[ g o L
= =T
ni(n; — 1) ]]Tl
vagyis ha P;— + oo, akkor
. Fon, k) k;
(2.2) lim sup - o, ) ; <1.
fore mdn,—1)
Marmost, figyelembe véve, hogy
12
j
L 5 By
n /

i
tehat, ha s;— - oo, akkor a 2. tétel szerint
F,n,k;)k

(2.8) lime inf —2 P =]

jote nfn; — 1)

és igy (2.2)-b6l és (2.3)-bol kovetkezik, hogy
. F.(n,k)k; .
(2.4) lim —ﬁj' Jl,i:l ha Pj—>—|—oo és §;— + oo.
jo+e mi(n; — 1)

9

p

A 2. tétel tehat aszimptotikusan pontos, ha — — 4 oo ; a fent konstrualt
n
példa azonban nmem zarja ki, hogy a 2. tétel némileg javithaté legven, ha

]\'2 :
— nem nagy szam. A
71 Qo

Fo(n k) &

lim inf ————"— = ¢(¢)
e_ ., nn—1) 4
= =

fliggvény pontos értékét (c>1) nem ismerjik; az 1. és 2. tételbdl és a fenti
graf-konstrukeiobdl esak annyi kovetkezik, hogy

@) 1
g(c) = max = =1 ha ¢3> 1.
"

Meg kivanjuk még jegyezni, hogy ha s = 2 és a G% grafbdl elhagyjuk
az els6faju pontokat osszekots éleket, azt a paros koriiljarasa grafot kapjuk,
amelyet KARTESzZI FERENC nemrégiben [2] példaként adott meg arra, hogy
létezik 2(P? 4+ P + 1) pontbol allé P + 1-foka regularis graf, amely nem
tartalmaz 6-nal kevesebb élbél allé korutat (P primszamhatvany).

3. §. Néhany tovabbi probléma

Eddig F,(n, k)-t azon feltevés mellett vizsgaltuk hogy k£ viszonylag
kicsi n-hez képest (de persze }n — 1-nél nagyobb (1.1)-re valé tekintettel).
Most vizsgaljuk meg F,(n, k)-t azon feltevés mellett, hogy i kevéssel kisebb
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n-nél; pontosabban vizsgalni fogjuk F,(n,n — d) értékét, ahol d = 1 rogzi-

tett egész szam és n = d + 2,d + 3, . ... Nyilvanvald, hogy £ minden érté-
kére F,(n, k) = n — 1, hiszen egy 2 atmérGji graf mindenképpen oOsszefiiged
és egy n szogpontu dsszefiiges graf legaldbb n — 1 élt tdltalmaz és al\l\m és
csak akkor tartalmaz p(mtman n — 1 élt, ha an. ,fa”. Marmost kénnyen
belathato, hogy Fy(n,n — 1) = n — 1, hiszen ha a @, n-szogpontua grafban

van egy n — 1-foka pont, akkor a graf 2 atmérdja (un. ,,csillag”), ehhez tovabbi
élekre nines is szitkség. Az is kinnyen belathato, hogy Fi(n, n — 2) = 2n — 4;
a legegyszer(ibb n szogpontu 2 atmérdGji grafot, amelyben a pontok fokanak
maximuma n — 2, ugy kapjuk, hogy pl. a P, és P, pontokat 6sszekotjiik
P, Py, ..., P, pontok mindegyikével.

Az elsé nem trivialis eset a d = 3 eset.

3. Tétel. Ha d > 3 és n > d + 2, akkor
(3.1) Fony,m —d) = Fy(n,n —4) = Fy(n,mn —3) =2n— 5.

Megjegyzés. A 3. tétel azért meglepd, mert (3.1) szerint
(3.2) Fyo(n,m—3) < Fy(n,n 2) .

ami azt mutatja, hogy F,(n, k) rogzitett n mellett £-nak nem monoton csokkend
fliggvénye, ami pedig szemléletes meggondolas alapjan plauzibilisnek tiinhetne.

A 3. tétel bizonyitésa A tételt indukeioval bizonyitjuk. = legkisebb
szamba jové értéke n = 5; n = 5-re a tétel allitasa nyilvanvaldéan igaz, hiszen
egy 5 \7()<rp0ntu 2 atmérdji graf, amelyekben a p(mtnl\ foka legfeljebb 2, nem

lehet mas, mint egy 5 V()rrpontu kor, és ennek éleinek szama 5 = 2.5 — 5.
Tegyiik f(‘l hogy a tétel n — l-re igaz (n = 6), és legyen @, egy n Mi')gp()tltl'l
és 2 4tmé ro] i grai. amelyben a p()ntok fokanak maximuma < n — 3. Bebizo-

nyitjuk, hogy akkor @,-nek legalabb 2n — 5 éle van. Ha egy ilyen grafban
minden p(mt foka legalabb 4, al\l\m‘ az élek szama legalabb 2n. Ha van 3-ad-
foki pont, de nines alacsonyabb foku pont, akkor legyen ez P, és a vele dssze-
kotott pontok P,, Py és P,. Ez esetben a P, ..., P, ]mntnl\ mind elérhetok
kell, hogy legvenek P l)()l 2 hosszusagu Gttal, tehat mindegyikiik 6ssze van
kotve a P 9 1’3 ill. P, p()ntnl\ egvikével és igy e pontok fok: inak Osszege lé‘gdldl)])
n — 1, tehat az Osszes fokok osszege = n — 1 + 3(n — 3) = 4n — 10 és
igy az élek szama > 2n — 5. Ha viszont van elsd foku p()nt, akkor a graf
nem lehet 2 4tmérdji, ha pontjainak fokszama < n — 3. Ugyanis, ha pl.
P, egy elsG fokt pont, amely csak a P, ponttal van osszekotve, akkor, mivel
P legfeljebb n — 3 foku, ] -hél l(‘gfoljo})l) n — 3 pont érhets el legfeljebb
2 ho%wus(wu uttal. Tehat f(‘ltvh(‘tluk hogy (,-nek van masodfoku pontja.
(Az indukeios feltevést csak ezen eset targvalasmml ]m.s/,naljuk fel.)

Legyen e pont P, és a vele dsszekotott két pont P, és P,. Akkor a G,
graf tovabbin — 3 pontJa mind vagy P,-vel vagy Pz-mal Ossze koll hogy kotve
legyen. Tegyiik fel, hogy van olyan P,-tdl kﬁl("mb()/,o pont, amely P,-vel és
Pj-mal is 6ssze van kotve. Ez esetben a @, grafbol P-et elhagyva egy n — 1
szogponti G, grafot kapunk amelynek atméréje 2. Ugyanis a P,, P3 pont-
paron kiviil nem lehet mas pontpar, amely P-en at van osszekotve legfeljebb
2 hosszisagu uttal és a P,, P, pontpar feltevés szerint 6ssze van kotve még egy
masik 2 hosszusagu uttal is. Feltehetjiik, hogy a P, elhagyasaval nyert grifbana
pontok fokdnak maximuma < n — 4 = (n — 1) — 3. Ugyanis, ha nines
G.-ben n — 3 foka pont, akkor ez nyilvanvalé. Ha van G,-ben n — 3 foku
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pont, akkor két eset lehetséges vagy van a P, és P, pontoktol kiilonbozé
n — 3 foku pont, vagy nincs. Utoébbi esetben nyilvanvalé, hogy a P, elhagyasa-
val szarmazé grafban a pontok fokanak maximuma < n — 4, hiszen P, és
P, foka P, (‘Hld(f\d\d\ al eggvel csokken. Ha viszont van a P, és P, (és persze
a P,) pontol\tnl kiilonbozé n — 3 foku pont, legyen ez P,. Aklmr az eredeti
G, grifban az élek szama legaldbb 2 + 2(n — 3) — 1 = 2n — 5, ugyanis a
P,, ..., P, pontok mindegyike vagy P,-vel, vagy Pj;-mal 0ssze van kotve.
Ez esetben tehat nines mit bizonyitani. Ielmt ff\lt(‘hot]uk hogy @, _,-ben
a pontok fokinak maximuma legfeljebb (n — 1) — 3. Igy, ha a 3. tétel n — 1-re
érvényes, kovetkezik, hogy a P, elhagyvasaval nvmt 0,1_1 grafban legalabb

2n — 7 él és igy magdban @, -ben legalabl) 2n — 5 ¢l van. Igy tehit csak az az
eset van hdtld, amikor a P4, ..., P, pontok mindegyike vagy csak P,-vel
vagy csak Pg-mal van Osszekotve.

Marmost az nem lehetséges, hogy a P,, ..., P, pontok mindegyike a
P, és P pontok koziil ugvanazzal legyen osszekotve, mert ez esetben e pont
n — 2 foku volna. Tehat kell lenni a Py, ..., P, pontok koziil olyannak, amely

P,-vel és olyannak is, amely P;-mal van osszekotve. De akkor a G, gréfb(')l a
]1, Py, Ps pontol«at (‘llnwvva egy Osszefliggd grafot nyeriink, ugyanis két
olvan pont, amelvek koziil az egyik P,-vel, a maSlk Py-mal van ()ss7ekotvo
ossze kell, hogv l(‘,q_\'on kitve G,-ben egy a P, P,, Py p()nt()lxon at nem mend,
legfeljebb 2 hosszusaga uttal. Ha meg két olvan pontot valasztunk, amelyek
pl. P,-vel vannak oOsszekotve, akkor ezek barmelyike osszekothetd egy a
P, P,, P, pontokat elkeriils, l(‘gfelj(\l)b 2 hosszasaga uattal egy tetszoleges
Py-mal 6sszekotott ponttal, és igv e két pont egymassal is 6sszekothets egy a
P,. P,, P, pontokat elkeriils tttal. Mivel egy n — 3 szdgponti osszefiiggd graf
legalabb n — 4 ¢élt tartalmaz, maga G, s/,lll\segl\e])])vl) legaldbb 2 4+ n — 3 +
+ n — 4 = 2n — 5 élt tartalmaz. Ezzel bebizonyitottuk, hogy Fy(n, n — d) =
>2n — 5,had > 3,n = d + 2. Azonban lehet oly.m n szogpontu 2 atmérdji
grafot mmradm amelvben a pontok fokdnak maximuma n — 3 ¢s az élek
szdma 2n — 5. Egy ilyen grafot a kovetkezoképpen kaphatunk. A P, és P,
pontokat k(')ssul\ Ossze a Py, ..., P, pontokkal, tovabba P,-et P, -mal P,-t
Py-gyel és Pg-at P,-gyel. E gr df()t n = 10-re a 3. abra mutat]a 1)0.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy F,(n,n — 3) = 2n — 5.

Ahhoz, hogy a 3. tétel bizonyitéasa teljes legyen, még csak azt kell belatni,
hogy F,(n, n — 4) = 2n — 5. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Ha a 2.

abran bemutatott 7 szogpontd, 2 atmérdjt, 9 éli grafot tovabbi n — 7 ponttal
egészitjitk ki és ezt az m — 7 pontot az eredeti graf azon két (harmadfoku)

pontjaval kotjiik ossze, amelyekkel az eddigi graf egyik masodfoka pontja
Gssze van kotve, egy n szogponti 2 atmérdji, grafot kapunk, amelyben a pontok
fokanak maximuma n — 4 és az élek szdma 9 + 2(n — 7) = 2n — 5. Egy
ilyven grafot n = 12-re a 4. dbra mutat be.

(<444

3. abra 1. abra
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Megjegvzends, hogy a 3. abran bemutatott graf ugvanazon elv szerint
szarmaztathaté egy 5 szogpontt korbdl, mint a 4. abran bemutatott graf a
2. dbran lathato grafbél. Fy(n, n — d) altalanos kifejezését d > 5-re nem ismer-
juk. Fy(n, n — d) mellett kivanatos volna Fy(n, [nc]) (0 <c <1) aszimptotikus
viselkedését is megvizsgalni. Valészintinek latszik, hogy létezik a

lim 220D _ g

n—-4 oo n

hatarérték (0 <c<1) és hi(c) monoton esokkend és folvtonos fiiggvény, amelyre
h(1) = 2 és h(0) = + co. A 2. tételbdl csak annyi kovetkezik, hogy
Fy(n, [nc]) - 1

liminf—=———=->_ ha O<ec¢c<l.
n—+4 o n C

Az F (n, k) fuiggvényt illetGleg, ha » > 3, ecsak annyit jegvziink meg,
hogyv (1.1) 1)1/()11\ itasdhoz hasonld lll()d()]l belathato, hogy ahhoz, hogv F,(n, k)
(‘(’Valtdldn értelmezve legyen (vagyis, hogy létezzék n szogponta, r atmérsjt
arif, melyben a pontok fokdanak maximuma &), szitkséges, hogy teljesiiljon az

(B— 1y —1
k—2

1 =14k

egvenlGtlenség; tovabba az 1. tétel bizonyitasahoz hasonléan belathato, hogy

S

Az eddigiekben azzal a kérdéssel foglalkoztunk, hogy mi az a legkisebb
N = Fy(n, k) szam, amelyvre azon n szogponta grafok lm/.ott cunel\'ol\}mn a
pontok fokanak maximuma £ és amelyek N élt tartalmaznak, van Z(’qulabb
eqy, amely 2 atmérdji. Kézenfekvs felvetni azt a kérdést is, hogy mi az a
legkisebb N = G( k) szam, amelyre minden olvan n s/owp(mtu graf legfel-
]ebl) 2 atméraji, amvlvlwn a pontok fokdnak maximuma £ és amely N élt
tartalmaz. Vizsgaljuk elGszor azt az esetet, amikor n paros. Ez esetben a kér-
désnek csak akkor van értelme, ha £ 27—:. Ha ugyanis £ < ’;
megadhaté konnyen egy olyan n szogponti graf, amelyben minden pont foka
k (tohat amely az adott fokszam- korlatoms mellett maximdlis szama élt
tartalmaz) és amelvnek atmérGje > 3; ez esetben tehat Gy(n, k) nincs értelmezve.

Egy ilyen ormfot a kovet l\(vokeppon szerkeszthetiink. Legyen n = 2m.
Lecrvenek P], s P és @, ..., @, agraf pontjai. Feltevés szmlntL m — 1.
A P pontot (j , m) kossiik ossze & Qi1 - @ik pontol\kal ahol az
el6forduls m- nél naovobb indexek mod m 1odukalandok tehat Q,,.n = @p-
Ez esetben nyilvan nundegwk P, (5 =1, ,m) pont foka £k, de hasonlé-
képpen mindegvik @, (A = 1, ..., m) pont foka is k, ugyanis @, a P,_,,
Pyisy - ooy Phay pontokkal van i)qszvkotve ahol az 1nde¥ek megint mod m
redukalandok tehat P_;, = P Ez a graf azonban nyilvanvaléan nem 2

m—
atmérdji, mivel egy P, és egy Q] 1)()ntot osszekoté ut mindig esak paratlan

— 1, akkor
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szamu élbol allhat és gy, mivel P, és @, nincsenek éllel Osszekotve, a graf at-
mérdje = 3.

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor » paratlan, » = 2m + 1.
Meg fogjuk mutatni, hogy Gy(n, k) csak akkor lehet értelmezve, ha £ > m 4 1.
feltéve, hogy m paratlan, illetve, ha £ = m, feltéve, hogy m paros. Ugyvanis,
ha £ < m — 1, vizsgaljuk azt a grafot, amelynek pontjai P,, ..., P, és
Q) -, @i és amelyben a P, pont (j = 1, oy m) a Qi -- -, @1k pontok-
kal van osszekotve (az m + 1-nél nagyvobb indexek mod(m + 1) redukalan-
dok), és amelyben Ossze vannak kotve a (,,_,, ), pontparok, hacsak
2/ < k. Ha most £ paros, akkor e graf minden pontjanak foka £, ha £ paratlan,
akkor minden pont foka £, kivéve a @, pontot. Mindkét esetben a graf azon
korlatozas mellett, hogy pontjai foka legfeljebb £, maximalis szamu élt tar-
talmaz. (Ugyanis, ha £ és n paratlanok, akkor nem létezik n szogponta k-ad-
foku regularis graf, hiszen a paratlan foku pontok szama minden grafban
paros.) Azonban e grafban a P, és @,., pontokat 6sszekoté barmely ut
hossza legalabb 3.

Ha n = 2m + 1 és k = m, akkor két esetet kell megkiilonboztetniink.
Ha m paratlan, akkor az el6bbi konstrukciéval egy olvan grafot nveriink,
amelyben a P, pont kivételével minden pont foka & és P, foka £ — 1, és amely-
nek atmérdje =2, mivel a P, és ), pontokat 0sszekotd barmely Gt hossza
legalabb 3. Ha azonban m paros és k£ = m akkor a fenti konstrukeié egy 2
atmérdji (regularis) grafra vezet.

A paros és paratlan n esetét oOsszefoglalva tehat azt lattuk be, hogy

’ ’ ’ n' .
Gy(n, k) csak akkor lehet értelmezve, ha n paros és b > — illetve ha
)

n=2m -+ 1, ahol m paratlan és &k = m + 1, és végiil, ha n = 2m + 1, ahol
m paros és k > m.

Most bebizonyitjuk, hogy ez esetekben G,(n, k) valéban értelmezve van
és meghatarozzuk az értékét is.

r n ’ ’ P ’ ’
4. tétel. Ho n — 2 = k>, tovabba ha n = 2m + 1, ahol m pdros és
e

k= m, akkor
. 3 Ll 2 o | . l
(33) G_z(n, ]L) — (JL ) I‘T (,,) ) }

)

P

ahol {x} a legkisebb egész szdamot jeloli, amely = x.

Bizonyitas. Legyen G, egy n szogpontu graf, amelyben a pontok foka

" . : n—2)k4+ (n—1
<k és az élek szdma N = ( . Ll ) . Legyenek P,, ..., P,
2

a O, graf szogpontjai és x; a P, pont foka. Akkor

rn+...4+z,=2N

z .

és mivel x, < k, tehat tetszéleges i-re és j-re (i = j)

e ) I n —
4+, 22N—(n—2)k=2 (737_.)_12)—%—_(“722 —(n—2)k.

i
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e , iz ‘ , a ,
Marmost barmely a pozitiv egész szamra 2 |—! > a, tehat
A , o1&

(n—2)k+4 (n—1

o L e m)—hhﬂwgn—l
2

és igy

(3.4) z,+x=2n—1.

Ha P; és P; két olyan pontja a (, grafnak, amelyek nincsenek egy éllel
osszekotve, akkor (3.4) és a skatulya-elv szerint a tébbi n — 2 pont kozott
kell olyan P, pontnak lenni, amely mindkettével ssze van kotve, vagyis a
G, graf valoban 2 atmérGji. Még csak azt kell kimutatnunk, hogy ha az élek

, " #W—2) k- (n—1 . pa e e
szama N < pr—=Cips =1 . akkor nem bizonyos, hogy G, 2 atmérdji
5 4 .

lesz. Legyen elGszor k<n — 2.

Vegviink egy tetszéleges n — 2 szogponta G,_, grafot, amelyben a
pontok fokanak maximuma £ — 1. Han — 2 vagy £ — 1 paros, akkor elérhetd,
hogy @, _, csupa k—1 foka pontbdl alljon; ha n — 2 és £ — 1 paratlanok,
akkor elérhetd, hogv (,,_, n—3 darab £ — 1 foku és egy £ — 2 foku ponthdl

(n — 2)(k—1)

alljon. Az els6 esetben (7, _, éleinek szama ~—————— ~~ | az utobbi esetben
2 >
25 , (n—3)(k—1)+ (k— 2 .
G, _, éleinek szama —777) (f— e J lesz. Azt, hogv egv ilven
2 e gy egy 1L

V]

grafot mindig konstrualhatunk, a kovetkezd egyszerti lemmabdl lathatjuk be:

2. Lemma. Legyenek m és [ telszoleges poziliv egész szdmok, 1 < | <
< m — 1. Akkor, ha m és l kizil legalabb az egyik pdros, megadhato olyan
m szogponti grdaf. amelyben minden pont foka l, mig ha m és | mindketten
paratlanok, megadhats olyan m  szégponti  grdf, amelyben m — 1 pont foka
l és eqy pont foka | — 1.

Megjegyzés. A 2. lemma specialis esete a [3] dolgozatban szerepld
altalinos tételnek, amely altalaban megadja annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy tetszdleges megadott fokszamokra létezzék egy graf, melynek
pontjai az el6irt fokszamokkal birnak. Mivel a nekiink sziikséges specialis
esetben a bizonyitas igen egyszert, a teljesség kedvéért a 4. tétel bizonyitasa-
nak befejezése utan a 2. lemma egy kozvetlen bizonyitasat kozoljiik.

Marmost a keresett @, grafot a kovetkezoképpen konstrudljuk meg:
(I, tartalmazza a (,_, grafot mint részgrafot és ezen kiviil még két pontot,
amelyek koziil az egyvik 7,,_, tetszilegesen kijelolt £ pontjaval, a masik pedig
a tobbi n — 2 — k pontjaval és csak azokkal legven osszekotve. Akkor G,
atmérGje nyilvan legalabb 3, pontjai fokdnak maximuma £, mig éleinek
szama az elsG esetben

(”_:))ﬁ_ 1) +n—2= (m Mj,)l‘j_ (% — ‘L)

2 2,
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a masodik esetben

=8 (k=D + k=2, =kt @3

2 2

-

)

T .
tehat mindkét esetben az élek szama 4 )+ (n 1)} — 1. Ak=n—2
2
m—2)(p—2)+(n—1)) _(n—1

2 N
G, egy n — 1 szogpontu teljes grafbdl és egy izolalt pontbdl all, akkor nyil-
van nem is Osszefiiggs, tehat nines is atmérdje.

Azn = 2m + 1, k = m eset, ahol m paros, konnyen elintézheto. Kz eset-

ben ugyanis
(m—2)k+(n—1)] _ [nk]_ nk
> 2] 2

eset egyszertien elintézhets, mert I

) és ha

P -

vagyis csak azt kell kimutatni, hogy ha m paros szam, egy 2m + 1 szogponti
m rendl regularis graf mindig 2 atmérGjli. Kz azonban nyilvanvald, hiszen ha
P ¢és P’ egy ilyen graf két pontja, amelyek nincsenek éllel 6sszekotve, akkor,
mivel mindkét pont foka m és a két ponton kiviil a grafnak 2m — 1 pontja
van, kell lenni a grafban legalabb egy olvan @ pontnak, amely mind P-vel,
mind pedig P’-vel ossze van kotve egy éllel.

Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

A 2. lemma bizonyitasa. Ha [ paros, legyenek P,, ..., P, a keresett
graf szogpontjai és kossiik Ossze a P; és P; pontokat (¢ = j) egy éllel, akkor

’

’ . . ’ l
és csak akkor, ha van olyan % szam, hogy j—i=h modm és |h| <—.
Ennek a grafnak nyilvan minden pontjanak foka /. Ha m paros és [ paratlan,
kossiik Ossze egyméssal a P; és P; pontokat, ha van olyan A szam, hogy

, tovabba kossiik 6ssze a P; és P, m pon-

.
2 ot

j—i=hmod més |h| <

tokat |i =1,

2

’ m) . Ennek a grafnak megint csak minden pontjanak foka /.

Ha m és I paratlanok, kossiik ossze egymadssal megint a P; és P; pontokat,

5 és l —1
ha j — 7= A modm A= = , tovabba kossiik Ossze a P; és P, m—1
2 =
¢ . =tk o :
pontparokat, hai =1, .. = . Ebben a grafban a P,, ..., P,_; pontok
9

foka I, a P,, pont foka I — 1 lesz. gy mindhirom esetben konstrualtunk
egy a kivént tulajdonsagokkal bird grafot

Ezzel a 2. lemmat bebizonyitottuk.

Az 1. Tablazat tartalmazza F,(n, k) értékeit az 6sszes olyan (n, k) szam-
parokra, melyekre értelmezve van és melyekre £ <10, n < 10.
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Azt, hogy F,(9,4) = 14, az 5. dbran lathat6 graf mutatja; F,(n, k)
tobbi, a tablazatban szerepld értékei a dolgozatban bebizonyitott tételek
alapjan konnyen igazolhatok.

A
5. abra

1. tablazat

NG |
~F| 1 2 | 3 ‘ 4 ' 5 ' 6 # 7 8 | 9
nN| | | | |
BN |
. | = | | '
25 - |
| ‘ ‘ }
4 . 4 ‘ 3 | ‘ | |
| } \ ! [ \
5 ’ 5 ‘ () 4 | |
| | | | | |
g I N el At L SN
. ‘ ‘ . w ‘ |
7 | |9 | 9| 10 |6 | |
|
i !
8 | | 12 u | ‘ 12 | 7 |
| | | | »
9 | | | | 14 | 13 } 13| 14 | 8 |
10 | 15| 16| 15| 15| 15| 16| 9
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06 0JHOHU NPOBJEME TEOPUU I'PA®OB
P. ERDOS u A. RENYI

[ycty H,(n, k) mMHOMeCTBO BceX (HeOpUEHTHPOBAHHBIX) rpadoB G,
MMEIIINX 7 3ajlaHHBIX BEePLIMH, B KOTOPBIX MAKCHUMyM CTeMeHM BCeX BeplLIUH
poBHO &k wm jmamerp Kotopbix = 2. [Ilyere F,(n, k) = min N((,) s
G,€H,n k), rne N(G) oznauaer umcsno pebep rpapa G. (B cayuae, ecin
MHOKeCTBO H,(n, k) nycToil, nojaoxxum F,(n. k) = 4 oo.) B pabore j10Ka3aubl
CJlelylomue HepaBeHcTsa :

Teopema 1. F,(n, k)= "(";A? 1
Teopema 2. Fo(n, k) = s — 4 , ecau k2> 8n.
Sn
k+ —
’\.

JlokasbiBaercsi jajiee ¢ IONOLBI0 KOHCTPYKIMKU, uto ‘Teopema 1 B rpejese
JUISL m— oo He MOyKeT ObIThb yJiyuweHa, u Teopema 2 B mpejeiie He MOMKET

OBITb yJjyulueHa, €ecJiu fnf—>oo K()HCT])YKILHH NMNOYTH-OKCTPEMAJIbHBIX I‘pll(b()B

JlaHa WUCTOJIb30BAHUEM KOHEUHBIX TI'eOMeTpHid.

BoamoykHast unTepnperalns 3ajaun onpejeienust F,(n, k) ciaeayouasi :
Ecim X0TUM yCTaHaBIMBATL CeThb BO3AYLIHBIX COOOIEHNMH MeXKy adpornopramu
TaK, uTo0Bl HU OJHOr0 M3 adpOonopToB He OBIO B HEMOCPE/CTBEHHON CBSI3U ¢
0ostee ueMm k ¢ Jpyrumm adponopramu, v uyToObl ObUIO BO3MO)KHBIM €XaTb U3
KayKJ10r0 adpornopra B KayK/iblil J(pyroi HemocpejacTBeHHO MK ¢ 0HOH eJiMHCT-
BeHHOIl mepecajkoil, rTorja Tpedyercd HalTH MUHUMaJIbHOE UKUCJI0  Heroc-
peJCTBEHHBIX CBs3ell ¢ KOTOPBIMM TaKasi CeThb MOKeT OBIThH OCYILECTBIIEHA.

ON A PROBLEM IN THE THEORY OF GRAPHS
P. ERDOS and A. RENYI

Abstract

Let H,(n, k) denote the set of all (non-directed) graphs ¢, having =
prescribed vertices, in which the maximum of the valencies of the vertices
is equal to £, and the diameter of which is < 2. We put F,(n, k) = min N(G,)
G, € Hy(n, k) where N((7) denotes the number of edges of the graph . (If
Hy(n, k) is empty we put Fy(n, k) = + o=). The following inequalities are
proved:

Theorem 1.
n(n —1)

Fy(n. k) 57

I\
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Theorem 2.

—1
Fy(n, k) > ”‘318 ) it k2> 8a.
k —{'—7”

It is shown further by effective construction that Theorem 1 is asymptoti-
cally best possible, and that Theorem 2 is also asymptotically best possible in the

L.2

n

case

— + oco. The constructions are based on the use of finite geometries.

A possible interpretation of determining F,(n, k) is as follows: we want
to establish a network of air connections between n airports, so that the
maximal number of airports with which any given airport is connected by
a (direct) connection is equal to &, further that it should be possible to travel
from any given airport to any other either directly or by changing the plane
exactly once; (it is supposed that each plane travels from an airport 4 to
another airport B and back, without landing at intermediate places); the
problem is to determine the minimal number of air connections with which
such a communication network can be realized.

12 A Matematikai Kutato Intézet Kizleményei VII. B/t



