EGY MEGFIGYELESSOROZAT KIEMELKEDO ELEMEIROL

irta: RENYI ALFRED

Bevezetés

Végezziink fiiggetlen megfigyeléseket egy véletlentsl fliggé mennyiségre vonat-
kozolag. Legyen &, (k=1, 2,...) a k-adik megfigyelés. Mas szdval tegyiik fel, hogy a
£, &,, ... valdszin{iségi valtozok fliggetlenek és egyforma eloszlasuak., Kozos elosz-
lasfiiggvényiiket jelolie F(x). Tegyiik fel, hogy F(x) x minden értékére folytonos
(vagyis, hogy a &, valtozék minden x valés értéket O valdsziniiséggel vesznek fel).
Mas szdval: vegyiink egy végtelen mintat egy folytonos eloszlasii sokasagbol és
legyen £, a minta k-adik eleme. Nevezziik a &, megfigyelést a megfigyeléssorozat
kiemelkedé elemének, ha ¢, >¢; mid6n j<k. Mas szdval kiemelkedSnek neveziink
egy megfigyelést, ha az az Osszes megel6z6 megfigyeléseknél nagyobb. E definicid
szerint ¢; mindig (trividlisan) kiemelkedS. Legyen vy, =1; jeldlje v, az elsé 1-nél
nagyobb sorszamu (tehat az elsé nem trivialis) kiemelked6 megfigyelés sorszamat,
v, .az els6 v;-nél nagyobb (tehat a masodik nemtrivialis) kiemelkedd elem sorszdma
és altalaban jelolje v, az n-edik nemtrivialis kiemelkedd elem sorszamat (n=1, 2, 3, ...).
E dolgozat targyat a v, valdsziniiségi valtozékra vonatkozd hatarérték- és hatar-
eloszlastételek vizsgalata képezi.

Miel6tt a v, (n=1, 2, 3, ...) valdsziniiségi valtozd-sorozatra vonatkozo tételeket
kimondandk, néhany altalanos jellegli megallapitast kivanunk tenni. El8szor is
nyilvanvald, hogy a v, valtozok viselkedése nem fiigghet az F(x) eloszlasfiiggvénytdl.
Ugyanis, ha &, a ¢, sorozatnak n-edik kiemelkedd eleme, akkor F(E,) az F(&)
sorozatnak ugyancsak n-edik kiemelkedd eleme. Mivel azonban az F(&) (k=1, 2, ...)
valtozok egyenletes eloszlastiak a (0, 1) intervallumban, tehat a &, valtozékroél az
altalanossag megszoritasa nélkiil eleve feltehetjiitk, hogy azok egyenletes eloszlastak a
(0, 1) intervallumban. Az ezen feltevés mellett a v, valtozokra bebizonyitott hatar-
eloszlastételek e feltevés nélkiil is €rvényesek lesznek az F(x) folytonos eloszlas-
fliggvény barmely valasztasa mellett. A v, valtozé sorozat tulajdonsagai tehat ,.el-
oszlasmentesek”. EbbdS] kovetkezik, hogy minden olyan statisztikai proba, amely a
v, valtozok megfigyelésén alapszik, szintén ,,eloszlasmentes’ lesz. Az egész prob-
lémakor rokon a rendezett mintak elméletével; a rendezett mintik elméletének szo-
kéasos problematikajatol azonban elsGsorban abban tériink el, hogy egy végrelen meg-
figyeléssorozatbdl indulunk ki.

Az 1. §-ban a v, valtozok kozotti fliggdséget vizsgaljuk, és kimutatjuk, hogy a
v, valtozék homogén Markov-lancot alkotnak. A 2. §-ban meghatarozzuk annak
valoszinliségét, hogy a &, sorozat els6 N eleme kozott megadott szamu kiemelkedd
elem legyen. A 3. §-ban bebizonyitjuk azt a meglepd tényt, hogy ha A, jeldli azt az
eseményt, hogy a &, elem kiemelkedd, akkor az A, (k=1, 2, 3, ...) események tel-
jesen fiiggetlenek (annak ellenére, hogy 4, a &, &,, ..., & valtozok mindegyikétdl
fiigg). Ez a tény alkotja az alapjat az Gsszes tovabbi vizsgalatainknak. E ténybdl
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az 1. és 2. §. eredményeire is adodik egy Ujabb bizonyitas. Bebizonyitjuk, hogy 1

val6sziniiséggel lim Vv, =e; ez felfoghat, mint a nagy szamok erds torvénye a

n->oo

Vn

log " gyengén fiiggd valtozdkra vonatkozdlag.
n—1

Az 5. §-ban bebizonyitjuk, hogy log v, hatarértékben normalis eloszlasu n var-
vn

hato értékkel és Vn szérassal; ez felfoghaté mint a log gyengén fliggd valtozdkra

n—1
vonatkozd centralis hatareloszlastétel. A 6. § a v, valtozékra vonatkozo iteralt
logaritmus tétellel foglalkozik, mig a 7. §-ban bizonyos, a v, valtozdk €s permutacidk
ciklusok szorzatakénti elGallitasa kozotti érdekes Osszefliggésekre mutatunk ra.
Végiil a 8. §-ban a v, valtozok és a valds szamok mddositott Engel-féle sorral torténd
elGallitasa kozotti megleps Osszefiiggést vizsgaljuk.,

1. §. A kiemelkedd elemek sorszamanak egyiittes eloszlisa

Bebizonyitjuk, hogy a v, valtozék homogén Markov-lancot alkotnak €s egyben
meghatarozzuk ennek a Markov-lancnak az 4tmenet-valdsziniiségeit. Ehhez azonban
szitkségiink van a v,, v,, ..., v, valtozok egyiittes eloszlasanak a meghatarozasara.
Mint mér a bevezetésben megmutattuk, az altalanossdg megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy a &, valtozok egyenletes eloszlasuak a (0, 1) intervallumban. Legyen
1<k, <k,<...<k, ahol k,, k,, ..., k, egész szamok. Konnyen belathatd, hogy ha!

G(kla ere kn; Xos Xyps eees X,,)ZP(VI =k1’ tevs vn:km él <Xo» ék1<x1’ 6k.,<xn)

(1. 1)

és

] O"tIG(kyy ooy Kps Xgs X1y ooy Xp)
(1.2) Glhkyy iy Kny Xg5X15 cens X)) = Bxgdx, .. Ox, ,
akkor .
(1.3) glhy, sk X0, Xy, ooy x)=xkam2xke k=1 ykn—kn-1-1

hacsak 0 <x,<x; <...<X,,

és igy |
P(V1:k1: veey Vn=kr)= [[J x?)'“zxklz_kl_l---xﬁ"__lk"'l_ldxodxl...dxn.

(1.4) 0<x0‘<;61<..‘.<xn<1

Ennélfogva

1
(ky =Dk —1) ... (kyoy — Dk, — Dk,

(1.5) P(Vlz'—kl, V2=k2,..., vn=k,,)=
Ilyen mddon

(1. 6) Pv,=k,|lvi=ky, ..., Vp_1=k,— )= ko1

(kn_ l)kn .

1 Jtt és a kovetkezOkben P(...) mindig a zarOjelben allo esemény valdszin(iségét jeloli.
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(1. 6)-bdl leolvashato, hogy a v, (n=0,1,...) valtozok homogén Markov-lancot
alkotnak, melynek atmenetvaldsziniiségei

/ .
(1.7 P(vn—klvn_l—l)——m, ha k=l+1z=zn+1, és n=1,23, ...

Specidlisan, ha n=1 (mivel vo=1) (1. 7)-bSl kovetkezik, hogy

1
(1.8) P(vl—k)—m, ha k=2. d

(1. 8)-bdl leolvashatd, hogy vy vdrhato értéke végtelen nagy. Erre a paradox tényre
eldszor S. S. WILKS [12] mutatott ra, részletesebben pedig E. J. GUMBEL [13] elemezte.

(1.5) és (1.7) alapjan megvalaszolhaté szamos, a v, sorozatra vonatkozd
kérdés. Meghatarozhatjuk példaul v, eloszlasat. Nyilvanvaloan, ha k=n 4+ 1, akkor

1
(1.9) P(vn=k)=1<kl<k2§<k“_l<k (kg =)(ky—1)...(k,—y — (k= Dk

Hatarozzuk most meg rogzitett k=2 mellett a P(v,=k) (n=1, 2, ..., k—1) szam-
sorozat generatorfiiggvényét, vagyis a

(1.10) G, (2)= VP(v =k)z" " (k=2,3,..)
polinomot.
Koénnyen belathato, hogy
, 11—z
(1.11) G =y I (145 = (-
' k k(k-— 1) 2 - z—1 "
Nyilvanvald, hogy
k-1
(1.12) G.(H)= D P(v,=k)
n=1
annak a valésziniisége, hogy a k szam eléforduljon a v, szamsorozatban. (1. 11)-bél
. 1 k=241 1
1. = =
(1.13) Gl k(k—l)!i( j ) k

Fennall tehat a kovetkezd

1. LEMMA. Annak valdsziniisége, hogy egy folytonos eloszldsu sokasdghdl vett

végtelen minta k-adik eleme kiemelkedo legyen, ——-val egyenld.

k

Az (1. 11) osszefiiggésbdl kiindulva meghatarozhatjuk barmely rogzitett n-re a
P(v,=k) (k=n+1,n+2,...) szamsorozat generdtorfiiggvényét is.
Legyen

(1.14) Hiwy= > 5: P =)z,

n=0k
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akkor
= —_ 1-z __
(115) H(z, W)=W+ ZGk(Z)Wk= (1 W) 1 .
K=2 z—1
Ennélfogva

.

tehat, ha n=1,

1 {
= " (log 1-@)
(1.16) 2> P,=kw=w-—1) > +1.
k=n+1 =0 Al

2. §. A kiemelked6 elemek szamanak eloszlisa
megadott elemszamii megfigyeléssorozatban

E §-ban a kovetkezS kérdéssel foglalkozunk: Jeldlje uy a &, &,, ..., &y sorozat-
ban a kiemelked§ elemek szamat; meghatadrozandé uy eloszlasa. (1. 1)-hez hason-
16an belathatd, hogy ha 1 <k, <k, <...<k,=N, mid6n k,, k,,..., k, egész szamok,
€s

2.1 Gy, oo kps Xos Xis vees Xp) =

=P(v1=k1’ (AL vnzkn9 vn+l>N9 él<x05\'17<x17 ery €V"<xn)

€s
Ot IG (kyy oo K Xy Xy ceny X
(2.2) . gN(k]_, ...,k"; xo, '“,xu): N( 1 s Npys 0 M1 ’ n) ,
- 0xy0xy ... 0x,
akkor
(2.3) gn(ky, s ks Xy oy Xp)=xbim2xhekim gkl = 1 N =k,

ha 0 <x, <x; <... <x,. Ebbll kovetkezik, hogy ha | <k; <k, <... <k,=N, akkor

1

@8 POr=kis o =k oo =N) = e Ty

Ennélfogva, ha

(2.5 On(n) =P (uy=n),
akkor Q,(1)=1 és ha N=2,
1 |
(2.6) QOy(n)= N 1<k,<k,<z.’..<kn§~(k1~ D=1 =D (n=1,2,3,...)
és igy
N X N~1 X

@n Hy(x) = 3 On(mx"=- [T (1 +7)-

n=1 r=1
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Ezzel meghataroztuk puy generatorfiiggvényét. Nyilvan fennall a kovetkez6 azonossag:
N —1
2.8) Hy(x)= [](1 +x—l)
=1

Ennek alapjan kiszamithatjuk gy momentumait. (2. 7)-b8l, M({)-val jeldlve egy
{ valdsziniiségi valtozd varhatd értékét és D({)-val a szorasat,

N1
2.9 M= 2~
és
2.10 2 5 | > 1
(2.10) D)= 3= 2 -
Ilyen modon
(2. 11) M(uy) =log N+0O(1)
és
(2. 12) D2(uy) =log N+ O(1).
Hasonléképpen szamithatok ki gy magasabb momentumai is.
A (2.7) képlet a kovetkezG alakban is felirhato:
N S(") X
2.13) Hy@)= 3 150
n=1 .

ahol S az elséfajii Stirling-szamokat jelslik (1. [1] 142.). Igy tehat

(n)
2. 14) . Ony="201

Ilyen mddon az elsSfaju Stirling-szimok egyszer{i valoszinliségszamitasi értel-
mezését nyertiik. (A Stirling-szamok egy (bonyolultabb) valdsziniliségszamitasi inter-
pretacidjat lasd [1] 166—167.)

3. §. A kiilonb6z6 megfigyelések kiemelked6 voltanak fiiggetlensége

Jelolje A, azt az eseményt, hogy egy folytonos eloszlasti sokasagbodl vett végtelen
minta k-adik eleme kiemelkedd legyen. E §-ban a kovetkez$ egyszerii, de alapvetd
tényt bizonyitjuk be

2. LEMMA. Ha A, (k=1,2, ...) jeloli azt az eseményt, hogy egy folytonos elosz-
ldsu sokasdgbol vett minta k-adik eleme kiemelkedd, akkor az A;, A,, ..., A, ... ese-
mények fiiggetlenek.

. E lemmara, annak fontossagara vald tekintettel, harom kiilonb6z§ bizonyitast,
adunk.
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Elsé bizonyitas. Ha 1<j, <j, <... <J, tetsz6leges egész szamok, akkor az 1.
és 2. §-ban elvégzett meggondolasokhoz hasonléan adodik, hogy (események szor-
zatan azok egyiittes bekovetkezését értve)

G- PUydy o A)=  |Jo]  xpmtefit i tdxdx, .,
O<xi<xy<...<x< 1
és igy
L
3.2 P(A4; . A —
-2 (Ajid e Aj) = JiJa ek

) . 1
mivel tovabba az 1. lemma szerint P(Ak)z—E, tehat

3.3) P(4;4;,...4;)=P(4;)P(4;,)...P(4;).

Ezzel a 2. lemmat bebizonyitottuk.

Masodik bizonyitds. Rendezziik el a &,,¢&,, ..., &, valdszinliségi valtozokat
nagysag szerint. Legyen koziiliik a legnagyobb {;om, a masodik legnagyobb £,¢m, és
altalaban jeldlje £,0n a nagysag szerint r-ediket (r=1, 2, ..., n). Az (I{", 1P, ..., IM)
szdmsorozat az 1, 2, ..., n szamok egy permutécidja lesz, és mivel a valtozdk feltevés
szerint fiiggetlenek és egyforma eloszlastak, tehat a lehetséges n! permutécié minde-

-4

valdszinliség (1 <j, <j, <<...<j,) tehat kiszamlthato oly moédon, hogy meghataroz-
zuk, hogy mely (l(f") l‘f") ..., [§9) permutaciok esetében lesznek &;, ¢, ..., &,
kiemelked§ tagok és ezt a szamot osztjuk j,!-sal. Nyilvanvald, hogy ahhoz, hogy
f“, én, ..., &;, kiemelkedd tagok legyenek, a kovetkezs feltételek tehesulese sziik-
séges es clégséges: a) A&, ¢,, ..., ¢, szamok koziil ;, legyen a legnagyobb, vagyis
[9=j.b)Aj—1, Ji—2, ..., Jr—1 + 1 szamok tetszolegesen helyezkedhetnek el az
(1(1") l("‘) o I§19) sorozatban Ji—1 viszont az ezek elhelyezése utan iiresen marado
helyek kozul a balrdl legelsére kell hogy keriilion. c¢) Altalaban, miutan az r=j,
szamokat (1 =s=k) elhelyeztik, a j,— 1, j,—2, ..., j,—, + 1 szamokat (j, =1) tetszés
szerint helyezhetjiik el az iires helyekre; az ezek utin még iiresen marado helyek
koziil a balrol legelsS helyre kell helyezni a j,_; szamot.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy a j,,Jj,, ..., ji szamok elhelyezése tekinteté-
ben soha nincs lehet8ség valasztasra, e szamok egyértelmiien meghatarozott helyre
keriilnek ; ha azonban m <j, és m#j; (i=1, 2, ..., k), akkor az m szam elhelyezésére
m lehet8ség all fenn. Azon (/{®, I/9, ..., I{J) permutaciok szama tehat, amelyek

Aj, s A

gyike ugyanazzal a valdszinliséggel, vagyls 1 Valoszmuseggel 1ép fel. AP(A;,4;,.

Ji!

létrejotte esetén az A, : :
JiJz - Jk

i i események bekovetkeznek és igy

N
JiJ2 e

Ezzel a 2. lemmara egy Gjabb bizonyitast nyertiink.
Harmadik bizonyitds. Ismeretes a rendezett mintak elméletébdl, hogy ha

(3.4 P(4;4;, ... 4;)=

£, 6,5, ..., &, fiiggetlen és egyforma eloszlasi valoszinfiségi valtozok, akkor ¢,
e

r r I3 1 r , v r . M M . 4
€rtéke ugyanakkora, tehat — valOszin{iséggel esik azon n intervallum mindegyikébe,
n
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amelyekre a &, &,, ..., £, valtozok értéket a valds tengelyt felbontjak. Ugyanis
annak valdszintisége, hogy &, a &, &,, ..., &,_, valtozdk altal meghatarozott inter-

vallumok koziil feliilr6l az /-edikbe essék (/=1, 2, ..., n, ahol tehat els6nek nevezziik
az x=zmax (&, ¢&,, ..., £,—,) intervallumot és /-ediknek az x <min (&, &,, ..., &,-1)

intervallumot) azt jelenti, hogy &, a &, &,, ..., &, sorozatnak nagysag szerint feliilrSl
az l-edik eleme, és mivel az 1, 2, ..., n szamoknak (# —1)! olyan permutacidja van,

Y
(n— D! = L Speciélisan tehat L
n! n n

amelyben n az l-edik helyen &ll, tehat e valdsziniiség

: « : 1
annak a valdszinilisége, hogy &, kiemelkedS legyen, vagyis P(A4,) = Ez egyben az
1. lemma egy Gjabb bizonyitasa. Masrészt az emlitett kombinatorikai meggondolas-
bdl az is kovetkezik, hogy az A, esemény feltételes valdszintisége is o minden olyan

feltétel mellett, amely a &, ¢&,, ..., £,—, valtozdéknak pusztan az egymas kozotti
nagysag szerinti sorrendjére vonatkozik, de e valtozok értékére nézve megszoritast
nem jelent. Ha ugyanis az emlitett feltételt B-vel jelolve a Besemény a &, &5, ..., &,y
valtozok elvileg lehetséges (n—1)! nagysag szerinti elrendez8dése kozill N =(n— 1)!
elrendezddés esetén teljesiil, akkor

N 1
(3.5) P(4,[B) =~ =—.

\
Ha most B-nek valasztjuk az 4; 4;, ... 4; _, eseményt és n=j;, ahol 1 <j, <j, <...
... <Ji, akkor azonnal adddik a 2. lemma allitasa.
A 2. lemmara adott harmadik bizonyitas segitségével bebizonyithatjuk a 2.
lemma kovetkezd altalanositasat is.

3. LEMMA. Legyenek &,,¢&,, ..., ¢, ... egyforma, folytonos eloszldsu fiiggetlen
valdszintiségi vdltozok és jelolje o, azt, hogy &, a &,, &,, ..., & szdmsorozatot nagysdg
szerint csokkendleg rendezve el hdnyadik helyen dall (k=1,2,...). Akkor az
Ay 0yy eeny Oy ... VAlOsziniiségi vdaltozok teljesen fiiggetlenek, ay =1, és ha n=2, 3, ...

‘ 1
(3.6) P(oc,,=l)=7 midén [=1,2,...,n.

Bizonyitds. A 3. lemma Osszes allitdsanak bebizonyitdsahoz nyilvan elegendé
megmutatni, hogy ha n=2 tetsz8leges, és tovabba a,, a,, ..., a, tetszéleges olyan
egész szamok, melyekre 1=q, =k (k=2,3, ..., n), akkor

1
(3.7) P(a2:a2,1323a3, ...0(,,:0,,):-’;"—.
Az a,,a;,...,a, szamok minden megengedett valasztasa (1=gq, =k;

k=2,3,...,n) egyértelmlien meghatarozza a ¢&,,¢&,, ..., §, szamsorozat nagysag
szerinti elrendez8dését, tehat a fentiekben (/{™,I{M, ..., I)-nel jeldlt permutacidk
koziil egy meghatarozott permuticionak felel meg; ugyanis @, pontosan azt adja
meg, hogy a &, ¢,, ..., & szamokat nagysig szerint csokkendleg elrendezve, &,-t
hany olyan &; el6zi meg, amelyre j<k. EbbSl mar a 3. lemma allitasa kovetkezik.

A 3. lemma nyilvinvald moddon specidlis esetként tartalmazza a 2. lemmat,
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hiszen (1)-b8l azonnal adddik, figyelembe véve, hogy n fiiggetlen valdsziniiségi val-
tozd koziil bizonyosokat kivalasztva, azok is fliggetlenek lesznek, hogy

(3. 8) P(Alejz"‘ Ajk):P(ot“ :jl’ ajz:':jz, veay Otjk :jk) e e

Ez a 2. lemma egy ujabb (negyedik) bizonyitdsanak tekintendd.

Valdjaban azonban a 2. lemmara adott masodik, harmadik és negyedik bizo-

nyits ugyanannak a kombinatorikai gondolatnak a kiilénboz8 variansai. Tulajdon-
képpen tehat a 2. lemmahoz csak két, lényegében kiillonboz§ ut vezet: belathatjuk
a 2. lemmat analitikusan (l. az els6 bizonyitast), vagy kombinatorikai meggondolas
segitségével.
A 2, lemma segitségével az 1. és 2. § eredményeire 1ij bizonyitdsok adédnak.
Igy pl. (1.5) a kovetkezGképpen lathaté be: ha [;,1,, ...,/ _, jelolik az
1,2,...,k,—1 sorozat k, k,, ..., k,_,-t6l kiilonboz§ tagjait, akkor (A-sal jeldlve
az A eseménnyel ellentétes eseményt)

3.9) POy=kys oo Va=k) =P(di Ay, o A A Ay, o Ay, )
és igy
(.10) Py =k, .., v =k)=— 7 (1-L) = !
' 1R e T O T e kg ke 2 L)~ (ky—=1)...(k,— Dk,"

Az pedig, hogy a v, valtozok Markov-lancot alkotnak, egyenesen magatol
értet6dGvé valik, ugyanis altalaban igaz, hogy ha az 5, valtozdk fiiggetlenek és
egész értékiiek, €s v, jeloli az n-edik olyan k indexet, amelyre 7, =a, ahol a egy
rogzitett egész szam, akkor a v, valtozok Markov-lancot alkotnak.

Hasonldképpen lathato be (2. 8) is (és ily mddon (2. 6), mert az (2. 8)-bdl kovet-
kezik). ‘

Legyen ugyanis

I, ha az A4, esemény bekovetkezik,
(3. 1 1) 8k - e e

0  egyébként.
Akkor
(3. 12) HN=£1+82+"'+8N'
Mivel pedig az ¢, valtozdk a 2. lemma szerint fiiggetlenek, tehat uy generatorfiigg-
vénye egyenlS az g, véltozdk (k=1, 2, ..., N) generatorfiiggvényeinek szorzatival.
Tekintve, hogy

P(e _1)_i & P( —0)—1——1
k— - k &= - k ’
tehat ¢, generatorfiiggvénye 1+xT—I (k=1,2, ..., N), ennélfogva uy generator-
fliggvénye
N x—1
(3.13) Hyx)=J[{1+——].
k=1 k
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4. §. A nagy szamok torvénye a kiemelkedd megfigyelésekre vonatkozdlag

E §-ban a kovetkez$ tételt bizonyitjuk be:

1. TETEL. Ha v, jelili egy folytonos sokasdgbdl vett végtelen minta n-edik kiemel-
kedo elemének sorszdmdt, akkor 1 valdsziniiséggel

“4.1) lim Vv, =e,

n— oo

(ahol e a természetes logaritmus alapja).

Bizonyitds. Kiindulunk abbél a nyilvanval6 Osszefiiggésbdl, hogy

4.2 Plv,=k)=P(u,=n)
és igy
4.3) P(y,> k) = P(g<n).

Az 1. tétel Allitdsanak bebizonyitasa céljabol valasszunk egy tetszGleges kis &
pozitiv szamot. Akkor, ha {x} jelsli a legkisebb x-nél nem kisebb egész szamot,

(4' 4) ’ P(vn>en(1+s)):P(“{e"(l+e)} <n)
és ha [x] jeloli x egész részét, akkor
4.5 P(V,,§e"(1_“")ZP([J[en(l-c)] =n),

Mivel a Csebisev-egyenlStlenség szerint

4.6) P(Iioy— M (1) = D (1) = 75

tehat (2. 12) és (2. 13) miatt

1
4.7 P(LuN-—logNléelogN):O<Eg7v~).

(4. 4)-bSl, (4. 5)-bsl és (4. 7)-b8l kovetkezik, hogy

(4.8) P(;Z>e1+s)+P(;"/v_,,'<_el~=):0 (%)

Ilyen médon a
- k2 . k2
4.9) S (P ve=et) + P(ve<elT)
k=1

sor ¢ minden pozitiv értékére konvergens, amibdl a Borel—Cantelli lemma (1. [2])
segitségével szokasos meggondolassal kovetkezik, hogy 1 valosziniiséggel
k2

(4. 10) lim Vv =e.

k— + oo
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"
Bevezetve a B,=Vv, jelolést, ha k2 <n<(k+1)?, akkor v, monotonitasa miatt
k+1\2
,

(4.11) (Bi2) (3) <Bn<(ﬁ(-k+1,z)(T

tehat (4. 10)-b8l azonnal kovetkezik az 1. tétel allitasa. Az 1. tétel allitdsa nyilvan
kimondhatd a kovetkez6 ekvivalens alakban is.

1. TETEL. Ha uy jelenti egy folytonos sokasdgbol vett végtelen minta elsé N
eleme kozott a kiemelkedo elemek szamat, akkor 1 valdsziniiséggel fenndll a

im N
(4.12) ]51111 Tog N 1
reldcio.
Az 1’. tétel specialis esete a nagy szamok erGs torvénye egy altaldnos alakjanak
(1. [3], [4], [5]), mely szerint, ha az 5, (k=1, 2, ...) nemnegativ valtozok filiggetlenek,
M(n)=M,, és D(n,)=D,, bevezetve tovabba az A,= > M, jelolést, teljesiilnek a
k=1

kovetkezd feltételek:
a) lim A,= 4o

n—oo

és

o D2 ]
b) a 2-/-4"2 sor konvergens,
=1 .

n

akkor 1 valdsziniliséggel fennal, hogy

y
2 Mk
4.13) lim %=1

N+ N

=1.

E tételt az n, =g, valtozékra alkalmazva, azonnal adddik az 1” tétel, figyelembe

1 1 ,
1%1 = 'ﬁ - ]VZ ) tehat
Dy .1 __
A3 Nlog?N’
vagyis az emlitett tétel a) és b) feltételei teljesiilnek. Megjegyzends, hogy az 1. tétel

fent adott bizonyitasanak moddszere az emlitett altalanos tétel bizonyitasara is fel-
hasznalhatd.

véve, hogy ez esetben Ay~logN és D

5. A kiemelkedé elemekre vonatkozd centralis hatareloszlastétel

E §-ban a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

2. TETEL. Jelolje v, egy folytonos eloszlasu sokasdgbol vett végtelen minta n-edik
kiemelkedo elemét, akkor x minden valos értékére

logv,—n

L[ o-e
(5.1 lim P e = Xx|=0(x)=——==] ¢ ?du
) oo ( Vn ) ) }/2nj

— oo
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Bizonyitds. (4.2) miatt a 2. tétel allitasa ekvivalens a kovetkezdvel:

2. TETEL. Ha uy jeloli egy folytonos eloszldsu sokasdgbol vett végtelen minta
elsé N eleme kozott a kiemelkedo elemek szamdat, akkor x minden valos értékére
—log N
”N_Og__< x| = ®(x).
l/log N

(5. 2) azonban azonnal kovetkezik a centralis hatareloszlas-tétel Ljapunoff-féle .
alakjabdl, (I. [2]) ugyanis

N> +oo

(.2) lim P(

Uy = €t &+ ... +&y,

ahol
1
M(ek):Ea
1 |
Dz(ﬁk)=?—k—2
1P 11 2 2 1
M(Ek—? ):-(?_1—6_2)<1—?+P>:F’
tehat

3

Vam(es)

i) o1
| Zoe (o)

1

8k——

6. §. A kiemelked6 elemekre vonatkozé iteralt-logaritmus tétel

Fennall a kovetkezd

3. TETEL. Ha v, jeloli egy folytonos sokasdghol vett végtelen minta n-edik kiemel-
kedé elemének a sorszdmdt, akkor 1 valosziniiséggel

. logv,—n
6.1 limsup —=————= +1.
(6.1 n—»+mp V2nloglog n
és
(6.2) lim inf ——28¥ =1 _ .

no—= V2nloglogn
A 3. tétel ugyanis (4.2) miatt ekvivalens a kovetkezSvel:

3. TETEL. Ha uy jeloli egy folytonos sokasdgbdl vett végtelen minta elsé N eleme
kézott a kiemelkedbek szamdt, akkor 1 valosziniiséggel

Uy —log N 41

6.3) lim sup =
N-+= }2log N-loglog log N



116 , B}’%NYJ A.

€s

(6. 4) lim inf Hy—log N - 1.
N-+e VY2Nlog N-logloglog N

Marmost a 3’ tétel egyszerlien annyit jelent, hogy az ¢, (k=1, 2, ...) fuggetlen val-
tozokra alkalmazhaté az iteralt logaritmus-tétel, ami abbol kovetkezik, hogy az ¢,
valtozok Osszességiikben korlatosak és puy szordsnégyzete + co-hez tart (1. [6]).

7. §. Egy véletlen permutacio ciklusai szamanak eloszlasarol

A uy valosziniiségi valtozé felfoghat6é oly modon is, hogy taldlomra kivalaszt-
juk az 1,2, ..., N szamok egy permutacidjat, (igy, hogy minden egyes permuticié
kivalasztasanak valdszin{isége ugyanakkora, vagyis % legyen) és megszamoljuk,
hogy hany olyan szdm van e permutacioban, amelyet nem elGz meg a permuticidban
nala nagyobb elem (tehat amely nala nagyobb elemmel nem alkot inverzidt) és
un-nel jeloljik az ilyen — a tovabbiakban kiemelked&nek nevezett — elemek sza-
mat. A py valdsziniiségi valtozd eloszlasara vonatkozoé eredményeink (azaz a (2. 15)
explicit formula, a uy generatorfiiggvényének (2. 8) alatti kifejezése, ennek a kép-
letnek a 3 §-ban adott interpretacidja és a 2 tétel) egyben egy masik, véletlen permu-
tacidkra vonatkozd problémara is valaszt adnak, mégpedig arra, hogy egy véletlen
permutacid cikluselGallitasdban szerepls ciklusok szamanak mi az eloszlasa. Fennall
ugyanis a kovetkezd Osszefiiggés:

4. LEMMA. Jelolje yy az 1,2, ..., N szdmok egy taldlomra kivdlasztott permutd-
cioja cikluselodllitasdban szereplé ciklusok szdmdt, és uy az 1,2, ..., N szdmok egy
taldlomra kivdlasztott permutdcioja kiemelkedo elemeinek a szdmdt, akkor yy és uy
egyforma eloszldsuak, tehdt

(7' 1) P(‘))Nzk) = P(#N:k) (k—_—'l, 23 e N)

Bizonyitds. Ahhoz, hogy a 4. lemmat bebizonyitsuk, elegendé megadni N elem
permutéaciol halmazanak egy olyan dnmagara valé kolesonosen egyértelmii leképe-
z€sét, amelynél egy k ciklusbdl allo II permutacidonak egy k& kiemelkedS elemmel
bir6é-I1” permutacié felel meg. E leképezést a kovetkezGképpen nyerjiik : allitsuk eld
a szoban forgd permutéacidt ciklusok szorzataként; rendezziik el a ciklusokat oly
modon, hogy minden ciklusnak megkeressiik a legnagyobb elemét és a ciklusokat
ugy irjuk egymas mellé, hogy a ciklusok legnagyobb elemei ndvekvd sorozatot
alkossanak. Ezek utan egy-egy cikluson beliil rendezziik el az elemeket gy, hogy a
ciklus felirdsa az abban szerepl$ legnagyobb szaimmal kezd8djék. Most mar csak
annyit kell tenniink, hogy a ciklusokat elhatarolé zardjeleket elhagyjuk, és az
igy kapott szamsorozat lesz a Il permutacidhoz hozzarendelt I1" permutacio. Pél-
daul, ha N=9 és Il az

513279846

permutacio, akkor IT ciklusok szorzataként valod elGallitasa a fenti el@irasok szerint
elrendezve '
IT = (3) (842157) (96)
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és igy IT" a
384215796
permutacio.

Nyilvanvald, hogy IT" kiemelkeds elemeinek szdma egyenl$ lesz I ciklusai sza-
maval, hiszen I ciklusai legnagyobb elemei és csak azok lesznek a kiemelkedd
elemek TT’-ben. A leképezés nyilvan kolcsondsen egyértelmii, hiszen IT-nek ciklusok
szorzataként valo felirasa egyértelmiien meghatarozza Il-t és a cikluselGallitas
felirasdra vonatkozd utasitasaink is teljesen egyértelmiek.

Ezzel tehat bebizonyitottuk, hogy yy generatorfiiggvénye is Hy(x)-szel egyenld
(I. (2. 8)) tovabba, hogy yy hatarértékben szintén normalis eloszlasi log N varhaté

értékkel és Ylog N szérassal. A permutacidok ciklusszimanak eloszlasara vonat-
kozd ezen eredmények mar régebben is ismertek voltak (1. pl. [7], [8]); a fentiekb&l
egy ujabb bizonyitas adddik ezen eredményekre.

Kézenfekv§ feltenni azt a kérdést, hogy annak megfelelSen, hogy uy-et eldalii-
tottuk mint N fiiggetlen valdszin{iségi valtozd Osszegét, lehet-¢ ennek megfelelGen
kombinatorikailag interpretdlhaté modon el8allitani yy-et is mint fiiggetlen valoszi-

nliségi valtozd Osszegét ugy, hogy a k-adik az 1 értéket i valosziniiséggel, a 0

1
értéket 1—75 valdszindséggel vegye fel. Azt, hogy ez valdban lehetséges, mar W.

FELLER megmutatta (1. [7]).

8. §. Valds szamok modositott és kozonséges
Engel-féle sorral valé eloallitasarol

E §-ban el8szoér a kovetkezd tételt bizonyitjuk be.

4, TETEL. Vegyiink egy végtelen mintdt egy folytonos eloszldsu sokasdgbol és
legyenek vo=1,v,, vy, ..., ¥,, ... a minta kiemelkeds elemeinek sorszdmai. Legyen
8.1 o _1 + S :

. ) vi w22 =D =D = Dy,
Akkor az o valdsziniiségi vdltozo egyenletes eloszldsu a (0, 1) intervallumban.

A 4. tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz a kdvetkezS segédtételre

5. LEMMA. Legyen x tetszdleges valos szdm a (0, 1] balrol nyilt, jobbrol zdrt
intervallumban, akkor x egydrtelmiien elédllithato az
1 ol 1
— +
R s | TN ) W e 1 V3

alakban, ahol ki, k,, ..., k, 1-nél nagyobb egész szdmok egy szigorian ndvekvd vég-
telen sorozata, amely a kovetkezéképpen hatdrozhato meg: k,-nek a legkisebb,

(8.2) x =

1 14 7 I4 . r 7
;-nel nagyobb szdmot vdlasztjuk, és ha mdr k,k,, ..., ky_, meg vannak vdlasztva,

(N=2,3,...) ky-nek a legkisebb olyan egész szamot vdlasztjuk, amelyre
1 N
TN (S Y/ S | S S )V

< X.
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1. megjegyzés. A (8.2) eldallitas rokon a valos szdmok Engel-féle sor
alakjaban valo, vagyis

o 1
8.3 : X= Q) ——
) n=19192--- 4y
alaku elGallitasaval, ahol ¢4, g5, ..., 44, ... 1-nél nagyobb egész szamok egy nemcsik-

kend végtelen sorozata: a ¢, szamokat a kovetkezd algoritmus szolgéltatja: g, a
legkisebb egész szam, amely ;-nel nagyobb, és ha mar ¢q,, 4,, ..., gy_; meg vannak

valasztva (N=2, 3, ...), gy-nek a legkisebb olyan egész szdmot valasztjuk, amelyre
N 1
2> P — <x. A két eljaras hasonldsaga miatt a (8. 2) elGallitast az x szdm

n=2 419z --- 4y

modositott Engel-féle sordnak nevezziik.

2. megjegyzés. Ha x raciondlis szim, akkor x elGallithaté (8. 2)-hoz
hasonlé véges sor alakjaban is.

Az 5. lemma bizonyitdsa. Ha a lemma szerinti algoritmust alkalmazzuk, akkor

1 1
TE Dk k-1
ky_, helyett eggyel kisebb szam is valaszthat6 lett volna, ami ellentmond az algo-
ritmus szabalyainak; masrészt

miatt, ha ky=ky_, volna, akkor

elGszor is ky>ky _,, ugyanis %

r ZN, 1 _ 1
ki Sy —Dka— 1) (kyo 1 — Dk~ (ky—1) ... (ky — Dy

8.4) X —

és mivel kN > N, tehat a (8. 4) jobb oldala 0-hoz tart, ha N — e, miért is (8. 2) fennall.

A 4. tétel bizonyitasa. Legyen | <k, <k, < ... <ky,

1N ]
(8.5) W AT oD S =Dk,
és
1
(8.6) bN:aN+

(e —1)...(ky— Dy

"\
Annak valdszintisége, hogy o beleessék az (ay, by] intervallumba, nyilvan egyenld
annak valosziniiségével, hogy v; =k, ..., vy =ky legyen, és igy (1. 5) szerint e valo-
szinliség ,
1

Ger—1) o Gy — Dy 2~ e

(8.7)

vagyis a keresett valdszinliség egyenld az (ay, by) intervallum hosszaval. Ebb6l
kovetkezik, hogy tetszSleges (a, b] intervallumra (0=a<b=1)

8. 8) Pla<a=b) = b—aq,



EGY MEGFIGYELESSOROZAT KIEMELKEDO ELEMEIRGL 119

tekintve, hogy minden intervallum elSallithaté véges vagy megszamlalhatéan vég-
telen sok idegen (ay, by] alaka intervallum egyesitéseként. Ezzel a 4. tételt bebize-
nyitottuk. ,

A 4. tétel ugy is interpretalhatd, hogy ha az x szamot a (0, 1] intervallumban
taldlomra valasztjuk, egyenletes eloszlas szerint, és a k, szamsorozatot x (8. 2) alakud
elGallitasaval definidljuk, akkor a k, (n=1, 2, ...) valdszinliségi valtozékra ugyan-
azok a statisztikus torvényszerliségek érvényesek, mint amelyeket a v, valtozdkra
az 1., 4., 5. és 6. §-ban bebizonyitottunk, tehat példaul igaz az, hogy annak a valo-

sziniisége, hogy a k pozitiv egész szam (k =2) el6forduljon a k, sorozatban, E-Val

n

egyenld, hogy majdnem minden x szamra lim Vk,=e, tovabba, hogy ha E,(y)

n—co

logk,—n

Vn
Lebesgue-mértéke ®(y)-hoz konvergal, ha n— + oo, si. t.
E tételek az Engel-féle sorokra vonatkozé megfelelSi ismertek; pl. az, hogy

majdnem minden x-re lim /g, =e, E. BorRELtSI [9], mig az hogy a Ioij";_—tn—<y

jeloli azon x szamok halmazat (0=x=1), amelyekre <y, akkor E,(y)

egyenlGtlenségnek eleget tevé x szdmok halmazanak Lebesgue-mértéke ®(y)-hoz.
konvergal, ha n -, P. LEvYtSl szarmazik [10]. E tételek és ezek bizonyos élesité-
seinek részletes bizonyitasa a [10] dolgozatban talalhaté meg. Jelen dolgozat mdd-
szere csekély modositisa Gtjan az emlitett kozonséges Engel-féle sorokra vonatkozd,
BORELtSI €s LEVYtSl szdrmazo, tovabba ERDGs PAL, SzUsz PETER és a szerz§ altal
talalt tételekre 0j és az eddig ismerteknél lényegesen egyszeriibb bizonyitasokat
talalhatunk.

Jelolje ugyanis g, (x) azt, hogy a k szam hdnyszor fordul el§ az x valds szam
kozonséges Engel-féle soranak nevezdi kozott, tehat a (8. 3) altal definilt g, = g,(x)
(n=1, 2, ...) szamsorozatban. Kénnyen belathato, hogy ha x a (0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozd, akkor

(8.9) P(sk(x):r)=]]‘(—;—11 (r=0,1,2,...)

(1. [10] 1. tétel). Azt is egyszeriien belathatjuk tovabba, hogy az g, (x) valdszinliségi
valtozok (k=1, 2, 3, ...) fiiggetlenek. Ugyanis annak a valdsziniisége, hogy ¢, (x) =
=qy, 4, (X)=q,, ..., q,(x) =q, legyen (ahol most q,, q,, ..., g, pozitiv egész szamok
egy rogzitett nemcsdkkend sorozata), nyilvanvaldan

1

8.10
( ) 49192 qn(qn_ 1)

és igy annak a valdszinlisége, hogy a ¢,(x) (=1, 2, ...) sorozatban a 2 szdm r,-
sz0r, a 3 szam r5-szor, ..., a k szam (pontosan) r,-szor forduljon elG,

1 1

B11) Plea=ras ons = ) = 5o b~ S T =T
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és igy

k] k
(8-12) P(82=r2,..., l]‘l“—zl]z' N
tehat (8. 9)-re vald tekintettel

k

(8.13) P(e,=ry, o e=r)= [[ P(e;=r),

=2
amibdl az e,, ..., g valtozok fiiggetlensége mar leolvashato.

Legyen
N

(8.14) py(x) = k;; & (%),

vagyis jelolje uy(x) azt, hogy a g,(x), g,(x), ... sorozatnak hany N-nél nem nagyobb
tagja van. Akkor nyilvan fennall a

(8.15) P iy (x) =) =P(q,(x) = N)

azonossag és ennek segitségével belathatd, hogy

(8.16) lim Vgq,(x)=e

n— +oo

ekvivalens azzal, hogy

; , Hy (x)
8.17) NHT«. IogN =1.

Az, hogy (8. 17) majdnem minden x-re fennall, ugyanigy kovetkezik a nagy szamok
torvényének a 4. §-ban emlitett altalanos alakjabdl, mint az 17 tétel. Hasonloképpen
lathat6 be a g,(x)-re vonatkozd centralis hatareloszlastétel ¢s iteralt logaritmustétel
(L. [11]) is. Igy tehat a megfigyeléssorozatok kiemelked$ elemeire vonatkozo vizs-
galataink meglep6 mdédon az Engel-féle sorok elméletének lényeges egyszeriisitésé-
hez is elvezettek.

Befejezésiil még csak egy megjegyzést kivanunk tenni. Jeldlje g,(x) (n=1, 2, ...)
az x szam kozonséges Engel-féle soranak nevezdit és jeldlie ki a nagysig szerint
n-edik pozitiv egész szdmot a ¢,(x) szdmsorozatban, vagyis a ¢,(x) szAmsorozatbol
toroljik az ismétléseket, tehat minden el6forduld szdmot csak egyszer tartsunk
meg; akkor a k7 szimsorozat pontosan ugyanazokkal a statisztikai tulajdonsagokkal
rendelkezik, mint a médositott Engel-féle sorok k, nevezdi, illetve mint a folytonos
sokasagbol vett végtelen minta kiemelkedd elememek v, indexei. Igy tehat a kiemel-
kedS mintaelemek elmélete a kdzonséges Engel-féle sorokkal is kozvetlen kapcso-
latban all.
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