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Bevezetés

Végezzünk független megfigyeléseket egy véletlentől függő mennyiségre vonat-
kozólag. Legyen Ak (k= 1 , 2 , . . . ) a k-adik megfigyelés. Más szóval teg jük fel, hogy a 
A±, C2> ••• valószínűségi változók függetlenek és egyforma eloszlásúak. Közös elosz-
lásfüggvényüket jelölje F(x). Tegyük fel, hogy F(x) x minden értékére folytonos
(vagyis, hogy a Ak változók minden x valós értéket 0 valószínűséggel vesznek fel).
Más szóval: vegyünk egy végtelen mintát egy folytonos eloszlású sokaságból és
legyen Ak a minta A'-adik eleme. Nevezzük a Ak megfigyelést a megfigyeléssorozat
kiemelkedő elemének, ha Ak > Cj midőn . /< A. Más szóval kiemelkedőnek nevezünk
egy megfigyelést, ha az az összes megelőző megfigyeléseknél nagyobb. E definíció
szerint Ai mindig (triviálisan) kiemelkedő. Legyen v0 = l ; jelölje v, az első 1-nél
nagyobb sorszámú (tehát az első nem triviális) kiemelkedő megfigyelés sorszámát,
v2 az első Vj-nél nagyobb (tehát a második nemtriviális) kiemelkedő elem sorszáma
és általában jelölje v„ az «-edik nemtriviális kiemelkedő elem sorszámát (« = 1 ,2 ,3 , . . . ) .
E dolgozat tárgyát a v„ valószínűségi változókra vonatkozó határérték- és határ-
eloszlástételek vizsgálata képezi.

Mielőtt a v„ (/i = l, 2, 3, ...) valószínűségi változó-sorozatra vonatkozó tételeket
kimondanók, néhány általános jellegű megállapítást kívánunk tenni. Először is
nyilvánvaló, hogy a v„ változók viselkedése nem függhet az F(x) eloszlásfüggvénytől.
Ugyanis, ha Av„ a Ak sorozatnak и-edik kiemelkedő eleme, akkor F(AV„) az F(Ak)

sorozatnak ugyancsak «-edik kiemelkedő eleme. Mivel azonban az F(AK) (k = l,2, ...) 

változók egyenletes eloszlásúak a (0, 1) intervallumban, tehát a Ak változókról az
általánosság megszorítása nélkül eleve feltehetjük, hogy azok egyenletes eloszlásúak a 
(0, 1) intervallumban. Az ezen feltevés mellett a v„ változókra bebizonyított határ-
eloszlástételek e feltevés nélkül is érvényesek lesznek az F(x) folytonos eloszlás-
függvény bármely választása mellett. A v„ változó sorozat tulajdonságai tehát „el-
oszlásmentesek". Ebből következik, hogy minden olyan statisztikai próba, amely a 
v„ változók megfigyelésén alapszik, szintén „eloszlásmentes" lesz. Az egész prob-
lémakör rokon a rendezett minták elméletével; a rendezett minták elméletének szo-
kásos problematikájától azonban elsősorban abban térünk el, hogy egy végtelen meg-
figyeléssorozatból indulunk ki.

Az 1. §-ban a v„ változók közötti függőséget vizsgáljuk, és kimutatjuk, hogy a 
v„ változók homogén Markov-láncot alkotnak. A 2. §-ban meghatározzuk annak
valószínűségét, hogy a Ak sorozat első N eleme között megadott számú kiemelkedő
elem legyen. A 3. §-ban bebizonyítjuk azt a meglepő tényt, hogy ha Ak jelöli azt az
eseményt, hogy a Ak

e 1 e m kiemelkedő, akkor az Ak (k = 1, 2, 3, ...) események tel-
jesen függetlenek (annak ellenére, hogy Ak a Ai, G> •••> változók mindegyikétől
függ). Ez a tény alkotja az alapját az összes további vizsgálatainknak. E tényből
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az 1. és 2. §. eredményeire is adódik egy újabb bizonyítás. Bebizonyítjuk, hogy I 
n

valószínűséggel lim ^v„ = e\ ez felfogható, mint a nagy számok eró's törvénye a 

V
log—— gyengén függő változókra vonatkozólag.

Vn- 1 
Az 5. §-ban bebizonyítjuk, hogy log v„ határértékben normális eloszlású n vár-

/— V 
ható értékkel és \ n szórással; ez felfogható mint a log —— gyengén függő változókra

Vn- 1 
vonatkozó centrális határeloszlástétel. A 6. § a v„ változókra vonatkozó iterált
logaritmus tétellel foglalkozik, míg a 7. §-ban bizonyos, a v„ változók és permutációk
ciklusok szorzatakénti előállítása közötti érdekes összefüggésekre mutatunk rá.
Végül a 8. §-ban a v„ változók és a valós számok módosított Engel-féle sorral történő
előállítása közötti meglepő összefüggést vizsgáljuk.

1. §. A kiemelkedő elemek sorszámának egyUttes eloszlása

Bebizonyítjuk, hogy a v„ változók homogén Markov-láncot alkotnak és egyben
meghatározzuk ennek a Markov-láncnak az átmenet-valószínűségeit. Ehhez azonban
szükségünk van a v l 5 v2, ..., v„ változók együttes eloszlásának a meghatározására.
Mint már a bevezetésben megmutattuk, az általánosság megszorítása nélkül felte-
hetjük, hogy a Çk változók egyenletes eloszlásúak a (0, 1) intervallumban. Legyen
1 -cky -C&2 с . . . ahol kl3 k2, ...,kn egész számok. Könnyen belátható, hogy ha1

G(kl3 ...,kn;x0,x1, . . . ,x„) = P(v 1 =kx, . . . , vn=k„, £ i < x 0 , Çkn<x„)

(1.1)

és

д"+1G (ki, ..., kn; x0, xl3 ..., .v„) 
(1.2) g(k1,...,kn;x0,x1,...,xn)— dx0dxí...dxn

akkor

(1.3) g(kl3 ...,k„; x0,x!, ...,хп) = х^-2хк
Г

кх-1 ...Ж-*»--1,

hacsak 0 -< x0 xt -=...< x„, 
és így

P 0 . . . , vn = kr)= J f ... J ДС»-2*»»-4'-1 ...xk
n"_-l

k-'-1dx0dx1...dx„.

^ О<Х0<*1<--<*л< 1

Ennélfogva

(1.5) P ( v 1 = L 1 , v 2 = L 2 , . . . , v n = /r„) = - _ 1 ) ( ^ _ 1 ) T :

Ilyen módon

(1.6) P ( v ^ k j v ^ k y , . . . , v n_ t = L n _ 1 ) = • 

1 Itt és a következőkben P(. . . ) mindig a zárójelben álló esemény valószínűségét jelöli.
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(1.6)-ból leolvasható, hogy a v„ ( « = 0 , 1 , . . . ) változók homogén Markov-láncot
alkotnak, melynek átmenetvalószínűségei

(1.7) P(v„ = / : | v n _ i -= / )= ( f c _ 1 ) J f c , ha £ Ы + 1 ё « + 1, és « = 1, 2, 3 

Speciálisan, ha « = 1 (mivel v0 = 1) (1.7)-ből következik, hogy

(1.8) P ^ = v = j k h j k ' h a

(1. 8)-ból leolvasható, hogy vt várható értéke végtelen nagy. Erre a paradox tényre
először S. S. WILKS [12] mutatott rá, részletesebben pedig E. J. GUMBEL [13] elemezte.

(1.5) és (1.7) alapján megválaszolható számos, a v„ sorozatra vonatkozó
kérdés. Meghatározhatjuk például v„ eloszlását. Nyilvánvalóan, ha k ^ n + l, akkor

(1.9) P
^

v
" =

k
')

=
1<ki<k22<kn_i<k (к1-Щк2-1)...(кп^-Щк-1)к •

Határozzuk most meg rögzített к ш 2 mellett a P ( v „ = £ ) (« = 1,2, . . . ,к— 1) szám-

sorozat generátorfüggvényét, vagyis a 

(1.10) G , ( z ) = 2 P ( v „ = £)z" (£ = 2 , 3 , . . . )
n = l

polinomot.

Könnyen belátható, hogy

/ 1 - z

Nyilvánvaló, hogy

(1.12) G A ( l ) = 2 P ( v n = £)
n=i

annak a valószínűsége, hogy а к szám előforduljon a vn számsorozatban. (1. l l ) -ből

<••"> « | , = 1 и 1 ( т ) 4 '

Fennáll tehát a következő

1. LEMMA. Annak valószínűsége, hogy egy folytonos eloszlású sokaságból vett 

végtelen minta k-adik eleme kiemelkedő legyen, ~.--va! egyenlő. 
rC

Az (1. 11) összefüggésből kiindulva meghatározhatjuk bármely rögzített и-re a

P ( v „ = £ ) ( £ = « + l , « + 2, ...) számsorozat generátorfüggvényét is.

Legyen

(1.14) # ( z , w ) = 2 2 P(vn = k)z»w", 
n= Оk = n+ I 
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2. §. A kiemelkedő elemek számának eloszlása
megadott elemszámú megfigyeléssorozatban

E §-ban a következő kérdéssel foglalkozunk: Jelölje pN a £2> ..., £N sorozat-
ban a kiemelkedő elemek számát; meghatározandó pN eloszlása. (1. l)-hez hason-
lóan belátható, hogy ha 1 -<k2 < . . . A, midőn кл, k2,..., kn egész számok,
és

(2. 1) G N (k k , . . . , к„; х 0 , х 1 ; ..., x„) = 

és
. . -, _ d"+ 1 , . . . , k„ ; л~0, x t , . . . , A~„)

akkor

(2.3) Í J f ( fc l f ..., kn; x0, = 

ha 0 <лт < . . . <x„. Ebből következik, hogy ha 1 < k 2 < ••• <^„35 A, akkor

1
(2.4) = ( k n _ l ) N • 

Ennélfogva, ha

(2.5) QN(n)=P(pN=n),

akkor 6 i U ) = l és ha JVS2,

(2.6) = 2 7 r . w , — 7 T — 7 7 ( « = 1,2,3,- . : . )
A l <k\ <k2< ... <kn^ N — l)t«2 — tj ... \Kn— l) 

és így

(2. 7) # „ ( * ) = J ß Ä (n )*- = ^ П ( l + j j . •

%
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Ezzel meghatároztuk pN generátorfüggvényét. Nyilván fennáll a következő azonosság:

(2.8) Н„(х) = д (

Ennek alapján kiszámíthatjuk pN momentumait. (2. 7)-ből, M (Q-val jelölve egy
С valószínűségi változó várható értékét és D (Q-val a szórását,

(2.9) M ( f i N ) = z \
s= 1 S

és

(2.10) D 2 ( ^ ) = Í l -
5 = 1 A s= 1 A 

Ilyen módon

(2.11) M 0 i w ) = l o g J V + O ( l )

és

( 2 . 1 2 ) Б 2 ( Л „ ) = 1 О 8 А + 0 ( 1 ) .

Hasonlóképpen számíthatók ki pN magasabb momentumai is.

A (2. 7) képlet a következő alakban is felírható:

N I vílQr"
(2.13) # „ ( * ) = 2 

n=l TV!

ahol S'N
n> az elsőfajú Stirling-számokat jelölik (1. [1] 142.). így tehát

(2.14) flwO.)-1^1

N\

Ilyen módon az elsőfajú Stirling-számok egyszerű valószínűségszámítási értel-

mezését nyertük. (A Stirling-számok egy (bonyolultabb) valószínűségszámítási inter-

pretációját lásd [1] 166—167.)

3. §. A különböző megfigyelések kiemelkedő voltának függetlensége

Jelölje Ak azt az eseményt, hogy egy folytonos eloszlású sokaságból vett végtelen

minta k-adik eleme kiemelkedő legyen. E §-ban a következő egyszerű, de alapvető

tényt bizonyítjuk be

2. L E M M A . На Ак (k = 1, 2, ...) jelöli azt az eseményt, hogy egy folytonos elosz-

lású sokaságból vett minta k-adik eleme kiemelkedő, akkor az Ak, A2, •••, Ak, ... ese-

mények függetlenek. 

E lemmára, annak fontosságára való tekintettel, három különböző bizonyítást

adunk.



110 RF.NYI A.

Első bizonyítás. Ha 1 <j2 < . . . < 4 tetszőleges egész számok, akkor az 1.
és 2. §-ban elvégzett meggondolásokhoz hasonlóan adódik, hogy (események szor-
zatán azok együttes bekövetkezését értve)

(3.1) P (AhAJz...AJk)= J J . . . J xi>-ixi*-"-l...xi*-l'<-<-ldx1dx2...dxk

0<X\<X2 <...<Xk< 1 

és így

(3.2) P (AhAj2...Ajk) = -

mivel továbbá az 1. lemma szerint P(Ak) = - r , tehát

J1J2 •••Jk 
J_

(3. 3) P ( A h A h ... Л л ) = Р(Л,,)Р(Л,.2) P(AJk).

Ezzel a 2. lemmát bebizonyítottuk.

Második bizonyítás. Rendezzük el а Ç2, ..., valószínűségi változókat

nagyság szerint. Legyen közülük a legnagyobb £,(»>, a második legnagyobb , és

általában jelölje £,(>.> a nagyság szerint r-ediket (r= 1, 2, ..., n). Az (!{n), l(
2"\ ..., /*n))

számsorozat az 1, 2, ..., n számok egy permutációja lesz, és mivel a változók feltevés

szerint függetlenek és egyforma eloszlásúak, tehát a lehetséges n! permutáció minde-

gyike ugyanazzal a valószínűséggel, vagyis — valószínűséggel lép fel. A P(AjiAj2...Ajk)

valószínűség (1 < / ! < / 2 < . . . < Á ) tehát kiszámítható oly módon, hogy meghatároz-
zuk, hogy mely {l[Jk), l(

2
ik), ..., 1%к)) permutációk esetében lesznek \ h , Çj2, ..., ÇJk

kiemelkedő tagok és ezt a számot osztjuk /)!-sal. Nyilvánvaló, hogy ahhoz, hogy
<=/!> •••> ^jk kiemelkedő tagok legyenek, a következő feltételek teljesülése szük-
séges és elégséges: a) A £ 2 , ..., ÇJk számok közül ÇJk legyen a legnagyobb, vagyis
líJk)=jk- b) A jk—l,jk — 2, + 1 számok tetszőlegesen helyezkedhetnek el az
(liJk^, l 2 " \ ..., I j i f ) sorozatban, viszont az ezek elhelyezése után üresen maradó
helyek közül a balról legelsőre kell hogy kerüljön, c) Általában, miután az r ^ j s

számokat ( l S í ^ f c ) elhelyeztük, a js — \,js — 2, ..., js_, + 1 számokat (j0 = I) tetszés
szerint helyezhetjük el az üres helyekre; az ezek után még üresen maradó helyek
közül a balról legelső helyre kell helyezni a js _ ( számot.

A mondottakból következik, hogy a j\, j2, ...,jk számok elhelyezése tekinteté-
ben soha nincs lehetőség választásra, e számok egyértelműen meghatározott helyre
kerülnek; ha azonban m < j k és m А/, (г = 1,2, ..., к), akkor az m szám elhelyezésére
m lehetőség áll fenn. Azon (l[jk\ l2

Jk\ .... ljík)) permutációk száma tehát, amelyek

j ! 
létrejötte esetén az Aji, Aj2, ..., Ajk események bekövetkeznek . . *— r- és így

JUz ••• Jk 

(3-4) V(AhAh...Aà = — Ц - .
JlJl •••Jk 

Ezzel a 2. lemmára egy újabb bizonyítást nyertünk.

Harmadik bizonyítás. Ismeretes a rendezett minták elméletéből, hogy ha
£ i , !2> független és egyforma eloszlású valószínűségi változók, akkor £„
• 1 
értéke ugyanakkora, tehát — valószínűséggel esik azon n intervallum mindegyikébe,
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amelyekre a £ 2 , • ••, változók értékei a valós tengelyt felbontják. Ugyanis
annak valószínűsége, hogy £„ a Cj, •••> változók által meghatározott inter-
vallumok közül felülről az /-edikbe essék (/ = 1 , 2, ..., n, ahol tehát elsőnek nevezzük

az x = max (Ci, £2, • — 1) intervallumot és /-ediknek az x < m i n (Ci, £2» • ••> É . - i )
intervallumot) azt jelenti, hogy £„ a £1, £2> ••-> sorozatnak nagyság szerint felülről

az /-edik eleme, és mivel az 1, 2, ..., « számoknak (и — 1)! olyan permutációja van,

(и —1)! 1 1 
amelyben n az /-edik helyen áll, tehát e valószínűség ; — = —. Speciálisan tehát — 

n\ n n 

annak a valószínűsége, hogy kiemelkedő legyen, vagyis P ( A „ ) = ~ . Ez egyben az

1. lemma egy újabb bizonyítása. Másrészt az említett kombinatorikai meggondolás-

ból az is következik, hogy az A„ esemény feltételes valószínűsége is — minden olvan

n
feltétel mellett, amely a £2, ..., £„- i változóknak pusztán az egymás közötti

nagyság szerinti sorrendjére vonatkozik, de e változók értékére nézve megszorítást

nem jelent. Ha ugyanis az említett feltételt 5-vel jelölve a 5 esemény a C x , £2> •••> 1 

változók elvileg lehetséges (и —1)! nagyság szerinti elrendeződése közül N s ( n — 1)!

elrendeződés esetén teljesül, akkor
(3.5) = 

Ha most 5-nek választjuk az AjíAjl ... AJk_1 eseményt és n—jk, ahol 1 < / 2 < . . .

akkor azonnal adódik a 2. lemma állítása.

A 2. lemmára adott harmadik bizonyítás segítségével bebizonyíthatjuk a 2.

lemma következő általánosítását is.

3. LEMMA. Legyenek £1, £2, ••• egyforma, folytonos eloszlású független 
valószínűségi változók és jelölje ak azt, hogy çk a f , £2 > f számsorozatot nagyság 

szerint csökkenőleg rendezve el hányadik helyen áll (k= 1 , 2 , . . . ) . Akkor az 

ak, a2, ..., ock, ... valószínűségi változók teljesen függetlenek, a , = 1, és ha « = 2 , 3, ...

(3.6) P(a„ = /) = — midőn / = 1 , 2 , . . . , « .
n

Bizonyítás. A 3. lemma összes állításának bebizonyításához nyilván elegendő

megmutatni, hogy ha n Ш2 tetszőleges, és továbbá а ^ а 2 , . . . , a n tetszőleges olyan

egész számok, melyekre 1 (k=2, 3, ..., и), akkor

(3. 7) P(or2 = a 2 , cc3=--a3, ... an = a„) = \ .
n\

Az a2,a3,...,a„ számok minden megengedett választása (1 S e t á í : ;

k = 2, 3, ..., ri) egyértelműen meghatározza a , £ 2 , . . . , {„ számsorozat nagyság

szerinti elrendeződését, tehát a fentiekben (l[n\ /£">, ..., /^n))-nel jelölt permutációk

közül egy meghatározott permutációnak felel meg; ugyanis ak pontosan azt adja

meg, hogy a számokat nagyság szerint csökkenőleg elrendezve, ék-t

hány olyan éj előzi meg, amelyre j<k. Ebből már a 3. lemma állítása következik.

A 3. lemma nyilvánvaló módon speciális esetként tartalmazza a 2. lemmát,
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hiszen (l)-ből azonnal adódik, figyelembe véve, hogy n független valószínűségi vál-
tozó közül bizonyosokat kiválasztva, azok is függetlenek lesznek, hogy

(3. 8) P ( A h A h . . . Ajk) = P(zji =jl,aj2=j2,..., aJk =jk)=-—
J1J2 •••Jlс

Ez a 2. lemma egy újabb (negyedik) bizonyításának tekintendő.
Valójában azonban a 2. lemmára adott második, harmadik és negyedik bizo-

nyítás ugyanannak a kombinatorikai gondolatnak a különböző variánsai. Tulajdon-
képpen tehát a 2. lemmához csak két, lényegében különböző út vezet: beláthatjuk
a 2. lemmát analitikusan (1. az első bizonyítást), vagy kombinatorikai meggondolás
segítségével.

A 2. lemma segítségével az 1. és 2. § eredményeire új bizonyítások adódnak,
így pl. (1.5) a következőképpen látható be: ha / , , l 2 , ..., lkn_n jelölik az
1,2, ..., кa—\ sorozat kx ,k2, ...,k„-1-tői különböző tagjait, akkor (T-sal jelölve
az A eseménnyel ellentétes eseményt)

(3.9) P (v , v„ = Ar„) = P ( A k i A k 2 . . . AknAhAl2... A~lkn_n)

és így
< з л о ) p ( v ' = t

Az pedig, hogy a v„ változók Markov-láncot alkotnak, egyenesen magától

értetődővé válik, ugyanis általában igaz, hogy ha az rjk változók függetlenek és

egész értékűek, és v„ jelöli az «-edik olyan к indexet, amelyre t]k = a, ahol a egy

rögzített egész szám, akkor a v„ változók Markov-láncot alkotnak.

Hasonlóképpen látható be (2. 8) is (és ily módon (2. 6), mert az (2. 8)-ból követ-

kezik).

Legyen ugyanis

(3.11) ek = 
1, ha az Ak esemény bekövetkezik,

0 egyébként.

Akkor

(3.12) P N = £ 1 + E 2 + . . . + E N .

Mivel pedig az ek változók a 2. lemma szerint függetlenek, tehát pN generátorfügg-

vénye egyenlő az EK változók (k = 1,2, ...,N) generátorfüggvényeinek szorzatával.

Tekintve, hogy

P ( e 4 = l ) = - i és P(e» = 0 ) = l — p

x— 1
tehát EK generátorfüggvénye l - l — — (k = 1, 2, ..., N), ennélfogva /iv generátor-

К

függvénye

(3.13) HN(x)= JJ ( 1 + 
k= 1 к
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4. §. A nagy számok törvénye a kiemelkedő megfigyelésekre vonatkozólag

E §-ban a következő tételt bizonyítjuk be:

1. TÉTEL. Ha v„ jelöli egy folytonos sokaságból vett végtelen minta n-edik kiemel-
kedő elemének sorszámát, akkor 1 valószínűséggel 

n
(4.1) lim Í7n = e, 

П-УОО

(ahol e a természetes logaritmus alapja).

Bizonyítás. Kiindulunk abból a nyilvánvaló összefüggésből, hogy

(4.2) P ( v „ 3 5 * ) = P ( A S i ! )

és így
(4.3) P ( v „ > * ) = Р(р*<и) .

Az 1. tétel állításának bebizonyítása céljából válasszunk egy tetszőleges kis a 
pozitív számot. Akkor, ha {x} jelöli a legkisebb x-nél nem kisebb egész számot,.

(4. 4) P(v„ > e"<1 +*>) = P{fi{eMi +e )} < n)

és ha [x] jelöli x egész részét, akkor

(4. 5) P(v„ = en^1 — fc) = P (/i[e"0 -e>] — n).

Mivel a Csebisev-egyenlőtlenség szerint

(4.6)

tehát (2. 12) és (2. 13) miatt

(4.7) P ( | | i w - l o g j V | S e l o g J V ) = o ( í ^ y .

(4. 4)-ből, (4. 5)-ből és (4. 7)-ből következik, hogy

(4. 8) P ( Í 4 > e1 + P(J/v„ < e1 - ) = 

Ilyen módon a 
У

(4.9) 2 ( + 
k= 1 

sor s minden pozitív értékére konvergens, amiből a Borel—Cantelli lemma (1. [2])
segítségével szokásos meggondolással következik, hogy 1 valószínűséggel

ki

(4.10) l i m ű v = <?.
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n
Bevezetve a ß„ •= Ívn jelölést, ha к 2 < и < ( к + 1)2, akkor v„ monotonitása miatt

( — Y í — ' ) 2

(4.11) (ße)Kt*l) k ' , 

tehát (4. 10)-ből azonnal következik az 1. tétel állítása. Az 1. tétel állítása nyilván
kimondható a következő' ekvivalens alakban is.

Г . TÉTEL. Ha fiN jelenti egy folytonos sokaságból vett végtelen minta első N 

eleme között a kiemelkedő elemek számát, akkor 1 valószínűséggel fennáll a 

(4.12) l i m - ^ - = l
jv—logA

reláció.

Az Y. tétel speciális esete a nagy számok erős törvénye egy általános alakjának
(1. [3], [4], [5]), mely szerint, ha az pk (k— 1, 2, ...) nemnegatív változók függetlenek,

n
M(pk) = Mk, és D(pk) = Dk, bevezetve továbbá az An = 2 Mk jelölést, teljesülnek a 

k= 1 
következő feltételek:

a) lim A„ — + °° 

és

b) a 2 " f i s o r konvergens,
D2

^ "Л

akkor 1 valószínűséggel fennál, hogy
N

Zlk

(4.13) lim

E tételt az pk — ek változókra alkalmazva, azonnal adódik az Г tétel, figyelembe 

véve, hogy ez esetben AN~logN és D% = — — —2, tehát

D2
n 1 

Ajj A log2 N ' 

vagyis az említett tétel a) és b) feltételei teljesülnek. Megjegyzendő, hogy az 1. tétel
fent adott bizonyításának módszere az említett általános tétel bizonyítására is fel-
használható.

5. A kiemelkedő elemekre vonatkozó centrális határeloszlástétel

E §-ban a következő tételt bizonyítjuk be:

2 . TÉTEL. Jelölje vn egy folytonos eloszlású sokaságból vett végtelen minta n-edik 
kiemelkedő elemét, akkor x minden valós értékére 

X «2
<5. 1) lim p(l0gV"~n^ x] = Ф(х) = - L f e~Ydu.

Ín ) Í2n J 
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Bizonyítás. (4. 2) miatt a 2. tétel állítása ekvivalens a következővel : 

2'. t é t e l . Ha ps jelöli egy folytonos eloszlású sokaságból vett végtelen minta 
első N eleme között a kiemelkedő elemek számát, akkor x minden valós értékére 

(5.2) l i m P( ttv-ifg* < х ) = Ф ( х ) .
лг-+~ \ / l o g N

(5. 2) azonban azonnal következik a centrális határeloszlás-tétel Ljapunoff-féle
alakjából, (1. [2]) ugyanis

PN = «1 + e 2 + — +«лг.
ahol

M(Ek)=j,

tehát

D2(%> = 

m (

1 _ j_

k ~ F 2

3'
£ J_
~k~k2 ,

2 2
\
1

' N 

ZM

k= 1 
' N 

z
k= 1 

= О

/ log /V

6. §. A kiemelkedő elemekre vonatkozó iterált-logaritmus tétel

Fennáll a következő

3 . TÉTEL. Ha v„ jelöli egy folytonos sokaságból vett végtelen minta n-edik kiemel-

kedő elemének a sorszámát, akkor 1 valószínűséggel 

(6.1) lim sup — ^ È Z " ~ П = + 1 .
„->+,» у2« log log и

és

(6.2) l iminf r
l o g V " - " ^ - 1 .

y2n log log -n 

A 3. tétel ugyanis (4. 2) miatt ekvivalens a következővel:

3'. TÉTEL. Ha pN jelöli egy folytonos sokaságból vett végtelen minta első N eleme 

között a kiemelkedőek számát, akkor 1 valószínűséggel 

(6.3) lim sup fty-jogj^ = + ! 
iv-+~ у 2 log N-log log log N
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es

(6.4) ft,-logg =
y2/VloglV-logloglogjy

Mármost a 3' tétel egyszerűen annyit jelent, hogy az ek (£ = 1,2, ...) független vál-

tozókra alkalmazható az iterált logaritmus-tétel, ami abból következik, hogy az ek

változók összességükben korlátosak és pN szórásnégyzete + °°-hez tart (1. [6]).

7. §. Egy véletlen permutáció ciklusai számának eloszlásáról

A pN valószínűségi változó felfogható oly módon is, hogy találomra kiválaszt-

juk az 1,2, ..., N számok egy permutációját, (úgy, hogy minden egyes permutáció

kiválasztásának valószínűsége ugyanakkora, vagyis -^y legyen) és megszámoljuk,

hogy hány olyan szám van e permutációban, amelyet nem eló'z meg a permutációban

nála nagyobb elem (tehát amely nála nagyobb elemmel nem alkot inverziót) és

/íjy-nel jelöljük az ilyen — a továbbiakban kiemelkedó'nek nevezett — elemek szá-

mát. A pN valószínűségi változó eloszlására vonatkozó eredményeink (azaz a (2. 15)

explicit formula, a pN generátorfüggvényének (2. 8) alatti kifejezése, ennek a kép-

letnek a 3 §-ban adott interpretációja és a 2' tétel) egyben egy másik, véletlen permu-

tációkra vonatkozó problémára is választ adnak, mégpedig arra, hogy egy véletlen

permutáció cikluselőállításában szereplő' ciklusok számának mi az eloszlása. Fennáll
ugyanis a következő összefüggés:

4. LEMMA. Jelölje yN az 1,2, ..., N számok egy találomra kiválasztott permutá-
ciója cikluselőállításában szereplő ciklusok számát, és pN az 1, 2, ..., N számok egy 

találomra kiválasztott permutációja kiemelkedő elemeinek a számát, akkor yN és pN

egyforma eloszlásúak, tehát 

(7.1) Р ( у „ = £ ) = P (pN = £) (£ = 1 ,2 N) 

Bizonyítás. Ahhoz, hogy a 4. lemmát bebizonyítsuk, elegendő megadni N elem

permutációi halmazának egy olyan önmagára való kölcsönösen egyértelmű leképe-

zését, amelynél egy £ ciklusból álló П permutációnak egy £ kiemelkedő elemmel

bíró ГГ permutáció felel meg. E leképezést a következőképpen nyerjük: állítsuk elő

a szóban forgó permutációt ciklusok szorzataként; rendezzük el a ciklusokat oly

módon, hogy minden ciklusnak megkeressük a legnagyobb elemét és a ciklusokat

úgy írjuk egymás mellé, hogy a ciklusok legnagyobb elemei növekvő sorozatot

alkossanak. Ezek után egy-egy cikluson belül rendezzük el az elemeket úgy, hogy a 

ciklus felírása az abban szereplő legnagyobb számmal kezdődjék. Most már csak

annyit kell tennünk, hogy a ciklusokat elhatároló zárójeleket elhagyjuk, és az

így kapott számsorozat lesz а П permutációhoz hozzárendelt ГТ permutáció. Pél-

dául, ha N= 9 és П az

5 1 3 2 7 9 8 4 6

permutáció, akkor П ciklusok szorzataként való előállítása a fenti előírások szerint

elrendezve

П = (3) (842157) (96)
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és így ГГ a
3 8 4 2 1 5 7 9 6

permutáció.
Nyilvánvaló, hogy ГГ kiemelkedő' elemeinek száma egyenlő' lesz П ciklusai szá-

mával, hiszen П ciklusai legnagyobb elemei és csak azok lesznek a kiemelkedő'
elemek IY-ben. A leképezés nyilván kölcsönösen egyértelmű, hiszen П-пек ciklusok
szorzataként való felírása egyértelműen meghatározza П-t és a cikluseló'állítás
felírására vonatkozó utasításaink is teljesen egyértelműek.

Ezzel tehát bebizonyítottuk, hogy yN generátorfüggvénye is A,v(x)-szel egyenlő
(1. (2. 8)) továbbá, hogy yN határértékben szintén normális eloszlású log N várható
értékkel és ^log N szórással. A permutációk ciklusszámának eloszlására vonat-
kozó ezen eredmények már régebben is ismertek voltak (1. pl. [7], [8]); a fentiekből
egy újabb bizonyítás adódik ezen eredményekre.

Kézenfekvő feltenni azt a kérdégt, hogy annak megfelelően, hogy pN-et előállí-

tottuk mint N független valószínűségi változó összegét, lehet-e ennek megfelelően

kombinatorikailag interpretálható módon előállítani yN-et is mint független valószí-

nűségi változó összegét úgy, hogy a k-adik az 1 értéket - valószínűséggel, a 0 

értéket 1 - Я valószínűséggel vegye fel. Azt, hogy ez valóban lehetséges, már W.
К

F E L L E R megmutatta (1. [7]).

8. §. Valós számok módosított és közönséges
Engel-féle sorral való előállításáról

E §-ban először a következő tételt bizonyítjuk be.

4. T É T E L . Vegyünk egy végtelen mintát egy folytonos eloszlásét sokaságból és 

legyenek v0 = 1, v1 ; v2 , ..., V„, ... a minta kiemelkedő elemeinek sorszámai. Legyen 

<8-1) « = - + 2 7 TV? Î7— f i — '
V! „Í2 ( v 1 - l ) ( v 2 - l ) . . . ( v „ _ 1 - l ) v „

Akkor az a valószínűségi változó egyenletes eloszláséi a (0, 1) intervallumban. 

A 4. tétel bizonyításához szükségünk lesz a következő segédtételre
5. L E M M A . Legyen x tetszőleges valós szám a (0, 1] balról nyílt, jobbról zárt 

intervallumban, akkor x egyértelműen előállítható az 

1 ~ 1 
(8.2) * = 

ky „=2 (ky — l)(k2 — l) . . . (k„_ 1 — l)k„

alakban, ahol ky,k2, ..., k„ X-nél nagyobb egész számok egy szigorúan növekvő vég-

telen sorozata, amely a következőképpen határozható meg: к у -пек a legkisebb, 

— -nél nagyobb számot választjuk, és ha már ky,k2,..., kN-y meg vannak választva, 

(N = 2,3,...) kN-nek a legkisebb olyan egész számot választjuk, amelyre 

\ N 1 
Ту + Л (ку — l)(k2 — 1) ..Г(к„^у — l)k„ "X-



1 1 8 RF.NYI A.

1. m e g j e g y z é s . A (8. 2) előállítás rokon a valós számok Engel-féle sor 
alakjában való, vagyis

(8.3) . x = 2 ' 
n= 1 <7l<?2 •••4n

alakú előállításával, ahol qx, q2, •••, q„, ••• 1-nél nagyobb egész számok egy nemcsök-
kenő végtelen sorozata: a q„ számokat a következő algoritmus szolgáltatja: q{ a 

legkisebb egész szám, amely —-nél nagyobb, és ha már qy, q2, ..., qN_ t meg vannak

választva (N = 2, 3, ...), ij^-nek a legkisebb olyan egész számot választjuk, amelyre
A, 1 
2 A két eljárás hasonlósága miatt a (8.2) előállítást az x szám

„=2 qxq2 ••• q,I 
módosított Engel-féle sorának nevezzük.

2. m e g j e g y z é s . Ha x racionális szám, akkor x előállítható (8. 2)-höz
hasonló véges sor alakjában is.

Az 5. lemma bizonyítása. Ha a lemma szerinti algoritmust alkalmazzuk, akkor

először is k N > k N - x , ugyanis y + y, * . , = ^ - miatt, ha k N S k N _ l volna, akkor
/С y/C — I )K /С — 1 

k N _ x helyett eggyel kisebb szám is választható lett volna, ami ellentmond az algo-
ritmus szabályainak; másrészt

(8.4)
1 N 1 

x - i r - 2 
í

кл „ Í H * ! - 1 ) ( * 2 - 1 ) . • • ( * „ - I " ! ) * »

és mivel kN>N, tehát a (8. 4) jobb oldala 0-hoz tart, h a i V ^ » , miért is (8. 2) fennáll.

A 4. tétel bizonyítása. Legyen 1 <k2< ... < k N ,

1 N 1 
( 8 > 5 ) = ( к , - \ ) . . . ( k n - , - \ ) k n

és

(8-6) Ь" = а"+(к1-1)..1(ки-1)ки-
—»

Annak valószínűsége, hogy a beleessék az (a N ,b N ] intervallumba, nyilván egyenlő

annak valószínűségével, hogy vy =kx, ..., vN = kN legyen, és így (1. 5) szerint e való-

színűség

( 8 ' 7 ) ( k 1 - i ) . . . ( k 2 d F w r b N ~ a N >

vagyis a keresett valószínűség egyenlő az (aN , bN) intervallum hosszával. Ebből

következik, hogy tetszőleges (a, b] intervallumra

8.8) P ( a < a ^ ó ) = b-a, 
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tekintve, hogy minden intervallum előállítható véges vagy megszámlálhatóan vég-
telen sok idegen (aN, йд,] alakú intervallum egyesítéseként. Ezzel a 4. tételt bebizo-
nyítottuk.

A 4. tétel úgy is interpretálható, hogy ha az x számot a (0, 1] intervallumban
találomra választjuk, egyenletes eloszlás szerint, és a kn számsorozatot x (8. 2) alakú
előállításával definiáljuk, akkor a k„ ( « = 1 , 2 , ...) valószínűségi változókra ugyan-
azok a statisztikus törvényszerűségek érvényesek, mint amelyeket a v„ változókra
az 1., 4., 5. és 6. §-ban bebizonyítottunk, tehát például igaz az, hogy annak a való-
színűsége, hogy а к pozitív egész szám (кш2) előforduljon a kn sorozatban, -j--val

к
n

egyenlő, hogy majdnem minden x számra lim Ук„=е, továbbá, hogy ha En(y)
П-ТОО

10 2 к «
jelöli azon x számok halmazát ( O í x í 1), amelyekre ——= < j , akkor E„(y) 

V«
Lebesgue-mértéke Ф(у)-1юг konvergál, ha и—+°р , s í. t.

E tételek az Engel-féle sorokra vonatkozó megfelelői ismertek; pl. az, hogy
л ,

majdnem minden x-re lim/qn = e, E. BoRELtől [9], míg az hogy a ^ — < у

\n

egyenlőtlenségnek eleget tevő x számok halmazának Lebesgue-mértéke <E(_y)-hoz
konvergál, ha л — P. LÉVYtől származik [10]. E tételek és ezek bizonyos élesíté-
seinek részletes bizonyítása a [10] dolgozatban található meg. Jelen dolgozat mód-
szere csekély módosítása útján az említett közönséges Engel-féle sorokra vonatkozó,
BoRELtől és LÉVYtől származó, továbbá ERDŐS P Á L , SZÜSZ PÉTER és a szerző által
talált tételekre új és az eddig ismerteknél lényegesen egyszerűbb bizonyításokat
találhatunk.

Jelölje ugyanis ek(x) azt, hogy а к szám hányszor fordul elő az x valós szám

közönséges Engel-féle sorának nevezői között, tehát a (8. 3) által definiált q„ = q„(x) 

(« = 1, 2, ...) számsorozatban. Könnyen belátható, hogy ha x a (0, 1] intervallumban

egyenletes eloszlású valószínűségi változó, akkor

(8.9) P( £ , (x) = r) = ^ (т = 0 ,1 ,2 , . . .)

(1. [10] 1. tétel). Azt is egyszerűen beláthatjuk továbbá, hogy az %(x) valószínűségi
változók (5 = 1, 2, 3, ...) függetlenek. Ugyanis annak a valószínűsége, hogy qk(x) = 

= (7i, <7г(*) = <72> •••> яЛ
х
) = с!п legyen (ahol most qt,q2, •••, qn pozitív egész számok

egy rögzített nemcsökkenő sorozata), nyilvánvalóan

(8.10) 1

q^qг • • • ? „ ( ? „ - 0

és így annak a valószínűsége, hogy a q„(x) (« = 1, 2, ...) sorozatban a 2 szám r2-

ször, a 3 szám r3-szor, ..., а к szám (pontosan) r^-szor forduljon elő,

(8.11) P ( s 2 = r2,...,sk = rk):
1 1

^ З " ... КГЬ(К-\) 2R*3R*... (К-1У"->КГК+1(К-1) '
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és így

(8.12) P (e 2 = r 2 , . . . , s k = rk) = 
1=2

1
 1 = 2' 

tehát (8. 9)-re való tekintettel

(8.13) P (e 2 = r 2 Б, = rk) = П P(e, = r f
1 = 2 

amibó'I az e2, ...,Ek változók függetlensége már leolvasható.
Legyen

(8.14) M * ) = 2 £*(*).
K= I 

vagyis jelölje pN(x) azt, hogy a q f x ) , q2(x), ... sorozatnak hány TV-nél nem nagyobb
tagja van. Akkor nyilván fennáll a 

(8.15) P(pN(x)^n) = P(qtl(x)^N)

azonosság és ennek segítségével belátható, hogy

(8.16)

ekvivalens azzal, hogy

(8.17)

Az, hogy (8. 17) majdnem minden x-re fennáll, ugyanúgy következik a nagy számok
törvényének a 4. §-ban említett általános alakjából, mint az Г tétel. Hasonlóképpen

látható be a q„(x)~re vonatkozó centrális határeloszlástétel és iterált logaritmustétel

(1. [11]) is. így tehát a megfigyeléssorozatok kiemelkedő' elemeire vonatkozó vizs-

gálataink meglepő módon az Engel-féle sorok elméletének lényeges egyszerűsítésé-

hez is elvezettek.

Befejezésül még csak egy megjegyzést kívánunk tenni. Jelölje qn(x) (n = 1 ,2 , .. .)

az x szám közönséges Engel-féle sorának nevezőit és jelölje /c,f a nagyság szerint

л-edik pozitív egész számot a qn(x) számsorozatban, vagyis a q„(x) számsorozatból

töröljük az ismétléseket, tehát minden előforduló számot csak egyszer tar tsunk

meg; akkor a kj, számsorozat pontosan ugyanazokkal a statisztikai tulajdonságokkal

rendelkezik, mint a módosítot t Engel-féle sorok kn nevezői, illetve mint a folytonos

sokaságból vett végtelen minta kiemelkedő elemeinek v„ indexei. így tehát a kiemel-

kedő mintaelemek elmélete a közönséges Engel-féle sorokkal is közvetlen kapcso-

la tban áll.

lim \ q„(x) = e 
П-* + °o

lim
jv_,+=JogíV
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