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Uber die konvexe tIiille yon n zuf~illig gew~ihlten Punkten 

Von 

A. R~NYI und R. SULANKE 

Einleitung 

Seien P~ (i ~ 1, 2 . . . .  , n) n nach einer gewissen Verteilung zufiillig gewi~hlte 
Punkte der Ebene, und bezeichne Hn die konvexe ttfille dieser Punkte,  die ja 
bekanntlich ein konvexes Polygon ist. Die Anzahl Xn der Seiten yon Hn ist dann 
eine Zufallsver~nderliche, deren Verhalten ffir n -~ c~ bei verschiedenen Voraus- 
setzungen fiber die Verteilung der Punkte Pi in dieser Arbeit untersucht werden 
soll. Dabei wird durchweg angenommen, dab die Punkte PI unabh~ngig von- 
einander sind und dieselbe Verteriung haben. Durch En ----- E (Xn) bezeichnen wir 
die mathematische Erwartung yon Xn. 

In  w 1 betrachten wir den Fall, dab die Pi (i ~ 1 . . . . .  n) in einem konvexen 
Polygon K mit  r Ecken gleichverteilt sind. Es wird gezeigt, dab En = (2 r/3) 
(log n -~ C) -~ 5" ~- o (1) grit; hierbei bezeichnet C die Eulersche Konstan~e. Die 
Gr6Be T = T (K) hi~ngt dabei yore Bereich K ab. In  w 2 beweisen wir den ele- 
mentargeometrischen Satz, dab T(K) ffir die dem regul~ren r-Eck affin iiqui- 
valenten Polygone und nut  ffir diese maximal wird. In  w 3 wird das ~symptotische 
Verhalten yon En untersucht, wenn die Punkte  Pi in einem konvexen Bereich 
mit  glat tem Rand gleichverteflt sind. Es zeigt sich, dab En die Gr6Benordnung~n 

hat. In  w 4 schlieBlich beweisen wir, dab sich En wie Wlog n verh~tlt, wenn die 
Punkte Pi normal verterit sind. 

w 1. Zuf~illige Punkte in einem konvexen Polygon 

Sei K ein konvexes Polygon mit  den Eckpunkten A1, A2 . . . . .  Ar und den 
entsprechenden Winkeln 81, 82 . . . . .  8r. Bezeichne a~ die LSnge der Seite AkA~+I 
(]c ~ l, ... , r; Ar+l ---- A1). Ferner bezeichne F den Fi~cheninhalt yon K. 

Sei e,j = 1, wenn i . j  ist und die Strecke PIP1 zur Begrenzung yon Hn ge- 
h6rt, und eij = 0 sonst. Dann gilt offenbar 

Xn = ~ siS. (1) 
l ~ _ i ~ ] ~ n  

Die Wahrscheinlichkeit 
Wn = P ( ~ i  = 1) (2) 

ist ffir alle Zahlenpaare (i, j) mit 1 ~ i ~ j g n dieselbe, und es gilt 

E n ~ - - E ( X n ) ~ ( 2  ) Wn. (3) 

Um das asymptotische Verhalten yon En zu bestimmen genfigt es also, die Wahr- 
scheinlichkeit Wn zu berechnen. Es is~ nun Wn die Wahrscheinlichkeit daffir, dab 
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alle Punkte  P h  (h -~ 3, 4 . . . .  , n) auf derselben Seite der Geraden durch P1 und 
P2 liegen. Bezeiehnen wir durch F :  ~ F/2 und F --  F1 die FlKeheninhalte der 
Teile yon K, in die K dureh die Gerade P :  P2 zerlegt wird, so gilt 

1 d - ( ~ ) n - 2 l d P : d P 2 .  (4) 

0ffenbar ist wegen F:/F ~ 1/2 

1 ( F : ) n - 2 p . _  1 

und somit* 

Bezeiehne nun /i den Flgcheninhalt des Dreieeks A~-IA~Ai+I (Ar+i----Aj), 
und sei / --~ rain/I. 0ffenbar kSnnen wir uns bei der Untersuchung des asympto- 

l<=i<=r 
tisehen Verhaltens yon En auf solehe Punktepaare P1, P2 besehr~nken, ffir die 
die Gerade P :  P2 entweder zwei benachbarte Seiten oder aber zwei dureh eine 
andere Seite yon K getrennte Seiten yon K trifft. Ffir alle anderen Geraden gilt 
n~mlieh 1 --  F:/F ~= 1 -- ]/F. Daher kSnnen wir den entspreehenden Anteil des 
Integrals auf der reehten Seite yon (5) vernaehl~ssigen, und es gilt 

wobei 

und 

1 

C~ 

(6) 

(7) 

An 
* ~ beze ichne t  , , a sympto t i sch  gleich",  d. h. A n  ~ Bn  bedeu te t ,  daBn_~+c~lim B~n ~ 1 ist. 

(1 (8) 
D~ 

I-Iier bedeutet C~ die Menge der Punktepaare P : ,  P2, fiir die die Gerade P :  P2 
die Seiten AI-:A~ und AIA~+I yon K trifft, und Di die Menge der Punktepaare, 
fiir die die Gerade PIP2 die Seiten Al-:Ai  und Ai+:Al+2 yon K trifft. 

Wir untersuchen zuerst das Integral It. Bezeiehne Gab die Menge der Punkte- 
paare P : ,  P2, ftir die ] Ai Q1 [ < a und I A~ Q~ I < b gilt; hierbei bezeiehnet Q1 
den Schnittpunkt der Geraden P1 P2 mit der Seite At-:A~ und Q2 ihren Sehnitt- 
punkt  mit der Seite A~AI+:, ferner bedeutet [AB[ die Lange der Streeke AB. 
Durch eine elementare Reehnung ergibt sich 

a 2 b 2 sin ~ ~ 
gPldP~ -- 12 (9) 

G~b 

Der Fl~eheninhalt des yon der Geraden P1 P2 abgeschnittenen Dreiecks Q1 A,  Q2 
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ist gleich 1/2 a b sin ~ .  Somit erhalten wir 

It ----~2-~f~ ( 1 0  o absinOi,n-2 . ) slnz Oi ~-ab dadb, 

wo a~ die L/inge der Seite A~Ai+~ bedeutet. 

Durch die Transformation 

(lO) 

/ s i n  ~ (11) 1 /  sin O~ 
X = a  2--E-- ' Y = b  2 F 

ergibt sich 4 F 2 x~ y~ 
I i - -  3 ] f ( 1 - - i Y ) n - ~ X Y d X d Y ,  (12) 

0 0 

wobei 
V f f  sinO~ sinv~i Yi = af V 2 F ' X i  ~ ai-1 2-~F-- ' 

a l s o  
@i = Xi Yi ---- a~-i at sin #~ fi 

2/~ - -  F < 1 (13) 
gilt. Nun ist 
X~Y~ X~ Yi X i Y i  
.f S(1 _ x r ) n - 2  x Y  g r  = y f (1 - i y)n- di - ] (1  - x y ) n - l d i  g r .  
O 0  O 0  O 0  

Welter gilt 
X~Y~ Xi  
] ] ( 1 - - x y ) n - l d X d Y = ]  1 - ( 1 - X Y d  n d X =  

nX  
O0 0 

n (1 -- Oi) ~ 

- 1 - E  k 1 + ~ - + . . . +  n ~=1 

Somit erhalten wir 

I~ = 2- + ~ + " "  + ~ k =1 k (1 -- Od ~ (14) 
n(n--  1) n(n--  1) -[- n ~ " 

Setzen wir 
oo 

S ~ = ~  (1-~i )  ~ __log__l ,  (15) 
k=l @i 

so ergibt sich schlieftlich 

En = (C -- 1 @ log n)r  -- Z S ~  @ o (1) + -- J l ,  (16) 
i=I'= i=i 

wobei C die Eulersche Konstante bedeutet. 
Nun berechnen wir das Integral Ji. Wir verl~ngern die Seiten Ai-IA~ und 

Ai+IA~+2 bis zu ihrem Schnittpunkt A* ; der FM1, daft diese Seiten p~r~llel sind, 
ls sich s behandeln. Sei wieder QI der Schnittpunkt der Geraden P1 P2 
mit der Seite AI-1A~ und Q2 der Schnittpunkt mit der Seite A~+IA~+2 und sei 
a ' = I A ,  A * I ,  b ' = i A i + l A * l ,  a = i A i Q l l ,  b = l A i + l Q s l ;  Gab sei wie oben 
definiert. Wir erhalten aus (9) 

f dP~ dPe  -- sin2 y* 12 (a2 + 2aa')  (b e @ 2bb') ,  (17) 
Gab 
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wobei ~l den Winkel bei A* bedeutet. Somit ist 

j ~ ( l  (ab~-a 'b~-ab')s iny~)n-2sinUyi  
D~ 2 F 3 

und dieses Integral ist asymptotiseh gleich 

j~ ~ S ( I  __ (a'b + a b ' ) s i n y i ) n - 2  sin2~ a,b, dadb 
1)~ 2 JF 3 " 

Fiihren wir die Transformation 

F 
a---~ b'siny~ X,  

aus, so folgt 

wobei 

F 
b - - - - Y  a' sin y~ 

t i 
a i - 1  a i + l  

J~ ~ -~- 1 2 d X  d Y 

4Fe (1 _ ~ ) n _  (1 a~+~n (1 
- -3n(n- -1 )  ( 1 - -  - - ~ - )  ~- 

- -  (a ~- a') (b -~ b') dadb (18) 

(19) 

2 

, ai b' sin Yi , ai+2 a' sin Yi 
a i - 1 - -  F ' a i§  - -  2' 

gesetzt ist. Somit ergibt sieh 

2r 2 ~ S i  § o(1) En = ~ (log n ~- C) -- -~ 

Fassen wit das Bewiesene in dem folgenden Satz zusammen: 

Satz 1. Sei K ein konvexes Polygon mit  r Seiten. Die mathematische Erwartung 
En der Anzahl  der Seiten der konvexen Hi~lle Hn von n in K zu/iillig gewighlten 
Punk ten  ist gleich 

2r 2 ~1 f~ 
En -~ ~ -  (logn ~- C) • ~ log 7 7 -  ~- o(1). (20) 

Hierbei bedeutet F den Fl~icheninhalt von K und /i den Fl~icheninhalt des yon den 
Ecken A i -1 ,  A i ,  Ai+l von K gebildeten Dreieclcs. 

Ist  z.B. K ein Dreieek, so grit/1 ----/2 : ]a ~ F u n d  es folgt 

En : 2(log n ~- C) -~ o(1). (21) 

Die Formel ffir En hgngt also nicht yon der Form des Dreiecks ab. ]:)as ist ver- 
stgndlich; denn En mug offenbar gegeniiber affinen Transformationen invariant 
sein. In w 2 werden wir zeigen, dab die in (20) auftretende, yon der Gestalt yon K 
abh~ngende Konstante 

/ / f l  (22) 
Z ( K )  i=~ 

- -  F r  

ffir ein regul~res r-Eck (und die zu ihm affin i~quivalenten Polygone) maximal wird. 
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w 2. ]]in Extremalproblem fiir konvexe Polygone 

Bevor wir zu weiteren asymptotischen Absch/itzungen ffir En unter anderen 
Voraussetzungen fiber die Verteilung der Punkte  P/fibergehen, beweisen wir den 
folgenden 

Satz 2. Sei K ein konvexes Polygon mit r Seiten. Dann gilt mit den Bezeichnungen 
des vorigen ~: Die Funktion 

1 r 
Z (K) = ~7- ~-[ 1/ (23) 

/ = 1  

/st maximal genau dann, wenn K dutch eine a]fine Trans]ormation in das reguliire 
r-Eck iiberge/i~hrt werden kann. 

Sei a / =  A/-lZ~/, wobei Ar+/= A/ gesetzt werde. Dann gilt 

1 r-2 
l ~1  [al -~ n2 @ "" @ hi, a/+l] ,  (24) h = ~- In/, a/+l], F = 21= 

wobei [a, b] die Determinante der Vektoren a, b bedeutet. Die Funktion Z (K) / s t  
nun eine Funktion der r Vektoren a~ (i = 1 . . . . .  r), die der SehlieBungsbedingung 

= 0 ( 2 5 )  

/ = 1  

genfigen. Wir denken uns jetzt die Eekpunkte Ai yon K genfigend kleinen Ver- 
sehiebungen unterworfen, die stetig differenzierbar yon einem Parameter  t ab- 
h~ngen m6gen. Da das Ausgangspolygon K, das dem Parameterwert  t = 0 ent- 
spreehen m6ge, ein konvexes r -Eek/s t ,  sind dann aueh die durch genfigend kleine 
Variation yon t entstehenden Polygone konvexe r-Ecke. Die Funktion Z muB, 
betraehtet  als Funktion yon t, an der Stelle t = 0 ein Maximum haben, wenn K 
ein max/males Polygon/st .  Als notwendige Bedingung daft/r, dab K maximal / s t ,  
erhalten wir dureh eine elementare l~eehnung: 

�9 
- ([a~, a/+l] + [a/, a~+l]) - 

i = l  f i  
r-2 (26) 

- r ~ ( [ ~ l  + " "  + ~,ai+l] + [ a l  + " "  + a/, ~ + 1 ] ) = 0 .  
i = 1  

Hierbei wurde 

�9 d t=o (lt = ~ /  fii 

gesetzt. Die ~/sind be]iebige Vektoren, die nur der aus (25) folgenden SchlieBungs- 
bedingung 

5~ = 0 (27) 
/ = 1  

zu gentigen haben. Setzen wir nun naeheinander 

d3'=-b, a i + l = - - b ,  f i /=O  ffir i # j ,  j @ l ,  (28) 

wobei b ein zun/~chst noch willkfirlieher Vektor/st ,  so/s t  die SehlieBungsbedingung 
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offenbar erfiillt und  wir erhalten fiir j = 1 , . . .  , r 

F { [aj-l,I)] [6, a,+2] 1 } 
r f j -1  .fJ+l -1- ~ -  [~)' CIj -~- aJ+l]  = [~, tIj -~- a j+ l ]  �9 

Wghlen wir nun  speziell b = aj, so folgt 

F / 4 [aj, aj+2] 
r .fj+l / 

und fiir 5 = --  aj+, ergibt sieh 

F [ [aj-1, aj+l] 
7- / 4 fr 

= 2 h  

= 2 h .  

Der Vergleich dieser Forme]n liefert 

fj+l [aj-1 aj+l]. [a j ,  aj+~] = ~ , 

Wir sehreiben jetzt  (31) in der Gestalt  

2 ( 2 - - ~ ) -  [(Ii-1, {I,+1]f~_1 
und erhal ten durch wiederholte Anwendung von (32) 

2(2--@Z)-- fi [al aa] 
A - f 2  ' 

odor 
2 

/ J  = r [ a l ,  a s ]  " 

2' + 2 f l . f2  

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

Fiir r = 3 ist unsere Ext remalaufgabe  trivial. I m  F a l l e r  ~ 4 ergibt sieh zu- 
n g c h s t / s  = ]4 . . . . .  jr. Du tch  eine zyklisehe Vertauschung der Numerierung 
der Eckpunk te  von  K folgt unmi t te lbar  

/1 = h . . . . .  / r  (34) 

und  naeh (32) erhalten wir auBerdem 

[ai, a~+2] = [al ,  aa] = ~ (i = 1, 2 . . . . .  r) ,  (35) 

wobei b eine gewisse Kons tan te  ist. 
B o m e r k u n g .  I m  Fall b = [at, a/+2] = 0 ist f l - - - -2Fi r .  Also ist stets al+2 

parallel zu ai. Das ist nur  mSglich, wenn r = 4 und  K ein Paral le logramm ist. 
Wir  kehren nun  zum allgemeinen Fall  zuriick. Dureh eine affine Transforma- 

t ion k6nnen wir stets erreiehen, dab /I = 1/2, d. h. 

[a~, ai+l] = 1 (36) 
gilt. Aus (33) s dann  sofort 

F - -  r und  daher b < 2.  (37) 
2 (2 -- b) 

Da  die Vektoren at-2 und  a~-z linear unabhgngig  sind, folgt aus dem Ansatz 
a~ = ~ ai-2 + fl at-1 unter  Beaehtung  von  (35) und  (36) die Rekursion 

a~ = - -  a~-2 + b a~-l. (38) 
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Wir haben also gezeigt, dab die Seitenvektoren a/ eines maximalen konvexen 
r-Ecks notwendig eine Rekursion der Gestalt (38) erffillen mfissen. Der Beweis 
wird jetzt zu Ende geffihrt, indem wit zeigen, dab sich in diesem Fall eine eukli- 
dische Metrik in der affinen Ebene definieren l/iBt, bezfiglich der das Polygon K 
ger~de als regul/s r-Eck erscheint. 

Zun/ichst bemerken wir, dab stets 

- -  1 < b < 2 (39)  

gelten muB. W~r.e n~mlich b ~ - -  1, so wfirde die Seite aa die Seite al durch- 
dringen, was der Konvexit/~t yon K widerspricht. Die obere Absch/itzung b ~ 2 
ist schon bewiesen ((37)). 

Die euklidische Metrik ist eindeutig bestimmt, wenn wir die Skalarprodukte 
der Vektoren al,  a2 festlegen, die wir als Basisvektoren betrachten. Diese Skalar- 
produkte definieren wir durch 

2 b 
a~ = a~ - V ~ - V '  a~ a2 - V ~ -  b~ (40) 

Offenbar gilt 

[[/1, a2] 2 = a2 [~1 a2 [ ala~ a~ ] = l "  

Daher ist die so definierte Metrik positiv definit, d .h .  euklidiseh. Durch roll- 
sti~ndige Indnkt ion beweist man nun leicht unter Benutzung der Rekursion (38), 
dab fiir alle j 

2 b 
a 7 - -  a3" aj+~ --  [aj, aj+~] = 1 V 4~-- b~ ' I /~-- V ' 

gelten muB. Hieraus folgt, dab alle Seiten unseres r-Ecks K dieselbe Li~nge haben 
und dab sich zwei aufeinander folgende Seiten unter demselben Winkel schneiden. 
Also muB das r-Eck bezfiglich dieser Metrik regul/~r sein. 

I-Iiermit ist die Eindeutigkeit des maximalen Polygons bewiesen. Die Existenz 
ergibt sich dutch  eine einfache Folgerung aus der Beschr/s yon Z (K) sowie 
der Stetigkeit yon F u n d  Z. Also ist Satz 2 vollstgndig bewiesen. 

w 3. Zuf~illige Punkte in einem konvexen Bereich mit glattem Rand 

Sei jetzt K ein konvexer Bereich, dessert Rand eine Krfimmung besitzt, die 
als Funktion der Bogenl/s stetig ist. Mit den Bezeichnungen der vorigen Para- 
graphen haben wir wieder 

Naeh einem bekannten Satz der Integralgeometrie (vgl. BLASC~E [1], S. 17, (86)) 
kann die Diehte fiir Punktepaare folgendermagen umgeformt werden: 

dP1 dP2 = It1 - -  t21 d h  dt2 dqJ d p ,  (41) 

wobei p den Abstand der Geraden P1 P2 vom Koordinatenursprung, ~ den Winkel 
dieser Geraden mit  einer ~ullriehtung und t l ,  t2 die Parameterwerte der Bogen- 

Z. Wahrscheinlichkeitsbheorie, Bd. 2 6 
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l~nge der Punkte P1, P2 auf der Geraden P1 P2 bedeutet. Bezeichne / den Fliichen- 
inhalt des durch die Gerade P I P 2  yon K abgeschnittenen Teils. Dann gilt 

(~2) 2 n f p (~o) 
E n : - - !  I~ ~ (1--f)n-2(ff]tl--t2]dtldt2)dp}dq~. (42) 

Durch l(p, of) bezeichnen wir die L~nge der Sehne, in der die Gerade mit den 
Koordinaten p, ~ den Bereich K trifft. Es gilt 

flit1 - -  t21 dtldt~ la(p,q~) (43) 
- -  3 

Somit erhalten wir 

En:~fi~o {i)~)(1--f)n-21a(p,q~)dp}d~. (44) 

Bei der Berechnung des ~symptotischen Wertes yon En kann man sich offenbar 
auf solehe Wertepaare p, ~ beschri~nken, ffir d i e / / F  < e gilt; denn die anderen 
Wertepaare geben nur ein Restglied der Ordnung n 2 ( 1 -  s) n ~ o(1). Wir be- 
trachten nun einen festen Weft  yon ~. Es sei P (~o) der Punkt,  in dem die Tangente 
yon K die Richtung ~ hat. Bei der Berechnung yon En kann man / und l dutch 
die entsprechenden Gr6Ben f u n d  l des Schmiegkreises im Pnnkte P (~) ersetzen, 
wie aus den folgenden Abseh~tzungen hervorgeht. Sei ~ der zur Sehne i geh6rende 
Zentriwinkel und r (~) der Radius des Schmiegkreises im Punkte P (~0). Dann gilt 

i -~ 2 r (~0) sin ~/2 und f ~-- ~ (5 -- sin ~) r 2 (~), 
ferner 

Schliei~lich ist 
]dp] = ~r(~)sin~/2 IdsI. 

Somit ergibt sich 
1 -- i = o(~2) und [ - -  f = O (54). 

En (~) 2~ :(~) 12F~ 

Durch die Substitution 

~3r2 )n-2  
12F2 Jr 0(53) (54 H- o (~5)) dsd~. 

~3r2 X 
- r 

12F n 

(45) 

(46) 

(47) 

(4s) 

(49) 

erhalten wir 

~ ) (  ~r2 )n-2 
S (9)) = 1 12 F ~- 0 (53) (54 -~ 0 (55)) d s ,  (50) 

0 

Somit gilt 

V 3 F  o 

]3ezeichnet nun s die Bogenliinge auf dem 1%and yon K, so erhalten wir unter 
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Beachtung yon dqJ/ds = 1/r den folgenden Satz: 

Satz 3. Is t  K ein ]convexer Bereich, dessen Rand]curve L die stetige Kr i immung 
• ~ ~ (s) besitzt, so gilt 

Das in (52) auftretende Integral ~1/3 ds ist gerade die i~quiaffine L~nge der 
L 

Kurve L. Man erkennt leicht, dal~ der Faktor  yon ~ n  sogar affin invariant ist. 
Ans der affmen isoperimetrischen Eigenschaft der Ellipsen (BLASCI~-RnID~- 
MEISTER) folgt unmittelbar, da~ dieser Faktor  ffir die Ellipsen und nur fiir die 
Ellipsen maximal ist. 

w 4. Normal verteilte zuffillige Punkte 

In diesem Paragraphen beweisen wir den folgenden Satz : 

Satz 4. Die Punkte  Pi  (i ---- 1, 2 . . . . .  n) seien unabhiingig voneinander und nach 
derselben Normalverteilung in der Ebene gewiihlt. Dann  gilt 

En  ~ 2 V 2 ~ l ~ g n .  (53) 

Beweis. Da En offenbar gegenfiber affinen Transformationen der Ebene in- 
variant ist, k6nnen wir annehmen, dab die Dichtefunktion unserer Normalvertei- 

x 2 + y  ~- 

lung die Gestalt 2~ - e 2 hat. Wie schon in den vorigen Paragraphen gilt 

wobei Wn die Wahrseheinliehkeit daftir ist, dab alle Punkte Pa, . - . ,  Pn auf der- 
selben Seite der Geraden P1 P2 liegen. Wegen der integralgeometrisehen Formel 

dP1 dP2 = dp d~ [ tl -- 121 dtl dt~ 

und wegen der Kreissymmetrie der Normalverteflung erhalten wir 

2 _p2_ l j  + t~ 
1 

W n = _ ~ f f f ( g ( p ) n _ 2 + ( l _ _ g ( p ) ) n _ 2 ) [ t l _ _ t 2 ] e  2 d t ld t2dp ,  (54) 

wobei 
x~ + y2 

g(p)  : f f e d x d y - - - - 1 - -  ~ ( p )  (55) 
2 z  

- - c o  1 ~ 

gesetzt wurde und 
U S 

1 ~ - ~  
r  V"2~-r e du (56) 

gilt. 
Durch die Transformation 

tl -- t2 tl -~ t2 0 (tz, t2) 
u :  V2 ' v - -  V2 ' a(u,v) : 1  (57) 

6* 
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e rha l ten  wir  

Also gil t  

1 _ t ~ + t ~  2 

SSIt  - _ ( s s )  

2 ~ [(i~n_2(p) @ (l  - -  ~(p))n-2]e-P~dp Wn = - ~  o 

und  d~ offenbar  1 - -  q)(p)  ~ 1/2 fiir p ~ 0 ist,  folg~ 

N u n  is t  fiir p > 1 

wobei  0 < 0 p <  1 gi l t  
s t i t u t ion  

p = ]/2 log n - -  log (2 log n) @ 

erh/il t  m a n  sehlieBlich naeh  einigem Reehnen  

4 1/2 ~log n 
W s t  ~ n2 

(59) 

(60) 

2 
q)(p)  = 1 - -  e (61) 

(A. R ~ Y I ,  [3], S. 136, Aufgabe  18). D u t c h  die Sub- 

Also is t  

was zu beweisen war.  
En ~ 2 ]/2 zv log n ,  

- log V ~  

V21;g 
(62) 
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