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Uber die konvexe Hiille von r zufiillig gewihlten Punkten
Von

A. REnvi und R. SULANKE

Einleitung

Seien P; (¢ =1, 2, ..., n) n nach einer gewissen Verteilung zufillig gewshlte
Punkte der Ebene, und bezeichne H, die konvexe Hiille dieser Punkte, die ja
bekanntlich ein konvexes Polygon ist. Die Anzahl X, der Seiten von H,, ist dann
eine Zufallsverinderliche, deren Verhalten fiir n — oo bei verschiedenen Voraus-
setzungen iiber die Verteilung der Punkte P; in dieser Arbeit untersucht werden
soll. Dabei wird durchweg angenommen, daf3 die Punkte P; unabhingig von-
einander sind und dieselbe Verteilung haben. Durch £, = E(X,) bezeichnen wir
die mathematische Erwartung von X,,.

In § 1 betrachten wir den Fall, dal die P; (¢ =1, ..., #) in einem konvexen
Polygon K mit r Ecken gleichverteilt sind. Es wird gezeigt, daBl B, = (27/3)
(logn 4+ C) + T + o(1) gilt; hierbei bezeichnet ¢ die Eulersche Konstante. Die
GroBe T = T(K) hingt dabei vom Bereich K ab. In § 2 beweisen wir den ele-
mentargeometrischen Satz, dall 7' (K) fiir die dem reguliren r-Fck affin dqui-
valenten Polygone und nur fiir diese maximal wird. In § 3 wird das asymptotische
Verhalten von K, untersucht, wenn die Punkte P; in einem konvexen Bereich
mit glattem Rand gleichverteilt sind. Es zeigt sich, daf £, die GroBenordnung i/%
hat. In §4 schlieBlich beweisen wir, daf sich B, wie |/logn verhilt, wenn die
Punkte P; normal verteilt sind.

§ 1. Zufillige Punkte in einem konvexen Polygon

Sei K ein konvexes Polygon mit den Eckpunkten A4y, 4g, ..., 4, und den
entsprechenden Winkeln &, 9o, ... , 9. Bezeichne a; die Linge der Seite Az Ayi1
(k=1,...,7; Ary1 = A1). Ferner bezeichne F den Flicheninhalt von K.

Sei ¢;; = 1, wenn ¢ +j ist und die Strecke P;P; zur Begrenzung von H, ge-
hort, und g; = 0 sonst. Dann gilt offenbar

Xo=Tey. )
1=i<j=n
Die Wahrscheinlichkeit
Wp=Pey=1) 2)

ist fiir alle Zahlenpaare (4, j) mit 1 =< ¢ < j < n dieselbe, und es gilt

By = B (X =5 W )

Um das asymptotische Verhalten von Z, zu bestimmen gentigt es also, die Wahr-
scheinlichkeit W, zu berechnen. Es ist nun W, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
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alle Punkte Pj, (b = 3,4, ..., n) auf derselben Seite der Geraden durch P; und
Py liegen. Bezeichnen wir durch F; < F[2 und F — F; die Flicheninhalte der
Teile von K, in die K durch die Gerade P1 Pz zerlegt wird, so gilt

1 Fi\n-2 Fi\n—2
om0 3
KK

Offenbar ist wegen F1/F <1/2

1 Fi\n-2 1
7 [ J(F) apar s 5,

dP1dP;. )

und somit*

F -2

gw) [ [(1=F) " aPiap,. (5)
KK

Bezeichne nun f; den Flicheninhalt des Dreiecks A;14; A1 (Arry = 4y),

und sei f = min f;. Offenbar kénnen wir uns bei der Untersuchung des asympto-
1=i<r

tischen Verhaltens von E, auf solche Punktepaare P;, Py beschrinken, fir die
die Gerade P,Ps entweder zwei benachbarte Seiten oder aber zwei durch eine
andere Seite von K getrennte Seiten von K trifft. Fiir alle anderen Geraden gilt
némlich 1 — F1/F <1 — f/F. Daher konnen wir den entsprechenden Anteil des
Integrals auf der rechten Seite von (5) vernachléssigen, und es gilt

b B[S ) 0

wobei
L=[(1—3)" " arar, 7
C;
und
Ji=| (1 — ﬂ)" 2 4P, dP;. (8)
Dy

Hier bedeutet C; die Menge der Punktepaare Py, Ps, fiir die die Gerade P; P»
die Seiten 4; 1.4; und A; A;+4 von K trifft, und D; die Menge der Punktepaare,
fir die die Gerade Pj Pj die Seiten A;1.4; und 4414442 von K trifft.

Wir untersuchen zuerst das Integral I;. Bezeichne Gyp die Menge der Punkte-
paare Py, Ps, fiir die |4; Q1| < a und | 4; Q2| < b gilt; hierbei bezeichnet ¢
den Schnittpunkt der Geraden Py Pp mit der Seite 4;-1.4; und @ ihren Schnitt-
punkt mit der Seite 4; A1, ferner bedeutet [AB [ die Linge der Strecke A4B.
Durch eine elementare Rechnung ergibt sich
a2b2sin? &;

[ apap, = ZESE0 ©)

Gap
Der Flicheninhalt des von der Geraden P; P abgeschnittenen Dreiecks @14 ; Qo

Ay
* ~ bezeichnet ,,asymptotisch gleich*, d.h. A, ~ By bedeutet, dafl lim —— =1 ist.

w»+m'B”
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ist gleich 1/2 ab sin #;. Somit erhalten wir

@il G; bsind; \n—2 . b
h=J ] (1_ absind ) sin? ;% dadb, (10)

wo a; die Linge der Seite A;4;.1 bedeutet.

Durch die Transformation

sin &; sin 9
T I S an

ergibt sich

a2 T
_—3—f f 1—-XY)»2XYdXdY, (12)
00
wobei <h B
8in v S vy
Xi=a7:——1‘|/ 2F ° Yi:a’i]/Wy
also &
=X ¥ = MR S (13)

gilt. Nun ist

X:Y; XY
H (1—XY)»2XYdXdY = H (1 — X Yy-2dXd¥ —J 0 —-xym14xdY.
00

Weiter gilt
D
1 nX

o

— XY)1dXdY = J‘Md}(:
0 0

RTINS S ¢ S i
1+?+ +7[_k>:‘1_—_——

. k
- n
Somit erhalten wir
11 R ()
PO S R S S Y (St (14)
F= 73 n(n—1) n(n —1) n?
Setzen wir
Si=S> O—ef 10 1 15
(2 kzl k Og 0i ( )
so ergibt sich schlieBlich
2 2 < (Z) 4
En:§(0_1‘I‘log")’"—igl‘si_,_o(l)_!_ﬁglJi’ (16)

wobei C die Eulersche Konstante bedeutet.

Nun berechnen wir das Integral J;. Wir verlingern die Seiten 4;_;.4; und
Aiy1 Asa bis zu threm Schnittpunkt 4F; der Fall, daf diese Seiten parallel sind,
148t sich dhnlich behandeln. Sei wieder @1 der Schnittpunkt der Geraden P; Ps
mit der Seite 4;-14; und Qg der Schnittpunkt mit der Seite A;11 4549 und sei

=|4; 47, ¥ =141 AF|, a=]4:Q1], b =|4i+1Qz2]; Gap sei wie oben
definiert. Wir erhalten aus (9)

[dP1dPy = Si’fzw (@ + 2aa’) (b2 4 2bD'), (17)
Gab
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wobei y; den Winkel bei 4;" bedeutet. Somit ist

J; = f(l (@bt a’b+ab)siny; )n—z sin? yy (@+a') (b +b') dadb (18)

D 2F 3

und dieses Integral ist asymptotisch gleich

R ) dadb. (19)
D; 3

Fihren wir die Transformation

aus, so folgt

3 2
4 £ a;—l n a’e{+l n a§—1+ “z{+1 n
e L LR ) e (e R R e T
wobei
, ;b siny; ’ G20 SN Vs
Gy = "—"F " G ="TF

gesetzt ist. Somit ergibt sich
2r 2 <
E”:T (log n + O) -5 ZSi-l—O(l)-
i=1

Fassen wir das Bewiesene in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 1. Sei K ein konvexes Polygon mit r Seiten. Die mathematische Erwartung
E, der Anzahl der Seiten der konvexen Hiille Hy von n in K zufillig gewdhlten
Punkten ist gleich

7
2r 2 11] s
En:3—(10gn—|—0)+§10g—ﬁ,7—{—0(1). (20)
Hierbei bedeutet F den Flicheninhalt von K wnd f; den Flicheninhalt des von den

Ecken A;_1, A;, Ayv1 von K gebildeten Dreiecks.
Ist z.B. K ein Dreieck, so gilt f; = fo = fs = F und es folgt

En=2(logn + C) + o(1). (21)

Die Formel fiir E, hingt also nicht von der Form des Dreiecks ab. Das ist ver-
sténdlich; denn E, muB offenbar gegeniiber affinen Transformationen invariant
sein. In § 2 werden wir zeigen, daB die in (20) auftretende, von der Gestalt von K
abhingende Konstante

L (22)

Z(K) = =F1

fiir ein regulires 7-Eck (und die zu ihm affin d4quivalenten Polygone) maximal wird.
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§ 2. Ein Extremalproblem fiir konvexe Polygone

Bevor wir zu weiteren asymptotischen Abschitzungen fur E, unter anderen
Voraussetzungen iiber die Verteilung der Punkte P; tibergehen, beweisen wir den
folgenden

Satz 2. Sei K ein konvexes Polygon mit r Seiten. Dann gilt mit den Bezeichnungen
des vorigen §: Die Funktion

K) =511 (23)

ist maximal genau dann, wenn K durch eine affine Transformation in das regulire
r-Hck ibergefiihrt werden kann.

Sei a; = Ai_lzi, wobei 4,.; = Ay gesetzt werde. Dann gilt

1 =

fi=5loi, 1], F= ?Z (a1 + @z -+ a5, aina], (24)
wobei [q, b] die Determinante der Vektoren a, b bedeutet. Die Funktion Z (K) ist
nun eine Funktion der r Vektoren a; (¢ = 1, ..., r), die der SchlieBungsbedingung

ﬁ 0 =0 (25)

gentigen. Wir denken uns jetzt die Eckpunkte 4; von K geniigend kleinen Ver-
schiebungen unterworfen, die stetig differenzierbar von einem Parameter ¢ ab-
hingen mogen. Da das Ausgangspolygon K, das dem Parameterwert ¢ = 0 ent-
sprechen moge, ein konvexes r-Eck ist, sind dann auch die durch geniigend kleine
Variation von ¢ entstehenden Polygone konvexe r-Ecke. Die Funktion Z mul,
betrachtet als Funktion von £, an der Stelle £ = 0 ein Maximum haben, wenn K
ein maximales Polygon ist. Als notwendige Bedingung dafiir, dal X maximal ist,
erhalten wir durch eine elementare Rechnung:

z iﬁi ([ai, az+1] - [z, ag1]) —
L (26)
— rz([al 4ot qpa] o+ o+ s, qa]) =0
i=1

Hierbel wurde

. d
ai:%ai

t=0

gesetzt. Die q; sind beliebige Vektoren, die nur der aus (25) folgenden SchlieBungs-
bedingung

Sa=0 (27)
i=1
zu gentigen haben. Setzen wir nun nacheinander
Lij:f), (ij+1:—5, a =0 fir t=*j5, j+1, (28)

wobei b ein zundchst noch willkiirlicher Vektor ist, so ist die SchlieBungsbedingung
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offenbar erfillt und wir erhalten fiir j =1,...,7
F | [aj-1,b] [B, aj+2] 1
- }]il — fjjfz + 6,05+ aj+1]} = [b, a5 + a541]. (29)

Wihlen wir nun speziell b = a;, so folgt

F lajaj42] |
e el s @0
und fiir b = — a;41 ergibt sich
F [oy—1, a41] |
T [e- et o @
Der Vergleich dieser Formeln liefert
Loy, aj+2] = % [aj-1, ag+1] . (32)

Wir schreiben jetzt (31) in der Gestalt

rfi\ _ lag-1, gj41]
2(2— )= g

und erhalten durch wiederholte Anwendung von (32)

2@—Jﬁ)— B 1oy, as]

F )7 fu-fe
oder
SR S 33
= el (33)
F 2f1° fo
Fiir r = 3 ist unsere Extremalaufgabe trivial. Im Falle r = 4 ergibt sich zu-
nichst f3 = f4 = -+ = f;. Durch eine zyklische Vertauschung der Numerierung
der Eckpunkte von K folgt unmittelbar
h=fa=-=f (34)

und nach (32) erhalten wir auerdem
[ai, g2l = [a1, a3] =D (p=1,2,...,7), (3

wobei b eine gewisse Konstante ist.
Bemerkung. Im Fall b = [a;, a;42] = 0 ist f; = 2Fr. Also ist stets ajia
parallel zu q;. Das ist nur moglich, wenn r = 4 und K ein Parallelogramm ist.
Wir kehren nun zum allgemeinen Fall zuriick. Durch eine affine Transforma-
tion kénnen wir stets erreichen, dafl f; = 1/2, d. h.

[a;, az1] =1 (36)
gilt. Aus (33) folgt dann sofort

F = und daher b << 2. (37)

s
22 —b)

Da die Vektoren a;_o und g;_; linear unabhingig sind, folgt aus dem Ansatz
a; = o049 -+ f 041 unter Beachtung von (35) und (36) die Rekursion

a; = — aj—2 + b a1, (38)
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Wir haben also gezeigt, dafl die Seitenvektoren a; eines maximalen konvexen
r-Ecks notwendig eine Rekursion der Gestalt (38) erfiillen miissen. Der Beweis
wird jetzt zu Ende gefiihrt, indem wir zeigen, daB sich in diesem Fall eine eukli-
dische Metrik in der affinen Ebene definieren 148t, beziiglich der das Polygon K
gerade als regulires r-Eck erscheint.

Zunichst bemerken wir, daB stets

—1=<bh<2 (39)

gelten mubl. Wére niamlich & << — 1, so wiirde die Seite as die Seite a; durch-
dringen, was der Konvexitdt von K widerspricht. Die obere Abschétzung & < 2
ist schon bewiesen ((37)).

Die euklidische Metrik ist eindeutig bestimmt, wenn wir die Skalarprodukte
der Vektoren aj, ag festlegen, die wir als Basisvektoren betrachten. Diese Skalar-
produkte definieren wir durch

2 b
2 2
0] =05=———, qaia 40
1T R T YT i (0)
Offenbar gilt
ay a1 ag
a , (O 2 .= =
[a1, ag] 0ras ol

Daher ist die so definierte Metrik positiv definit, d. h. euklidisch. Durch voll-
sténdige Induktion beweist man nun leicht unter Benutzung der Rekursion (38),
daf} fiir alle j

2
% T Vi—m

2

y o 0L = ﬁ%: [aj, aga] =1
gelten mull. Hieraus folgt, daBl alle Seiten unseres r-Ecks K dieselbe Lange haben
und daB sich zwei aufeinander folgende Seiten unter demselben Winkel schneiden.
Also mul} das r-Eck begziiglich dieser Metrik regular sein.

Hiermit ist die Eindeutigkeit des maximalen Polygons bewiesen. Die Existenz
ergibt sich ‘durch eine einfache Folgerung aus der Beschrénktheit von Z (K) sowie
der Stetigkeit von F und Z. Also ist Satz 2 vollstindig bewiesen.

§ 3. Zufillige Punkte in einem konvexen Bereich mit glattem Rand

Sei jetzt K ein konvexer Bereich, dessen Rand eine Kriimmung besitzt, die
als Funktion der Bogenlédnge stetig ist. Mit den Bezeichnungen der vorigen Para-
graphen haben wir wieder

Nach einem bekannten Satz der Integralgeometrie (vgl. Brascke [I], S. 17, (86))
kann die Dichte fiir Punktepaare folgendermafBien umgeformt werden:

adP1dPs = Itl——-tgldtldtgd(pdp, (41)
wobei p den Abstand der Geraden P Py vom Koordinatenursprung, ¢ den Winkel
dieser Geraden mit einer Nullrichtung und ¢, #3 die Parameterwerte der Bogen-

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, Bd. 2 6
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lange der Punkte P1, P auf der Geraden Py Py bedeutet. Bezeichne f den Flachen-
inhalt des durch die Gera@le Py Py von K abgeschnittenen Teils. Dann gilt

27 (PP n—
Ly T A T TP PR

Durch I(p, @) bezeichnen wir die Lénge der Sehne, in der die Gerade mit den
Koordinaten p, ¢ den Bereich K trifft. Es gilt

[ 16— ta] dtydty = 22D (43)
Somit erhalten wir
n
2 2z (p(@) 9
B :s,—lof T (1= 4) e d | ds. )

Bei der Berechnung des asymptotischen Wertes von K, kann man sich offenbar
auf solche Wertepaare p, ¢ beschrénken, fir die f/F < ¢ gilt; denn die anderen
Wertepaare geben nur ein Restglied der Ordnung n2(1 — &) = o(1). Wir be-
trachten nun einen festen Wert von ¢. Es sei P (¢p) der Punkt, in dem die Tangente
von K die Richtung ¢ hat. Bei der Berechnung von E, kann man f und ! durch
die entsprechenden GroBen f und [ des Schmiegkreises im Punkte P (¢) ersetzen,
wie aus den folgenden Abschitzungen hervorgeht. Sei « der zur Sehne [ gehérende
Zentriwinkel und r(¢) der Radius des Schmiegkreises im Punkte P(g). Dann gilt

[=2r(p)sina/2 und f=L(x— sina)r2(p), (45)
ferner
|dp| = §r(@)sino/2 |da]. (46)
Schlieflich ist
I—l=0@@2) und §f—f=o(x4). 47)
Somit ergibt sich
4 27 o:(tp 342 —92
By = 1(21)1({ (1= o+ o)) et + o dudp. )
Durch die Substitution
o372 X
2F ~u (49)
erhalten wir
o(9) 3.2
S(p) = T 3 ) 4 5
@) =1 (1= 27 + o))" @ + o) o, 50)
"(5)
1 [12F\5/3(F X \n-2 3 ) (12 F\5/3
S0 =3 (55 ) (Of (1= ) e + o) =2 (T (o).
Somit gilt
B ~T(2 i 2—7}7;2/3d (51)
" 3)Vsr)

Bezeichnet nun s die Bogenlinge auf dem Rand von K, so erhalten wir unter
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Beachtung von dg/ds = 1/r den folgenden Satz:

Satz 3. Ist K ein konvexer Bereich, dessen Randkurve L die stetige Kriimmung
% = x(s) besitzt, so gult

s =
B~ I %) ]/% (F-113 [ 513 ds) /. (52)

L
Das in (52) auftretende Integral fx1/3 ds ist gerade die dquiaffine Lénge der

L

Kurve L. Man erkennt leicht, dall der Faktor von i/ﬁ sogar affin invariant ist.
Aus der affinen isoperimetrischen Eigenschaft der Ellipsen (BLASCHKE-REIDE-
MEISTER) folgt unmittelbar, dafll dieser Faktor fiir die Ellipsen und nur fiir die
Ellipsen maximal ist.

§ 4. Normal verteilte znfillige Punkte

In diesem Paragraphen beweisen wir den folgenden Satz:
Satz 4. Die Punkte P; (i = 1, 2, ... , n) seien unabhdingig voneinander und nach

derselben Normalverteilung in der Ebene gewdhlt. Dann gilt
By ~2)2xlogn. (53)

Beweis. Da E, offenbar gegeniiber affinen Transformationen der Ebene in-

variant ist, kénnen wir annehmen, daB die Dichtefunktion unserer Normalvertei-
_ $2_|_y‘.’.
2

lung die Gestalt 2—17?6 hat. Wie schon in den vorigen Paragraphen gilt

En: <Z> an

wobei W, die Wahrscheinlichkeit dafir ist, daB alle Punkte Psg, ..., P, auf der-
selben Seite der Geraden P; P liegen. Wegen der integralgeometrischen Formel

dPldPZ = Cl_pd(p lt]_ — tzl dt]_dtz
und wegen der Kreissymmetrie der Normalverteilung erhalten wir

. U+

Wn_%j” p)*2 4+ (1 — g(p) nz)[tl—tgje P odidizdp, (54)
wobei
a2+ y?
oo too T T2
gp)=[ [ “—dedy=1—P(p) (55)
—c0 P
gesetzt wurde und
T
@ (p) = %L fe “du (56)
gilt.
Durch die Transformation
b1  h+th A(,ta)
YETR 0 YT s 0 B (57)

6*
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erhalten wir
B3

1 —-i= 2
ﬁf‘”tl—tzle z dtldtzzﬁ. (58)
Also gilt
2 7 .
W= = 3" [D7~2(p) + (1 — D (p))"—2] e="dp (59)
und da offenbar 1 — @ (p) < 1/2 fir p = 0 ist, folgt
2 7 :
Wan~— | dr2(p)evdp. (60)
Vﬂ 0
Nun ist fir p > 1
¥
D(p)=1— (61)

wobei 0 << 0, <1 gilt (A. Riny:, [3], S.136, Aufgabe 18). Durch die Sub-
stitution

—log V2a

= 12logn — log (21 i A R 2
p=)2logn —log(2log ) + BT (62)

erhilt man schlieBlich nach einigem Rechnen

4 Y2mlogn
N

Wa

Also ist
By~ 2]/2nlogn,
was zu bewelsen war.
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