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Uber die konvexe Hiille von n zufiillig gewihlten Punkten. IT
Von

A. RExYT und R. SULANKE

Einleitung

Der vorliegende Artikel ist eine Fortsetzung unserer Arbeit [1]. Wir betrachten
einen endlichen konvexen Bereich K der Ebene. Seien P;(1 = 1,2, ..., n) » zu-
fallige Punkte aus K, die unabhingig voneinander nach der Gleichverteilung ge-
wihlt werden. Durch H, bezeichnen wir die konvexe Hiille der P;, durch L, die
Lange des Umfanges von H,, und durch F, den Flicheninhalt von H,. Es ist klar,
daB die mathematischen Erwartungen ¥ (L,) bzw. E (F,) fir n — -+ oo gegen den
Umfang L bzw. den Flicheninhalt F von K streben. Die Giite dieser Konvergenz
soll im Folgenden untersucht werden.

In §1 werden zunichst die allgemeinen Formeln zur Berechnung von E(L,)
und E (F,) aufgestellt. Danach beginnen wir mit der Betrachtung des Falls, daB
K eine geniigend oft stetig differenzierbare Randkurve besitzt, deren Kriimmung
k = k(s) positiv und beschrinkt ist: 0 <C k(s) << 4 (s bedeutet die Bogenlinge).
Die in § 2 aufgestellten Niherungsformeln gestatten es uns, die Randkurve von K
in der Umgebung eines ihrer Punkte durch ihren Schmiegkreis zu ersetzen. Mit
Hilfe dieser Formeln gelingt es dann in §3, das asymptotische Verhalten von
E(Ly) und E(F,) in dem genannten Fall zu ermitteln. Es erweist sich, daBl die
Abweichungen L — E(Ly)und F — E(F,) beide die Gestalt const. n~2/3 - 0(n1)
haben; fiir den Flidcheninhalt ist hierbei die dquiaffine Lange des Randes von K
der wesentliche Teil der im Hauptglied stehenden Konstanten; im Falle des
Umfanges jedoch tritt das Funktional

QK) = fL(k(S))‘”3 ds
0

auf, das bisher in der Geometrie anscheinend noch nicht untersucht wurde. Es
wire interessant, fiir @ (K) eine isoperimetrische Aufgabe zu behandeln.

Die Untersuchung der analogen Probleme fiir konvexe Polygone fithrte auf
ziemlich uniibersichtliche Rechnungen. Aus diesem Grunde betrachten wir in § 4
nur den Fall, daB K ein Quadrat ist. Hier ergibt sich die auf den ersten Blick tiber-
raschende Tatsache, daB sich Flicheninhalt und Umfang asymptotisch verschieden
verhalten. Wihrend fiir den Umfang die Abweichung

L — E(Ly) = const. v~ 12 4 0(n~1)
groBer ist als im glatten Fall, gilt fir den Flacheninhalt

Inn

F — E(F,) = const. — + 0(n-1);

diese Approximation ist also bedeutend besser als die entsprechende fiir einen
Eibereich mit glattem Rand.
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§ 1. Formeln fiir £ (L) und E (F,)

Sei wieder ¢ = 1, wenn ¢ + j und P; P; Randstrecke von H,, ist, und &; = 0
sonst. Durch | P; P,-] bezeichnen wir den Abstand der Punkte P;, P;. Dann gilt

(1) ' Ln:ZIP’LPfIEU

i<g

Hieraus erhilt man unmittelbar E(Ly) = (3) E (| P1 P3| e12), also

1
Fiithren wir die Integration iiber P3, ..., P, aus, so ergibt sich
w1 -2 -2
@ B =g [P {157+ (L) e, apy;

dabei ist f der durch die Gerade g(P1, P2) von K abgeschnittene kleinere Flichen-
inhalt, also f/# < 1/2. Somit gilt

4) E(Ly) ~ %f/ (1 — {;)“’2 | Py Py|dPydP;.
Wir fiihren jetzt mit denselben Bezeichnungen wie in [1], (41), die Transformation
(5) dP1dPy = |ty — ta| dt1 dtz dpdy
durch. Wegen |#; — f3| = | P1 P3| und
(6) ”[tl~tz]2dtldt2—_-%f
gp. )N K

wobei I = I{p, ¢}, die Linge der Sehne g(p, ¢} N K bezeichnet, erhalten wir
27 p(p)

(7) B(Ly) ~ 6‘;22// (1= napdg.

Hierbei ist p(g) die Stitzfunktion des Bereiches K; als Koordinatenursprung
wiéhlen wir den Schwerpunkt von K.

Bezeichne nun p (P;, P;) den Abstand der Geraden g (P;, P;) vom Ursprung 0.
Fiir den Flicheninhalt von H, gilt dann

(8) Fp=1% 3 ;| PiP;|p(Py, Py).
<j
Durch ganz analoge Uberlegungen wie im Falle des Umfanges erhalten wir

27 p(p)

O B~ [ [ (-4 ey,
0o 0

§ 2. Die Approximation durch den Schmiegkreis

Unsere Aufgabe besteht jetzt darin, die Integrale (7) und (9) auszuwerten. In
diesem und dem folgenden Paragraphen setzen wir voraus, daB K einen glatten
Rand mit einer Krimmung k(s), 0 < k(s) << 4 besitzt. Wir halten zunichst ¢

10*
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fest und fithren die Integration nach p aus. Da fiir das asymptotische Verhalten der
Integrale offenbar nur der Anteil w chtig ist, fiir den f/F klein ist, konnen wir die
GroBen I, f von K durch die entsprechenden GréBen [, f desjenigen Schmiegkreises
ersetzen, der mit K die Tangente g(p(¢p), ¢) gemeinsam hat. Die Fehler, die bei
dieser Ersetzung entstehen, sollen jetzt abgeschitzt werden. Dabei werden sich
Verbesserungen der Formeln [1], (47) ergeben.

Anstelle von p fithren wir den neuen Parameter § ein, welcher der halbe Zentri-
winkel vom Zentrum Z des Schmiegkreises Sy auf die Sehne g(p, ¢) N Sy ist. Dann

gilt (vgl. Fig. 1)

(10) p=r(cosp—1)+ plp).

Hierbei bezeichnet » den Krimmungs-
radius: r = 1/k. Auf der Geraden ¢ (8, ¢)
fiahren wir die Bogenldnge ¢ als Para-
meter ein und bezeichnen durch #7, ¢
die Parameter der Schnittpunkte von
g mit 8y, durch ¢, #; die Parameter
der Schnittpunkte von g mit dem Rand
von K. Wahlen wir die Mitte der Sehne
g N 8¢ als Nullpunkt der Bogenlénge f,
so folgt unmittelbar

Fig. 1 (11) t7= —rsinB, # =rsinf.

Wir wollen jetzt £3, {5 als Funktionen von f berechnen. Zu diesen Zweck stellen
wir den Rand von K in einer Umgebung des betrachteten Punktes im begleitenden
Zweibein dar. Sei ¢ (s) der Ortsvektor eines variablen Punktes der Randkurve vom
Berithrungspunkt aus, t ein Tangentialvektor und n der Normalvektor in diesem
Punkt. Wihlen wir den Berithrungspunkt gleichzeitig als Nullpunkt der Bogen-
linge s der Randkurve, so ergibt sich aus der Taylorschen Formel unter Beriick-
sichtigung der Frenetschen Formeln der ebenen Differentialgeometrie die folgende
Darstellung :

£(s) =t-{s—k2§—3;—-3kk’§—|—0(s5)}—l—
(12) 52 §3 st
+ndlgy + ¥ g+ (0 = ) 57 -+ 0]

Die Koeffizienten sind hierbei an der Stelle s = 0 zu nehmen; Striche bedeuten
Differentiation nach der Bogenlinge. Die Gerade g (5, ¢) hat in diesem Koordinaten-
system die Parameterdarstellung

(13) s()=t-t+n-r(l — cosp).
Der Vergleich mit (12) liefert uns die beiden Beziehungen

3 4
(14) to=s5— k25 — 3K 37 + 0(s9),

(15) r(l—eosﬁ)=ki2g—2!—i—k’§?!-—|—(k”——k3)—§+0(s5).
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Aus (15) erhalten wir s als Funktion von f:

K38 4
(16) s=rp— S S — w08y,
Setzen wir dies in (14) ein, so folgt
k.’ 3 k//
A1) =rf— S B+ gy ke — T — ) B 08

dabei gilt offenbar f; = fo(— f), t; = £2(p) bei f§ = 0. Aus der Potenzreihenent-
wicklung von sin § und (11) ergibt sich

L r3 4
(18) bty =g o (= gk B4 0(60;

hierbei erhalten wir wieder ¢] — ¢ fiir positives 8 und {; — {3 fiir negatives f.
Wir beachten nun, daB der Schmiegkreis einer Kurve in einem Punkt, der kein
Scheitelpunkt ist, fiir den also &' + 0 gilt, die Kurve im Beriithrungspunkt durch-
setzt, wie es auch unsere Abbildung zeigt. Hieraus folgt I — I = ({7 — 13) —
— (8] — t3), also
(19) l—Z:%(—g—rk'z—k")ﬁ3+0(ﬂ4).
Weil in einem Scheitelpunkt %' = 0 ist und eine Beriihrung von mindestens
dritter Ordnung mit dem Schmiegkreis vorliegt, gilt (19) in diesem Fall erst recht;
dies erkennt man auch unmittelbar aus (18).
Fiir die Flacheninhalte f, f ergibt sich durch Auswertung des Integrals

2(®)

f—f=[0~0ap
p
die folgende Naherungsformel:
F 5 (5 ’ "
(20) f—F=5(Frie— k) B+ 0(p).

§ 3. Berechnung von £ (L,) und E (¥,) fiir einen Eibereich mit glattem Rand

Wir gehen zum Zentriwinkel o« = 2§ iiber und driicken die Integrale (7) und
(9) darch « und @ aus. Wegen

72

(21) i=2rsin% und  f= 5 (« —sing)
sowle

(22) |dp| = (3-sin5) |da]

ergibt sich aus (19)

23) Mdp — [’54“5 (1 + Ga2) + 0(s%)] dee

wobei zur Abkiirzung

(24) o D (FRE PR

5 /pik2 3 J7
(rlc 3k 1>

3
(25) %zm—[—%'o@—l—O(cxﬁ)
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wobei

2 3 5 ! 1t
(26) ng'—"ﬁ—[(%) (ErkZ—-lc>—1}.
Das Integral (7) nimmt nun die Gestalt

27 a(g)
2

E(Ly) ~ 45}1,2 fr5d<p/< %——xo&—-O(aﬁ))n‘ X
0

X (&% 4+ Ga? + 0(x8)) dax

(27)

an. Wir berechnen zuerst die Integrale

2 43 ~
(28) Bv=/ (1——%-%«5—0(a6))n ? wda.
g J
Durch die Substitution
23 T
(29) 2F 7w

erhalten wir unter Beriicksichtigung von

o (1S om0 = el 5 0(2)

das Integral B, in der Form

1 j12me+is (T o2
(31) B, =3 (W—) /e—x (1 o 253023 | 0 (7» 2—2)I8
Hierbei wurde ’
(32) B ( 1321?)5/3

gesetzt. Integrieren wir in (31) jetzt nicht nur bis zu der angegebenen oberen
Grenze, sondern bis -+ oo, 80 begehen wir einen Fehler exponentieller Grofen-
ordnung, der zu vernachlissigen ist. Es folgt

33 B, — (12F)(v+1)/3 [F(v+1)__"1__p(_g__|_ 2>]+O(n—(v+4)/3)_

nr? 3 n?/3

Durch Einsetzen von (33) in (27) erhalten wir

1
(34) B(Lp) = L — a(K)n=23 - 0 (7) .
Die Konstante a(K) ergibt sich durch Ausrechnung von
2m 27
(35) (k) = I'(%) / ardy — (12 Fo I (3) / Gr13dg
0 ]

unter Beriicksichtigung von (24), (26) und (32) in der Gestalt

L
(12 7281 (§) 7 '9 7,
___4‘_?_/[ W2 4 = 3 53 _ 2k sm}d

0

(36) a(K)=
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Dabei wurde anstelle von ¢ die Bogenlange s der Randkurve von K als Parameter
eingefiihrt; es gilt ja dg = kds. Durch partielle Integration folgt

L L
(37) % / k' k53 ds = / L2 k-8/3ds.
* 0 0
Daher erhalten wir fiir a(K) schliefilich
L
(38) a(K) = T%]’(%) (12 )28 /k4/3ds.
d

Zur Berechnung von E(F,) fithren wir ebenfalls die Substitution (22) durch
und erhalten
27 ()

-2
E(Fy) ~ 12F2 / / 12F — nod — O(aﬁ))n X

(39)
ple)rie® | (Gp(p)r® 16
% [ R 37) o7 - O(ocs)}docdtp.
Nach (33) ergibt sich hieraus
(40) E(Fy) =F —bK)n 234 0(n1).
Fiir die Konstante 6 (K) finden wir nach einigen Rechnungen zunéchst
1 8

(41) b(K) = ‘1€F<‘3‘) (12 F)23 ¢ (K) + ¢(K) ;
hierbei ist

L
(42) o(K) = [kV/3ds

0

die dquiaffine Bogenlinge der Randkurve von K, wihrend ¢ (K) die Gestalt

I'(é) — 1" ’
(43) o(K) = 2 (12 F)2/3[pr 1/3 10 4= 10 3k —~r4k2)d(p

hat. Durch einen dariibergesetzten Punkt bezeichnen wir jetzt die Ableitungen
nach @ und driicken %', " durch r, 7, r aus. Es folgt

27
8 23 . .
1’(3)4('1?01”) /p (97173 1+ 472773 — 37 ~43)dp.

0

(44) o(K) =

Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir

27

(45) j (4727713 37 r-43) pdp =9 J'r—-1/3 pdy.

Dies setzen wir in (44) ein. Wegen p + p = r (vgl. z.B. W. Brascuxs [2], S. 30)
ergibt sich wiederum ein Vielfaches von ¢ (K). Unter Beriicksichtigung von (41)
folgt schlieBlich

(46) b(K) = F(g) (12 F)23 5 (K).
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Die Ergebnisse dieses Paragraphen konnen wir folgendermaBen zusammenfassen:

Satz 1. Set K ein ebener, beschriamkter, konvexer Bereich, dessen Randkurve
geniigend oft stetig differenzierbar ist. Die Kriimmung k(s) des Randes geniige der
Ungleichung 0 << k(s) < A. Sei L der Umfang und F der Flicheninhalt von K. Die
Liinge Ly, der konvexen Hiille Hy, von n in K unabhingig und gleichverteilt gewdhlten
Punkten besitzt die mathematische Erwartung

I'(2/3) (12 F)2/3 fk4/3 ds

(47) B(Ln)=L— S + 0 ).

Fiir die mathematische Erwartung des Flicheninhaltes Fp, von Hy, gilt

I'(3) (12 F)?B o

K
10 22/3 ) + 0{n-1)

(48) E(Fn)=F —

wobet o (K) nach (42) die dquiaffine Linge des Randes von K bedeutet.

§ 4. Berechnung von E(L,) und E(F,) fiir ein Quadrat

Sei nun K ein Quadrat mit der Seitenlinge a. Den Koordinatenursprung legen
wir in den Mittelpunkt von K und die Nullrichtung ¢ = 0 gehe von 0 zu einer
Seitenmitte. Wir haben wieder die Integrale (7) und (9) auszuwerten. Aus Symme-
triegriinden geniigt es, die Integration tiber ¢ von 0 bis /4 auszufithren und ent-
sprechend mit 8 zu multiplizieren. Fiir die Integration nach p unterscheiden wir
zwei Fille. 1. Die Gerade g (g, @) trifft zwei gegeniiberliegende Seiten des Quadrates.
Das tritt ein, wenn

(49) 0=p=pi(p) ="y (cosgp —sing)
gilt. Fir ! und f ergibt sich

a a? ap

(50) =) =0 =100 =5~ 5"

cos @’

2. Die Gerade g(p, p) trifft zwei aneinandergrenzende Seiten des Quadrates. In
diesem Fall ist

(51) Pilp) Sp S plp) =5 (cosg +sing).

Ferner gilt

- — 5)2
(52) 1=1U(p, (p):%, = fp, ) = 2D D)

T 2singeos @’

Auf Grund dieser Fallunterscheidung erscheinen die Integrale (7) und (9) jetzt als
Summen

(53) E(Lp) ~ 1+ Io, E(Fy)~J1+J2
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und wir haben die folgenden vier Ausdriicke auszuwerten:

L 210

4 (n 1 p \n—2 dpde
(54) Il:?}“(2)/ /(E__I_acosgp) cost g ’
0 o
4 p(p
(55) % (p(9) —p)? )n—z (p(p) —p)*dpde
s ) " 2a?singcos @ costpsintg
74 m(w) 2 pdnd
” paepay
(56) / / acoscp coste ’

(o
2 (3) (p(9) —p)® \n-2 (p(g) —p)pdpdy
(57) Je= / / (1 " 2a2sin g cos <p) cos? @ sind @ :
0 pio)

Wir beginnen mit der Berechnung von I;. Durch die Substitution
(58) P = Xacos @
ergibt sich

2 ”1—-‘1
(59) L= [UEiE0 g, 1 opn

coss ¢

Substituieren wir nun

(60) tgp =1

so erhalten wir I; in einer Form, die sich leicht abschitzen 146t. Es resultiert
4a 1

(61) h=?+ﬂﬁ-

Nun berechnen wir I3. Durch die Substitution

x
2a2singpcosp

ergibt sich
952 4 1 n/4 (ntg )2 ,
ran — . X \n—
(63) I, = —3723—/2—/(008 @ sin @)~3/2 [/(1 — 7&—) x3/2 dx} de.
0 d

Jetzt substitutieren wir
(64) ntgp=2z

und erhalten

22\1/2
2512.q(n —1) 3 l+ﬁ y z\n—2
(65) L =27a / S f (1—2)" 92 drde.
0
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Wir setzen
22\1/2 2\1/2
T

und zerlegen dadurch das Integral (65) in zwei Bestandteile. Durch die Ersetzung
z = nt ergibt sich fiir den ersten Bestandteil :

2/2 R
25/2 . a(n —1) ]/ x \n—2 2n 1
0
wobei
1 1T++2—1

ist. Fiir den zweiten Bestandteil erhalten wir nach einigen elementaren Um-
formungen

09 Tgn— n(jlz(l—%y 2 md”) -2 |Sarof3).
0 0

Aus (61), (67) und (69) ergibt sich fiir die mathematische Erwartung von L,
a2 —q)V2n I
T yn 0 (n> ‘

Zur Berechnung von J; filhrt man wieder die Transformationen (58) und
danach (60) durch. Nach einigen elementaren Rechnungen erhilt man

(70) E(Ly) = 4a

(71) J1=%a2—|—0<-1n~).

SchlieBlich miissen wir noch das Integral Jy berechnen. Die Substitution (62)
fithrt auf Jo = B, — R mit

sa2( 1) a4 L (ntg @)/2 )

a?(n — cos @ -+ sin @ z \n~

(722) By =—3p (sin 2 p)372 (f (1 - 37) xwdw) "
0 0

8( 1) nf4 T(ntg @)/2 )

a“{n — Y

(72b) g 321 | f(1 _ ;) dex}
0

do
3n2 sin2¢ °
0

Die Berechnung von R; gelingt leicht durch die Substitution (64). Es ergibt sich
2 1

(73) R1=§a2+0(—7;).

Fiir R erhalten wir durch die Substitution

i
(74) 23t =t
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den Ausdruck
9 n/2 t
(75) R=220"1 (/ 1——)" xzazx>
6
Integrieren wir tber x, so ergibt sich
e d 1
n+1 13

IRy T AL
Fiir die Berechnung des in (76) auftretenden Integrals benutzen wir die Formel

1 t\n+l] 1 < t\k
(77) 7[1_(1_—”—> :Z.k;(l_—i) .
Es folgt

nf2

(78) f[l _ (1 _ %)"“ & _

0

lnn—l—O—IogQ—l—O(%)

hierbei bedeutet C' die Eulersche Konstante. Er ergibt sich

2a 8aZlnn 1
+0(n).

(79) Jo=Ry— R=—g ——5

Beachten wir die Formel (70) und £ (F,) = J1 + J2, so kénnen wir die Ergebnisse
dieses Paragraphen in dem folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 2. In einem Quadrat K der Seitenlinge a bezeichne H, die konvexe Hiille
von n in K unabhingig und gleichverteilt gewdihlten Punkten. Fiir die mathematische
Erwartung des Umfanges Ly von Hy gilt

2—q)V2=n 1
(80) E(Ln)=4a—ﬂ—V%K—n+0(—;)
wobei die Konstante q durch (68) gegeben ist. Fiir die mathematische Erwartung des
Flicheninhaltes Fp, von H, gilt

8a2lnn

(81) E(Fn)zaz—TJro(%).
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