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Uber die konvexe  Hiille von n zuf~illig gew~ihlten Punkten .  II 
Von 

A. R~NYI und R. SULANKE 

Einleitung 
Der vorliegende Artikel ist eine Fortsetzung unserer Arbeit [1]. Wir betrachten 

einen endlichen konvexen Bereich K der Ebene. Seien Pl (i ~ 1, 2 . . . . .  n) n zu- 
f~llige Punkte  aus K, die unabhi~ngig voneinander nach der Gleiehverteflung ge- 
w~hlt werden. Dureh Hn bezeiehnen wir die konvexe grille der Pi ,  durch Ln die 

Li~nge des Umfanges yon Hn und durch Fn den Fli~cheninhalt yon Hn. Es ist klar, 
da~ die mathematischen Erwartungen E (Ln) bzw. E (Fn) fiir n -*  ~- oo gegen den 
Umfang L bzw. den Fls F yon K streben. Die Grite dieser Konvergenz 
soll im Folgenden untersueht werden. 

In  w 1 werden zunachst die allgemeinen Formeln zur Berechnung yon E (Ln) 
und E (Fn) aufgestellt. Danaeh beginnen wir mit  der Betraehtung des Falls, dal~ 
K eine genfigend oft stetig differenzierbare Randkurve besitzt, deren Krrimmung 
]c ---- k (s) positiv und beschri~nkt ist: 0 ~ k (s) ~ A (s bedeutet die Bogenl~nge). 
Die in w 2 aufgestellten N~herungsformeln gestatten es uns, die Randkurve yon K 
in der Umgebung eines ihrer Punkte  durch ihren Sehmiegkreis zu ersetzen. Mit  
Itflfe dieser Formeln gelingt es dann in w 3, das asymptotische Verhalten yon 
E (Ln) und E (Fn) in dem genannten Fall zu ermitteln. Es erweist sich, dal~ die 
Abweiehungen L --  E (Ln) und F --  E (Fn) beide die Gestalt eonst, n -2/3 -~ 0 (n-l)  
haben;  frir den Fl~eheninhalt ist hierbei diefiquiaffine L~nge des Randes yon K 
der wesentliche Tail der im gauptg l ied  stehenden Konstanten;  im Falle des 
Umfanges jedoch t r i t t  das Funktional  

L 
Q (K) = S (~ (s))4/3 d8 

0 

auf, das bisher in der Geometrie anseheinend noeh nicht untersueht wurde. Es 
ws interessant, frir Q (K) eine isoperimetrische Aufgabe zu behandeln. 

Die Untersuehung der analogen Probleme ftir konvexe Polygone frihrte auf  
ziemlieh unribersichtliche Rechnungen. Aus diesem Grunde betrachten wit in w 4 
nur den Fall, dal~ K tin Quadrat  ist. g i e r  ergibt sich die auf den ersten Blick riber- 
raschende Tatsaehe, da[t sieh Fli~eheninhalt und Umfang asymptotisch verschieden 
verhalten. Ws frir den Umfang die Abweichung 

L --  E(Ln)  = eonst, n -1/2 + 0(n -1) 

grSBer ist als im glatten Fall, gilt frir den Fl~cheninhalt 

F --  E (Fn) = const, in n + 0 (n -1) ; 
n 

diese Approximation ist also bedeutend besser als die entspreehende fiir einen 
Eibereich mit  glat tem Rand. 
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w 1. Formeln fiir E(Ln) und E(Fn) 

Sei wieder e~i = 1, wenn i :~ j und P~ P~ Randstrecke von Hn ist, und efj ---- 0 
sonst. Dureh ] PI PJ" ] bezeichnen wir den Abstand der Punkte Pi ,  P~. Dann gilt 

(1) Ln -= ~ IPI Pj] eli. 
i<j 

Hieraus erhglt man unmittelbar E (Ln) = (~) E (1 P1 P21 e12), also 

n 1 
(2) E (Ln) = (2) -ff~ f "" f I P1 P21 e12 dP1..,  dPn. 

Ffihren wit die Integration fiber Ps . . . . .  Pn aus, so ergibt sich 

dabei ist / der dutch die Gerade g (P1, P2) yon K ~bgeschnit~ene kleinere Flgchen- 
inhalt, a l s o / / F  < 1/2. Somit gilt 

(4, u(L.) ~ f / ( 1 -  I e ,  e21  elae . 

Wir ffihren jetzt  mit denselben Bezeiehnungen wie in [1], (41), die Transformation 

(5) dP, dP2 = [ t, -- t2 [ dt, dr2 dp d99 

dureh. Wegen I tx -- t2 ] ---- [ P1 P21 und 

(6) y f I t~ - t~ 12~t~t2  - l~ 6 g(p, qa)t% K 

wobei 1 = I(9,99), die Lgnge der Sehne g(p, qg) n K bezeichnet, erhalten wit 

2= p(~) 

(7) E(Ln) ~'~ 6(~)F2 f f ( 1 -  i )  n-2 14dpd99. 
0 0 

Hierbei ist p(99) die Stfitzfunktion des Bereiches K;  als Koordinatenursprung 
wghlen wit den Schwerpunkt yon K. 

Bezeichne nun p (Pi, P~) den Abstand der Geraden g (Pi, PJ) yore Ursprung 0. 
F/Jr den Flgcheninhalt von Hn gilt dann 

(s) F. = �89 ~, ~j IF, P~IP(Pi, PJ). 
i<j 

Durch ganz analoge ~berlegungen wie im Falle des Umfanges erhalten wit 

2~ p(~v) 

(9) E(Fn) N ('~) f (1 i z z , ~ j  f - - f )  n-214pdpd99" 
o o 

w 2. Die Approximation dureh den Sehmiegkreis 

Unsere Aufgabe besteht jetzt  darin, die Integrale (7) und (9) auszuwerten. In 
diesem und dem folgenden Paragraphen setzen wir vorans, dab K einen glatten 
Rand mit einer Krfimmung /c(s), 0 < k(s) < A besitzt. Wit halten zungehst 99 

10" 
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lest und ffihren die Integrat ion nach p aus. Da fiir das asymptotische Verhalten der 
Integrale offenbar nur der Anteil w chtig ist, fiir d e n / / F  klein ist, k6nnen wh" die 
Gr61]en l, [ yon K dureh die entsprechenden Gr6gen i, f desjenigen Sehmiegkreises 
ersetzen, der mit  K die Tangente g (p (~), ~) gemeinsam hat. Die Fehler, die bei 
dieser Ersetzung entstehen, sollen jetzt  abgesch~tzt werden. Dabei werden sich 
Verbesserungen der Formeln [1], (47) ergeben. 

Anstelle yon p fiihren wir den neuen Parameter  fl ein, welcher der halbe Zentri- 
winkel vom Zentrum Z des Sehmiegkreises Sr auf  die Sehne g (p, of) n Sr ist. Dann 

gilt (vgl. Fig. 1) 

\ g r z ~ ; , ;  (10) p = r(cos/~ - -  1) + p ( ~ ) .  

I-Iierbei bezeichnet r den Krfimmungs- 
radius : r = 1/k. Auf der Geraden g (fl, ~0) 

~=0 fiihren wir die Bogenliinge t als Para- 
meter  ein und bezeichnen durch t~, t~ 
die Parameter  der Schnit tpunkte yon 
g mit  Sr dutch tTz, t; die Parameter  
der Schnit tpunkte yon g mit  dem Rand 

-P yon K. W~hlen wir die Mitre der Sehne 
g c~ Sr als Nullpunkt  der Bogenlgnge t, 
so folgt unmit telbar  

Fig. 1 (11) t - l=--rs in f l ,  t~=rs in f i .  

Wir wollen jetzt  t2, t.~ Ms Funktionen yon fi berechnen. Zu diesen Zweck stellen 
wit den Rand  yon K in einer Umgebung des betrachteten Punktes im begleitenden 
Zweibein dar. Sei ~ (s) der Ortsvektor eines variablen Punktes der Randkurve yore 
Berfihrungspunkt aus, t ein Tangentialvektor und 1l der Normalvektor  in diesem 
Punkt .  W/ihlen wir den Berfihrungspunkt gMchzeitig als Nullpunkt der Bogen- 
l~nge s der Randkurve,  so ergibt sich aus der Taylorschen Formel unter Berfick- 
sichtigung der Frenetschen Formeln der ebenen Differentia]geometrie die folgende 
Darstellung : 

~(s) = t ' { s - - k  2 s3 s4 } ~.. - - 3 k k ' ~ .  +O(s 5) + 
(12) { ~ ~'~ (k" ~ , ~  } + r t  k ~ .  -~.~ 3! + --  +O(sS) " ~ 4 !  

Die Koeffizienten shad hierbei an der Stelle s ---- 0 zu nehmen; Striche bedeuten 
Differentiation nach der Bogenl~nge. Die Gerade g (fl, q~) hat  in diesem Koordinaten- 
system die Parameterdarstel lung 

(13) $(t) = t ' t +  n . r ( 1  - -  cos fl). 

Der Vergleich mit  (12) liefert uns die beiden Beziehungen 

(14) t 2 = s - - k  2 s~ s 4 ~y- 3kk'~.  + o(ss), 

82 83 (k" ~ . (15) r(1--eost3)----Ic~i.+k'-3T+ - - k  3) - . ,  @O(s 5 ) 
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Aus (15) erhal ten ~ s als Funkt ion  yon r :  

(16) s = r f l  k'rSfl2 ra{  5 } 3! ~- ~ ]c'2r - -  k" f18 _}_ 0(/~4). 

Setzen wit dies in (14) ein, so folgt 

k'r3 ~2 {4!~- r4k" r } 3 
(17)  t2 = r/~ - - ~ - . / J  + r s ~ ' ~  4! ~ fi § 0 @ ) ;  

dabei gilt offenbar t~ = t2 (--  fl), t~ = t2 (fi) bei fl > 0. Aus der Potenzreihenent-  
wieklung yon sin fl und  (11) ergibt sieh 

(18) t l  - -  t2 = __~. flz ~_ ~ .  k "  - -  r k , 2  fla + 0(f14); 

hierbei erhalten wit wieder t~ --  t~ ffir positives fl und  t~ --  t~ fiir negatives ft. 
Wir  beachten nun, da$ der Schmiegkreis einer Kurve  in einem Punkt ,  tier kein 

Schei telpunkt  ist, fiir den also k' , 0 gilt, die Kurve  im Berf ihrungspunkt  durch- 
setzt, wie es aueh unsere Abbildung zeigt. Hieraus folgt 1 -  i = ( t ~ -  t ~ ) -  
- (t~ - t~), a l so  rO( _ ) 
(19) l - -  i ---- - ~  r k  '2 - -  k "  fi3 ~_ 0(/~4). 

Weil in einem Scheitelpunkt  k ' =  0 ist und  eine Berfihrung yon mindestens 
dr i t ter  Ordnung mit  dem Sehmiegkreis vorliegt, gilt (19) in diesem Fall  erst reeht ;  
dies erkennt  man  auch unmit te lbar  aus (18). 

Ffir die F1/~eheninhalte/, f ergibt sich durch Auswertung des Integrals 
p(~) 

/ - - i= ~(~--Z)dp 
P 

die folgende Ns 

r5 

w 3. Berechnung yon E (L.)  und E (Fn)  fiir einen Eibereieh mit glattem Rand 

Wir gehen zum Zentriwinkel ~ = 2fl fiber und  drficken die Integrale (7) und 
(9) durch ~ und q~ aus. Wegen 

r 2 
i = 2 r s i n ~ -  und f = ~ - ( ~ - - s i n o r  (21) 

sowie 

(22) 

ergibt sich aus (19) 

(23) 

wobei zur Abkiirzung 

(24) G = ~  r4 /2 5 1 

gesetzt  wurde. Aus (20) und  (21) erhalten wit 

f ~,2 ~3 
(25) F --  12 F § ~" ~5 § 0 (~6) 
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wobei 

(26) ~ r2 k")  1] 

Das  In tegra l  (7) n i m m t  nun die Gesta l t  

2~ ~(~v) 

E(Ln) ~ ~ r 5d~0 1 12F 
(27) o o 

• (~5 + G~7 + 0(~s))d~ 

an. Wir  berechnen zuerst  die In tegra le  

a(e) 
f ( r2 ~3 

(28) B ,  = 1 12 F 
0 

Dutch  die Subst i tu t ion  

x~5 - 0 (:r :ed~.  

erhal ten  wir un te r  Berficksichtigung von 

u l ( n )  +0 =e-X 1 ~2/8 +0 

das In tegra l  B~ in der F o r m  
nr2~a(r F 

0 

Hierbei  wurde 

(32) ~1 - -  

gesetzt .  In tegr ie ren  wir  in (31) je tz t  n icht  nur  bis zu der angegebenen oberen 
Grenze, sondern bis + 0% so begehen wir einen Fehler  exponentiel ler  Gr61~en- 
ordnung,  der  zu vernachl~ssigen ist. Es  folgt 

- ~ �9 

Durch  Einsetzen yon (33) in (27) erhal ten  wir 

(34) E (Ln) = L -- a (K) n -2/3 + 0 ( 1 ) .  

Die K o n s t a n t e  a (K) ergibt  sich durch Ausrechnung yon  

2~ 2~ 

(35) a(K) = F(1-~ ) Sulrdcf - -  (12 F)2'3./-'(38-~- ) f Gr-li3d~o 
0 0 

t inter  Berficksiohtigung yon (24), (26) und  (32) in der Gestal t  

L 
(36) ct(K) -- (12 F)213 T' (~) / [ 9 -]- "-53 ]r ]~-513 - -  ]c'2 k'-8/3] dS " 

o 

~Cr 5 - -  0(~r n-2 X 

r2 ~3 x 
(29) 12F - -  n 
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Dabei wurde anstelle von ~ die Bogenls s der l~andkurve yon K als Pa ramete r  
eingeffihrt; es grit ja dq~ ~ kds. Durch partielle In tegrat ion folgt 

Z L 

(37) ~ 
0 0 

Daher  erhalten wir ffir a(K) schliei]lich 
Z 

1 2 
(38) a(K) = - ~  f f  (~) (12 F)2/3 f lc4/ads. 

0 

Zur Berechnung yon E(Fn) ffihren ~ ebenfalls die Subst i tut ion (22) durch 
und erhalten 

2~  ~(~) 

1 ~  1 12F ~ 5  _ 0 ( : r  • 
(39) o o 

• [p(~)rs~5 + (Gp~)~5 ro 
32) or @ 0 (:r d0cdq~. 

Nach (33) ergibt sieh hieraus 

(40) E (Fn) ~-- E -- b (K) n -2/a -[- 0 (n-l). 

Ffir die Kons tan te  b (K) finden wir nach einigen Rechnungen zuni~chst 

(41) 

hierbei ist 

(42) 

b(K) = ~ T '  (12 F)2/3a(K) + c(K) ; 

a(K) = f kl/3 ds 
0 

die i~quiaffine Bogenl/inge der Randkurve  yon K, w/~hrend c (K) die Gestalt  

2:t  

§ (43) c(K) -- 4t 
o 

hat .  Dureh einen darfibergesetzten P u n k t  bezeiehnen wit je tz t  die Ableitungen 
naeh ~o und drficken k', k" durch r, ~, r aus. Es folgt 

2~  

(44) c (K) --  /'('~) (12 F)2/3 fp 4 ~2 r-7/3 4! 10 (9 r-1/3 ~- - -  3 rr-~/a)dcf. 
o 

Durch zweimalige partielle In tegrat ion erhalten wit 

2~  2~  

(45) f (4 ~2 r-7/3 _ 3 r r -4/3) p dcf = 9 f r-1/3,f9 def. 
0 0 

Dies setzen wit  in (44) ein. Wegen p ~- I/i = r (vgl. z . B . W .  BLASCHK~ [2], S. 30) 
ergibt sieh wiederum ein Vielfaehes yon a(K).  Unter  Berfieksiehtigung yon (41) 
folgt sehliel31ieh 

1 8 (46) b(K) = r( )(12 
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Die Ergebnisse dieses Baragraphen  k t n n e n  wir folgendermaBen zusammenfassen  : 
Satz 1. Sei K ein ebener, beschrdnkter, konvexer Bereich, dessen Randkurve 

geni~gend o/t stetig differenzierbar ist. Die Kri~mmung lc (s) des Randes geni~ge der 
Ungleichung 0 ~ k (s) ~ A .  Sei L der Um/ang und F der _Fl~icheninhalt yon K.  Die 
LSnge Ln  der ]convexen Hiille Hn  yon, n in K unabh~ingig und gleichverteilt gewdhlten 
Punlcten besitzt die mathematische Erwartung 

/"(2/3) (12 F)2/3 j l~a/a ds 
0 

(47) E (Ln) = L - -  12 n2/3 + 0 (n - l ) .  

Fi~r die mathematische Erwartung des Flgcheninhaltes Fn  von Hn gilt 

(48) E (-Fn) ~-- F - -  F (~-) (12 F)2/3 a(K) i o  ~ / s  + 0 (n - i )  

wobei a (K) nach (42) die dquia/fine Ldnge des Randes von K bedeutet. 

w 4. Bereehnung yon E(Ln) und E(Fn) fiir ein Quadrat 

Sei nun  K ein Quad ra t  mi t  der  Seitenls a. Den Koord ina tenursprung  legen 
wir in den Mi t te lpunkt  yon K und  die Nul l r ichtung T = 0 gehe yon 0 zu einer 
Sei tenmit te .  Wir  haben  wieder die In tegra le  (7) und  (9) auszuwerten.  Aus Symme-  
tr iegrfinden genfigt es, die In t eg ra t ion  fiber ~0 yon  0 bis ~/4  auszufi ihren und  ent-  
sprechend mi t  8 zu multiplizieren. F/Jr die In teg ra t ion  nach p unterscheiden wir 
zwei F&lle. 1. Die Gerade g (@, ~o) trifft  zwei gegenfiberliegende Seiten des Quadrates .  
Das  t r i t t  ein, wenn  

(49) 
a 

0 ~ p ~ P i  (q0) ~ -~ (cos ~ - -  sin 9) 

gilt. Ffir  1 nnd  ! ergibt  sieh 

a a s ap 
(50) t -= l (~ )  - cos ~ ,  ! = ! (P, 9)  - 2 oos v 

2. Die Gerade g (p, ~c) trifft  zwei aneinandergrenzende Seiten des Quadrates .  I n  
diesem Fall  ist 

(51) 
a 

Pl  (9) g P ~ P (~o) = -~ (cos ~o + sin 9)" 

Ferner  gilt 

p(~) - p (p(~) - p)~ 
(52) l : l(p, q)) - -  cos ~o sin ~o' ] : / ( i f '  Q~) ~--- 2 s-~-~-~-o~ " 

Auf  Grund dieser Fal lunterscheidung erscheinen die IntegrMe (7) und  (9) je tz t  als 
S u m m e n  

(53) E(Ln)  ", I i  + l z ,  E ( F n )  "~ J i  + J2 
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u n d  wi r  h a b e n  die fo lgenden  v i e r  Ausdr f i cke  a u s z u w e r t e n :  

=/4 ~1(~) 
4 ( n ) f  / ( 1  p In-2 dpdq~ 

(54) 11 - -  -~ 2 § a c - ~ s  ~/ cos4 ~ ' 
0 0 

~14 p(~) 
4 ('~) f 1 -- (p(~o) _p)2 ~n-2 (P(F) --P)4dpdF 

(55) I2  = 3 a 4 J 2 a 2 sin F cos F ] cos4 ~P sine F ' 
o p~(q0) 

(56) J1  --~ -~ (2  ( 1  ~ - a  cos F/ cosa~ ' 
0 0 

~14 p(F) 2(~)f f( (p(T)_p)2)n-2(p(cf)_p)4pdpdq~ 
(57) J2  ~-- ~ - ~  1 - -  2 a 2 sin ~ cos ~ cos 4 F sin 4 

0 ~1(~) 

W i r  b e g i n n e n  m i t  de r  B e r e c h n u n g  y o n  11. D u t c h  die S u b s t i t u t i o n  

(58) 

e rg ib t  sich 

(59) 

p ~ x a c o s  F 

:#4 

= c o ~  d~ + 0 (2-n) .  
0 

S u b s t i t u i e r e n  wi r  n u n  

(60) t g ~  = t 

so e r h a l t e n  wi r  11 in  e iner  F o r m ,  die  sich l e ich t  a b s c h ~ t z e n  lgBt. Es  r e su l t i e r t  

, o  
(61) z l  = T § o . 

N u n  b e r e c h n e n  wi r  12. D u r c h  die  S u b s t i t u t i o n  

(62) 
(p(~) _ p ) 2  x 

2 a 2 sin F cos F - -  -n- 

e rg ib t  sich 

(63) 25/2.a(n - 1 ) /  ~) -3 /2  2 x) n-2x3/2dx d~). 
12 - -  3 n3/2 (cos F sin 

0 

J e t z t  s u b s t i t u t i e r e n  wi r  

(64) n tg  ~ = z 

u n d  e rha l t en  

(65) 

f [1 + ~2\.2 zl2 

- o ~) x dxdz. 
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Wir  setzen 

Z 2 ]1/2 z 2 ~1/2 - -  1] -~" l (66) (1 § -~-~] =[(1 § ~-~7 

und zerlegen dadurch  das In tegra l  (65) in zwei Bestandteile. Durch  die Ersetzung 
z = n~ ergibt sich fiir den ersten Bestandtei l :  

1/i 
(67) 25/= .a(n_3 n - -  1) / +z3/=~-~ -- 1 

o 

wobei 

z12 

f (i ---~)'-=x=/=dxdz= V-~-aq § 
o 

1 
f (V1 + 7= - 1) (68 )  TaI2 d q 
J o 

ist. Ffir den zweiten Bestandtei l  erhalten wit  nach einigen elementaren Um- 
formungen 

!I/(-:) = "  (69) 2 5 / 2 . a ( n  - 1) 1 - -  n - U x a / 2 d x  za/2 2 . a  § O 
3 n  - -  3 " 

Aus (61), (67) und  (69) ergibt sich ffir die mathemat ische  Erwar tung  von L n  

a(2 -~ q_) V2 zr 
~ 

Zur  Berechnung yon  J1 ffihrt m a n  wieder die Transformat ionen (58) und  
danach (60) durch. Nach  einigen elementaren Rechnungen  erhglt man  

(71) J l = ~  + 0  

SchlieBlich mfissen wir noch das In tegra l  J2 berechnen. Die Subst i tut ion (62) 

fiihrt auf  J2 = R1 - -  R mit  

4a2(n  - 1) f cos~ + sin~ n-2 
(72 a) R1 ---- 3 n3/2 (sin 2 ~o)~/2 -- x 3/z d dc f ,  

o 
hi4 [(n tg ~)12 

(72b) R - -  3-n2 1 - -  7 )  x dx]  sin2~0 " 

Die Berechnung yon  R1 gelingt leicht dureh die SubstitutiOn (64). Es ergibt sich 

(73)  171 = ~ a § 0 . 

Ffir R erhalten wit dureh die Subst i tut ion 

(74) n t g ~  __ t 
2 



~ber die konvexe Hfi]le von n zuf~llig gew~hlten Punkten. I I  147 

den Ausdruek 

n/2 / t \ 
4 a2 (n - - 1 ) . /  ( / (  1 x)n-2 

(75) R = Un~ --  - -  x2 dx d_~. ) 
In tegr ieren  wir fiber x, so ergibt  sieh 

n/2 

(76) " - 3 ( .  + ,, f - -  -~ +o (~-). 
o 

Ffir die Berechnung des in (76) auf t re tenden Integra ls  benutzen  wir die Formel  

(77) 

Es  folgt 

(78) 

hi2 

o 

hierbei bedeute t  C die Eulersehe Kons tan te .  E r  ergibt  sieh 

2 a 2 8 a 2 1 n n  (1 )  
(79) J~ - - - -R  l - R =  3 3n ~-0 . 

Beachten  wit  die Formel  (70) und E (Fn) : J1 + J2,  so kSnnen wir die Ergebnisse 
dieses Pa rag raphen  in dem folgenden Satz zusammenfassen:  

Satz 2. I n  einem Quadrat K der Seitenliinge a bezeichne Hn die konvexe Hiille 
von n in K unabh~ingig und gleichverteilt gewghlten Punkten.  Fi~r die mathematische 
Erwartung des Um/anges Ln yon Hn gilt 

(8o) E(L.)=4~ ~ ( 2 - q ) ~  +o(~) 

wobei die Konstante q durch (68) gegeben ist. Fi~r die mathematische Erwartung des 
Fldcheninhaltes Fn  von Hn gilt 

3 n  ~ - 0  . 
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