UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK
A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, L

irta: RENYI ALFRED

Bevezetés

A matematika legtjabb fejl6désének egyik legjellemz6bb vondsa a diszkrét
modszerek fokozottabb elStérbe keriilése, és ezen beliil a kombinatorika renaissance-a.
Néhdny évtizeddel ezel6tt a kombinatorikdt a matematika 1ényegében lezdrt fejeze-
ténck tekintették. A fejlédés alaposan rdcafolt erre é€s — mint mdr annyiszor —
1jbdl megmutatta, hogy a tudomdnyban nincsenek €és nem lehetnek végleg lezdrt,
,elintézett” - fejezetek, problémakorok.

A kombinatorikai kutatds fellendiilésének okainak részletes vizsgdlatdba itt
nem bocsdtkozunk; csak megemlitjiik, hogy ebben jelentds szerepet jdtszottak a
kovetkezd koriilmények:

A) A nagysebességii elektronikus szdmoldgépek megjelenése, kiilonos tekin-
tettel arra, hogy ezek digitdlis (azaz diszkrét) miikodési gépek.

B) A matematikai moddszerek fokozottabb térhoditdsa 1) teriileteken, elsS-
sorban a k6zgazdasdgban, bioldgidban és mds tudomdnyokban, amelyek problémdi
dltaldban nem folytonos jellegiiek, gyakran vezetnek grdfelméleti (ldsd pl. [1], [2D)
és mas kombinatorikai kérdésekre.

C) Az informdcidelmélet kifejlédése, amely elsGsorban a diszkrét jeldtvitellel
miik6d6 hiraddstechnikai eljdrdsok problematikdjabdl fejlédott ki.

D) A matematikai statisztika bioldgiai, mez&gazdasagi, ipari stb. alkalmazdsai
is szdmos kombinatorikai problémdra vezettek, pl. a kisérletek tervezése (design
of experiments) terén.

E) A statisztikus fizika szdmos kombinatorikai problémat vetett fel. (L. pl.

(3], [41)

F) A valosziniiségszamitdsban még az eddiginél is nagyobb mértékben el6-
térbe keriiltek a kombinatorikus mddszerek. (Ldsd pl. [5].)

A kombinatorika megalapitdinak dltaldban LeiBNizet és PAscaLt szoktdk
tekinteni. LEIBNIZet a kombinatorikdhoz filozéfiai meggondoldsok vezették el,
mig PASCALTt valdsziniliségszamitdsi vizsgdlatai.

A kombinatorikdt ma dltalaban ugy szoktak definidlni, mint a véges halmazok
és azokon értelmezett fiiggvények elméletét. (L. pl. [6].) Ezen beliil is a kombinato-
rika elsGsorban az emlitett jellegli problémdkra vonatkozo leszamldldsi feladatokkal
foglalkozik. J. RIORDAN, a modern kombinatorikus analizisrél sz6lé nemrégiben
megjelent, kitlin6 konyvének [7] bevezetésében szintén a kombinatorikdnak ezt
a vondsdt emeli ki, mint legjellemzébbet.
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78 RENYI A,

A kombinatorika mai dlldsdra egyrészt a konkrét eredmények gazdagsdga,
madsrészt ezek egymdstol vald meglehetSs izoldltsdga, dltaldnos elméletek és mod-
szerek viszonylagos hidnya jellemzS6. A kombinatorika azonban szdmos ponton
kapcsolddik a matematika mds dgaihoz, pl. a valdszinliségszdmitdson kiviil, amelyet
mdr emlitettiink, a veges testek, véges geometridk elméletén dt az algebrdhoz és
a geometridhoz.

Kombinatorikus analizis alatt dltaldban az analizis mddszereinek a kombina-
torikdban valo alkalmazdsdt értik. Ebben az értelemben a kombinatorikus analizis
EULER és LArLACE munkdssdgdval kezd&dik és kdzéppontjdban a generdtorfiiggvény
fogalma 4ll. Helytelen volna azonban ugy tekinteni a kombinatorikus analizist,
mint amelyben sziikségképpen a kombinatorikus Gsszefliggések nyerése a cél és az -
analitikus modszer az eszkoz: gyakran ugyanis a ,,szereposztds” forditott, ameny-
nyiben az ilyen vizsgdlatok az analizis szdmadra is gylimolcs6zGek és 0j eredményekre
vezetnek.

A cikksorozattal, melyet e dolgozattal meginditunk, a kombinatorikus analizis
néhdny sokat igér$ ujabb mddszerére és eredményére kivdnjuk a kutatdk figyelmét
felhivni. Kiilonos figyelmet forditunk az olyan vizsgdlatokra, amelyek reményt
nyujtanak arra, hogy azokbol dltaldnos mdédszerek fognak kialakulni. E cikk-
sorozat jellegét illetSen tehdt els@sorban ismertetS jellegli, de emellett szdmos
uj eredményt (valamint ismert eredményekre \j bizonyitdsokat, ismert tételek dlta-
ldnositdsait stb.) is tartalmaz. Azok az eredmények (ill. bizonyitdsok), amelyeknél
mds forrdsra nem hivatkozunk, legjobb tudomdsunk szerint Gjak; hangsalyozzuk
azonban, hogy éppen azaltal, hogy a kombinatorika gazdag anyaga nincs ma még
kell6en rendszerezve, kiilondsen nehéz e téren megdllapitani egy Ujonnan talalt
OsszefiiggésrGl vagy bizonyitdsrol, hogy az valéban uj-e.

1.§. Véges halmazok particioi

Legyen H, egy n elemii halmaz (n=1, 2, ...). H, elemeirdl csak annyit tesziink
fel, hogy megkiilonboztethetSk és igy megszdmozhatdk. Az dltaldnossdg megszo-
ritasa nélkiil feltehetjiik tehdt (és a kovetkezGkben mindig fel is tessziik), hogy
H, elemei az 1,2, ..., n szamok. A H, halmaz egy particiéjdn H, elemeinek vala-
milyen modon osztdlyokba vald soroldsat értjik. Egy particiét leirhatunk agy,
hogy az egy osztdlyba tartozd elemeket tetszGleges sorrendben egy-egy zdrdjelbe
tessziik, és e zardjelbe zdrt osztdlyokat egymds mellé irjuk ugy, hogy a nagyobb
elemszamu osztdlyok megel6zik a kisebb elemszdmu osztdlyokat. Pl. Hs azon
particidjdt, amelynél a pdros €s a pdratlan szdmok egy-egy osztdlyt alkotnak, a
kovetkezGképpen jeldljiik: (1, 3, 5) (2, 4). Nyilvdn (5, 1, 3) (4, 2) ugyanazt a parti-
ciot jeloli. Egy particié ilyen felirdsat zdrdjeles normdl alaknak nevezziik.

Minden particiot egy ekvivalencia reldcié (egy szimmetrikus reflexiv €s tran-
zitiv reldcid) értelmez és megforditva, minden particié definidl egy ilyen reldciot.
Egy lehetséges mod egy particid jellemzésére a kovetkezS: minden a H, halmazon
értelmezett f fliggvény egyértelmiien definidlja H, egy particidjdt, oly médon, hogy
egy osztdlyba soroljuk H, azon elemeit, amelyeken az f figgvény ugyanazt az ér-
téket veszi fel. Két particiét azonosnak tekintiink, ha azokat ugyanaz az ekviva-
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lencia-reldcié értelmezi.! Két a H, halmazon értelmezett fiiggvény, f és g akkor
és csak akkor értelmezi ugyanazt a particiot, ha H, barmely x és y elemére f(x) =f(»)
akkor és csak akkor dll fenn, ha g(x)=g(y), azaz ha megadhaté olyan 4 fligg-
vény, hogy h(f(x)) -g(x) é h egyréti, azaz kiilonbdz8 helyeken kiilonbozd
értékeket vesz fel, tehdt 4 az f értékkészletének g értékkészletére vald kolcsondsen
egyértelmil leképezését 1étesiti.

Jelolje T, (n=1,2,...) a H, halmaz 6sszes (kiilonb6z8) particidinak szdmadt;
teljes felsoroldssal beldthatjuk, hogy 7y =1, T,=2, T3;=5, T,=15. Pl. H, Gsszes.
particiér a kovetkez8k: ‘

ORI RN 12) 3) ¥ (12) (34) (123) 4) (1234)
(13) @) 4 (13) 24) (124) (3)
(14) ) (3) (14) (23) (134) (2)
23) (1) (4 (234) (1)
24) (1) 3)
34) (1) @
Az els6 kérdés, amivel foglalkozni kivdnunk, a 7, szdmsorozat meghatdrozdsa.

Célszerii lesz T,-et n=0-ra is definidlni, oly médon, hogy T, =1. Ez esetben fenn-
all a kovetkezd jol ismert, érdekes formula a T, sorozat tn. exponencidlis generdtor-

oo

iiggrényére, vagyis a T(x)= 2

n=0

n

n!

fliggvényre:

(1. 1) T(x) = ee*~1.

Az (1. 1) formula bizonyitdsdra szamos mod kindlkozik; ezek koziil itt csak négyet
ismertetiink.

a) (1. 1) bizonyitasa a T, sorozatra vonatkozé rekurziv reldciobol.

Konnyen belathatd, hogy fenndll a kovetkezd Osszefiiggés:

(1.2) Tpey = Z(Z]T =2 [Z]Tk.

(1. 2) abbol kovetkezik, hogy H, ., Osszes particioit osztalyozhatjuk elGszor aszerint,

! Egy nelemil véges halmaz particioi nem tévesztendOk Ossze az n szdm particidival. Pl ha
n=3, a H:={l, 2,3} halmaznak 5 particiéja van, mégpedig

H@A)
(12)(3)
13)(2)
(23)(1)
(123)

mig a 3 szdmnak csak 3 particidja van: 3=1+14+1=2+1=3. A Kkillonbség onnan szidrmazik,
hogy H. elemeit megkiilonboztethetOnek tekintjiik és igy az a particid, amelynél a 3 elemet egy
kételemii €s egy egyelemii osztalyra bontjuk, hiaromtéleképpen valdsithaté meg. Bar a szdmok
particidinak vizsgalata is érdekes kombinatorikai kérdésekre vezet, mégis inkabb a szdmelméletbe
tartozik, mint a kombinatorikaba.
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hogy az n+1 szdm hdny mds szdmmal van egy osztdlyban; ha ez a szdm k, és &
értékét rogrzityiik, az igy kivdlasztott particiokat osztdlyozhatjuk aszerint, hogy
melyik ez a k szdm (az 1, 2, ..., n szdmok koziil), és ha ezeket is rogzitettiik, nyilvdn
annyi ilyen particié adhaté meg, ahdny particidja van a toébbi n—k szdmnak.

AN

) , .. X , .
Marmost (1. 2) mindkét oldaldt — -sal szorozva és n=0, 1, 2, ... -re Osszegezve

n!
adddik a
(1. 3) T (x)=¢e*-T(x) ‘
differencidlegyenlet, amelyet megoldva és figyelembe véve a T(0)=1 kezddfeltételt,
adddik (1. 1). .

Ez az (1. 1) relacid legismertebb bizonyitdsa.?
b) (1. 1) bizonyitasa T, explicit képlete alapjdn.

Emlitettiik, hogy egy particio sokféleképpen irhaté fel zdrdjeles normal alak-
ban. Pl. H, azon particidja, amelynél 1 és 3 egy osztdlyban vannak, a 2 és 4 egyediil
egy-egy osztdlyt alkotnak, a kovetkez6 4-féle mddon irhatd fel zdrdjeles normdl

alakban:
(1,3) 2) @)
(1,3) 4 )
3, 1) (2) @
(3, 1) 4) (2).
Altaldban, ha H, egy n particidja /, darab k elemi osztalybol alk=1,2,.
Zklk—n) akkor m nyilvdn 111 2Vz pt L) [ 1= k”1 ke ] 1- felekeppen

1rhato fel zardjeles normal alakban. Ha egy ilyen felirdsbél a zdrdjeleket elhagyjuk,
az 1, 2, ..., n szdmok egy permutdcidjdt nyerjiik. Kénnyen beldthatd, hogy eziton
az 1,2, ..., n szdmok minden permutdcidja H, egy és csak egy olyan particiéjabol
jon létre, amely /, darab k elemii osztdlyt tartalmaz. Ily médon H, azon particidi-

!
nak szama, amelyek /, darab k elemii osztdlyt tartalmaznak, nyilvin— "
" J] k!
K=1
- és igy
' n!
(1. 4) T, = Z —_—
55 ki ]] Kt ]!
(1. 4) mindkét oldal4t g—!-sal szorozva €s n-re 0-tél oo-ig Osszegezve kapjuk, hogy
x|
{6
(1.9 T = [I|2 = e = e,
k=1 \ii=o [! k=1 .

amivel (1. 1) egy Gjabb bizonyitdsdt nyertiik.
2 L. pl. [8], 1. fej. 8/c. példa, 30. o.
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MegjegyzendS, hogy az (1. 4) ,.explicit” képlet nagy n-re nem alkalmas T,
tényleges kiszdmitdsdra; e célra az (1. 2) rekurzié sokkal jobban haszndlhatd.

¢) (1. 1) bizonyitasa Gian-Carlo Rota® funkciondl-mddszerével.

Jelolje @(u, n) az Osszes olyan f(x) fiiggvények halmazdt, amelyek a H, hal-
mazon vannak értelmezve és értékkészietik a H,={l,2, ..., u} halmaz. ®(u, n)
elemeinek szdma nyilvdn «". Bdrmely f¢ ¢(u, n) meghatdrozza H, egy particidjdt;
megforditva, ha = a H, halmaz egy tetszGleges particidja €s n osztdlydnak szdmadt
N(n)-vel jeloljik, tgy m-hez wu(u—1)...(u—N(n)+1) szdmu fiiggvény tartozik
@ (u, n)-bdl. Ilyen modon, ha 7, jeloli H, 6sszes particidinak halmazat,

(1. 6) = D u(u—1)...(u—N(m)+1).

nelly,
Az (1. 6) reldcio u minden pozitiv egész értékére fenndll; ebbbl azonban mdr kovet-
kezik, hogy az (1. 6) bal és jobb oldaldn éllé u-ban n-edfoku polinomok azonosak,
tehdt (1. 6) » minden valds (s6t komplex) értékére is teljesiil. Definidljuk most az
L(P) linedris funkciondlt az u vadltozé Osszes polinomjainak halmazdn (vektor-
terén) oly mdédon, hogy

L()=1, L(u@u—1)...(u—k+1) =1 ha k=12, ...

Ezen feltételek dltal az L funkciondl egyértelmiien definidlva van, hiszen minden
P(u) n-edfoki polinom elGdllithato

1.7 Pu) = co+eciutcyuu—D+...4+cuu—1)...(u—n+1)

(un. Newrton-sor?) alakban és igy a feltételeink szerint

(1.8) L(P)) = k;"; &
Madrmost (1. 6) szerint
(1.9) LuM=T,.

Tehdt 7, nem mds, mint az L funkciondl értéke az u" egytagi polinomra.
Ebbdl elGszor is adddik T,-re egy ujabb explicit képlet. Ugyanis az " polinom
Newton-sora jol ismert:

(1. 10) W= 3 S u(u—1)...(u—r+1),

ahol az S(n, r) szamok az Gn. mdsodfaji Stirling-szamok® (1. pl. [11], 168. 0.) és

3 Lasd [9]. E dolgozat 32 dolgozatot sorol fel, melyek a 7, szamsorozattal foglalkoznak.
1
4 L. pl. {10], II. k&tet 12, o. (1.7)-ben = 4% £(0), k=0,1,...,n.
1 . .
=—'[A’x"]x=o, ahol 4 a differencia-operator: 4 P(x)=P(x+1)-—-P(x). Megjegyzendd, hogy
r

a Af(x)=f(x+1)—f(x) operator segitségével az L funkcionil az L(P)=[e¢?P] alakban irhatd
fel. Mivel, mint ismeretes, a 4 operator a Df(x)=f"(x) differencidloperatorral 4=¢”—1 alakban

fejezhetd ki (1. pl. [11], 13. 0.), tehat az L funkcional L(P):[e"u_lll’],c=o alakban is kifejezhetd.

6 / MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)



82 RENYI A.

igy (1.8) és (1.9) szerint
(1.11) T, =

r

(W

S(n, r).

1

(1. 9) alapjan az (1. 1) osszefiiggés a kovetkezGképpen vezethetS le. Terjessziik ki
az L funkciondl értelmezését az Osszes olyan g(u) egész fiiggvényekre, amelyekre
ez lehetséges®, a linearitds meglrzésével, vagyis ha

g(u) = S'anu” akkor legyen L(g(u)) = janTn,
n=0 n=0

feltéve, hogy e sor abszolut konvergens. Akkor

u.‘l x'l
!

- ] = L(e*) = L((1+(e"— D)) =

(1. 12a) T(x) = L _Z:

_ L[Z’nu(u—l)...(u—k—i—l)(ex_l)k]’

k=0 k !
tehat

(1. 12b) Ty = >0 ey

amivel (1.1) egy tjabb igazoldsdt nyertiik.?

d) (1. 1) bizonyitdsa a mdsodfaju Stirling-szdmok generdtorfiiggvénye segitsé-
gével.

¢ Koénnyen belathatd, hogy L ily mdodon az Osszes exponencidlis tipusti egész fliggvényekre
kiterjeszthetd.

7 Az (1.12)-ben szerepld formalis miiveletek jogosultsagat a kovetkezOképpen lehet beldtni
az L funkcional egész fiiggvényekre valo kiterjesztése nélkiil: Az

< —D.(u—k+1
(%) == 3 u )kf" D ey

azonossagbol kovetkezik, hogy x" egylitthatdja (*) bal és jobb oldaldn ugyanaz, tehat

u" = —D...(u—-k+1 1
(5 ) W FueeDook+h o 1
n! k=0 k! K 11| lz!...lk!
i§1h=”
Li=1

Alkalmazva (% % )-ra (amelynek mindkét oldalan «-nak egy polinomja 4all) az L funkcionalt, adodik

T, c 1
(o 0) LIS R g
n! k=0 k! x IV LG
ié‘ll =n
=1

Mirmost a (* * %) azonossdgot beszorozva x"-al és Gsszegezve n szerint adodik T(x)=ee*-1.
E bizonyitds soran az L funkcionalt csak polinomokra alkalmaztuk. E bizonyitis megmutatja
egyben a Rota-féle bizonyitds kapcsolatat a b) alatti bizonyitassal is.
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(1. 10) u-val vald beszorzdsdval adodik
n+1 n
wtl = > S+, nu@—1D...(u—=r+1)=u D S, nu(@—1)...(u—r+1)
r=1 r=1
és igy egyiitthato-Osszehasonlitdssal kapjuk az
(1. 13) Sn+1,r)y = S, r—1)+rSn,r) (r=1,...,n+1)

rekurziv Osszefiiggést, ahol S(n, 0) alatt 0 értend§, ha n=1 azonban S(0,0)=1.
(1. 13)-bdl viszont, bevezetve a

o S(n, r)x"

(1.14) a,(x):n=0 p r=12,..)

jelolést, adddik

(1. 15) o,(x) = o,_1(X)+ro(x) (r=1,2,..).

Mivel nyilvdnvaldan oo(x) =1 és 6,(0) =0, ha r=1, tehdt indukciéval adédik
(1. 16) o,(x )—E}?«D—r r=0,1,...).

Madrmost (1. 11) szerint (figyelembe véve, hogy S(n,r)=0 ha r=>n),

;:;O' (x) — rg_@ — ee"—l’

amivel (1. 1) egy negyedik bizonyitdsdt nyertiik.

A masodfaju Stirling-szamoknak egyébként egyszerili kézvetlen kombinatorikai
jelentése is van: S(n, r) jelenti egy n elemii halmaz Gsszes olyan particidinak a szdmdt,
amelyek pontosan r osztdlybdl dllnak. Ez legegyszeriibben (1. 13) segitségével ldt-
haté be indukcidval. Ha ugyanis T(n, r) jeloli a H, halmaz &sszes olyan particidi-
nak szamdt, amelyek pontosan r osztdllyal birnak, akkor T(n, r)-re nyilvdn fenn-
all, hogy

(1. 17) Tn+1,r)y = Tn,r—1)+rT(n,r),

hiszen H,,,r osztdlybol dll6 particiéi két tipusba oszthatdk: azok, amelyekben
az n+ l-edik elem egyediil alkot egy osztilyt — ezek szdma T(n, r —1) — és azok,
amelyekben az n+ 1-edik elem nem egyediil alkot egy osztdlyt; ez utébbiakat azon-
ban ugy nyerjiik, hogy H, tetszGleges r osztdlybdl dll6 particidjat véve, n+ 1-et
az r osztdly valamelyikéhez csatoljuk €s igy az utdbbiak szdma rT(n, r). Mdrmost
(1. 13)-bdl és (1. 17)-b6l kovetkezik, hogy ha T(n,r)=S(n,r) adott n-re és ez
r=1,2,...,nre, akkor Tn+1,r) = S(r+1,r) r=1,2, ..., n+ l-re. Mivel azon-
ban nyilvdan S(1, 1)=1¢és T(1, 1)=1 kovetkezik, hogy minden n-re és r-re S(n, r)=
=T(n,r). MegjegyzendS, hogy (1.16) is levezethet§ a Rota-féle modszerrel, a
kovetkezGképpen. Legyen L, az a pohnomokon értelmezett linedris funkcionadl,
amelyre L, (u(u—1).. (u—r+1)) =1 é L (u(u—1).. (u—j+l)) =0, ha j=r.
Akkor nyilvdn

(1. 18) S, r)=L,(u")

oo
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és igy
(1.19) Z’w — L(e") = Lr[Z u(u—l).}.!(u—j+l) (e"—])f) :(ex_l)r.

n=0 J=0 r!

Végil a masodfaju Stirling-szamokra explicit képlet is megadhaté (1. 4) min-
tdjdra:
!
(1.20) S, = > —”—
T kle=n [ k'l
1 k=1

k

he=r
1

il M=

k

Nyilvdn (1.20)-bdl r szerinti Osszegezéssel adddik (1. 4).

Természetesen (1. 16) is levezethetd (1. 20)-bol.

A mdsodfaja Stirling-szdmokra (1. 2) bizonyitdsdhoz hasonlé meggondolds-
sal adodik a

n

(1.21) Sn+1,r) = Z(;]S(n—j,r—l)

j=0

rekurzio. Ebbdl ujabb bizonyitdst nyerhetiink (1. 16)-ra, ugyanis (1. 21)-b8l adédik
o (x)-re az (1. 15)-t8l kiilonbozo

(1.22) o, (x)=0,4(x)e (r=12,..)

differencidlegyenlet-rendszer és (1. 22)-bdl indukcidval kdvetkezik (1. 16).

Vizsgdljuk most H, azon particidinak szdmdt, amelyeknél az osztdlyok szdma
a C halmazba esik, ahol C a természetes szdmok tetszGleges részhalmaza. Ha e
particiék szdmat S(n, [C])-vel jeloljiik, akkor nyilvdn

S, [C) = 2 S(n, 1)
reC

o S(n, [C)x" e*— 1Y
123 ooy = > 2T S 2T
n=0 n. recC ri
Specidlisan, ha C=Z,, a pdratlan szdmok halmaza, ill. C=Z, a pdros szimok
halmaza

(1 . 24) O'[ZI](x) = Sh(ex - l), ll]. U[zo](x) e Ch(ex - 1)
és igy
(1. 25) a[zo](X)_O'[z,‘](x) = e—(ex_l).

Megjegyzendd, hogy az (1. 1) és (1. 25) osszefiiggésekbdl érdekes sorok addd-

nak az e, ill. %szémokra. Ugyanis (1. 1)-bdl

=

(1.26) Tee= 2 n=12..)
k=01 .

X
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és hasonloképpen (1. 25)-bsl

D() _ 5 (DK |

(1.27) e = 2R (n=12..),

ahol D(n) jeléli a H, halmaz pdros szdmu osztdlybdl dllé particioi szamdnak és

pdratlan szdmu osztdlybdl 4llé particidl szamdnak a kiilonbségét. Az (1. 26) sorok
elszér G. DoBINSKI [12] dolgozataban szerepelnek tole fiiggetleniil RApos Gusz-

TAV [13] is beblzonyltotta, hogy a 2 sor 0Osszege e egé€szszamu tGbbszorose.

. k n
Az (1. 27) képlet, illetve az a megjegyzés, hogy a 2 ( k3
k=0

szdmu tObbszordse, tudomdsunk szerint nem volt eddig ismeretes.
Az (1.26) képlet még tovdabb dltaldnosithaté. Ugyanis nyilvanvaléan

s 1 14
sor Gsszege — egész-

(1.28) Zk(k D.. (k—n+1)2 =e=eL(u@@—1)...(u—n+1))

k! n)'
n=0,1,...).
Tehdt, ha Q(u) tetszlleges polinom, akkor (ldsd [9])
k
(1.29) eL(Q(w) = kZ'O o)
fgy tehdt, ha Q(u) tetszleges egész egyiitthatés polinom, tigy a Z (k) sor

Osszege e-nek egész szamu t6bbszorose. Hasonloképpen aItalanosnhato (1 27) is.
Ugyanis

s (=D k(k—1)...(k—n+1)) (=1 (="
(1.30) go k! Z(k - e

I l)"L(u(u—l) (u—n+1))

és igy, ha Q(u) tetszbleges polinom, Q) = > c,u(u—1)...(u—n+1).

n=

(1.31) > CDoW _ 1) gvw),

k=0
N .
ahol O*(u) = > (—D)'c,u(u—1)...(u—n+1). Igy tehdt, ha Q(u) tetsz8leges egész
n=0

egylitthatds polinom, az (1. 31) bal oldaldn 4116 sor Osszege ;-nek egész szamu

tobbszorése. Nyilvdn

1.3)  L@'W) = 3 (-1ye, = [2ELC ] = [e=4Qlu-o.
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2.§. Véges halmaz particiéi az osztilyok elemszimara
vonatkozo korlitozas mellett

Legyen A pozitiv egész szamok egy tetszGleges halmaza. Jelolje T,(4) a H,
halmaz Osszes olyan particidinak szdmadt, amelynél minden osztdly elemeinek szdma
A-ba tartozik.

Be fogjuk bizonyitani (1. 1) dltaldnositdsaként, hogy

@1 1) = 31X - oo, g
n=0 .
ahol
x*
Ax) = D =
©=27

Mind a négy, az els6 §-ban kozolt, (1. 1)-re adott bizonyitds megfeleld vdltoztata-
sokkal alkalmas (2. 1) bizonyitdsdra is.

a) (2. 1) bizonyitasa a T A)-ra vonatkozo rekurzié alapjan.

Konnyen beldthaté, hogy fenndll a
7 n
2.2) Toa(d) = 2, [ k] To-i(4)

+1€cA

rekurzid; ebbdl
(2.3) T4(x)=T4(x)- A'(x)

és igy, figyelembe véve, hogy T,(0)=1, adddik (2.1).
b) (2. 1) bizonyitasa T,(A) explicit képlete alapjin.
(1. 4)-hez hasonldéan beldthatd, hogy

n!
2.4) T4 = 2 —
X kb=n [[ kV=1!
k=1 k=1
kecA ked
és ebbdl
xk i
- [
2.5) Tux) = [] | 2 | = e'®.
kealizo !

¢) (2. 1) bizonyitdsa Rota funkciondl-médszerével. -

Jelolje ¢ 4(u, n) a H, halmazon értelmezett Gsszes olyan f(x) fiiggvények szdmadt,
amelyek értékkészlete a H,={l,2, ..., u} halmaz és amelyek minden x értéket
(x=1,2, ...,u), amelyet ténylegesen felvesznek, k,-szer vesznek fel, ahol k,€A.
Ez esetben nyilvan fenndll a
2. 6) Oun+)=u D [”J & (u—1,n—k)

_ kiTea\k
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rekurzié és igy, bevezetve a

@)  paw = > 2alDY
jelolést,

@ 8) W) ypatu—1, %) 43,
Mivel

(2.9 P4l x) = A(x)+ 1,
tehdt indukcidval kovetkezik

(2. 10) @ 4(u, x) = (A(x)+1)"

Madsrészt nyilvan, ha I7,(A4) jeloli H, 6sszes olyan particidinak halmazat, ame-
lyeknél az osztdlyok elemszdmai mind A-ba esnek,

(2.11) P (u,n)= 2 u—1)...(u—N(n)+1),
7€ TTn(A)

tehdt ha L ugyanazt a funkciondlt jelenti, mint az 1. §-ban, akkor

(2. 12) T,(A) = L(D «(u, n)).
Ennélfogva
(2.13) T.(x) = ;;I%;)x— =L [;Zo x—(p;‘#—")—] =L((1+Ax)") =

_ L(Z‘“v u(u——l)...(u~k+l) (A(x ))k} Z(A(x)) o),

k=0 k!

d) (2. 1) bizonyitisa az dltalanositott mdsodfaji Stirling-szdmok segitségével.

Jelolje S(n, r, A) a H, halmaz azon particidinak szdmdt, amelyek r osztdly-
bdl dllnak és minden osztdly elemszdma A-ba tartozik. Az S(n,r, A) (n=1,2,...)
szamsorozat generatorfiiggvényének meghatdrozdasdhoz az el6z6 §-ban bevezetett
L, funkciondlt haszndljuk. Kiindulva 1jbol a (2. 11) azonossdgbdl, kapjuk, hogy

(2. 14) S(n, r, A) =L, 4(u, n))
és igy
e19  ama= 35CRD g (@ aey) = 28

Az S(n, r, A) szdmokat az A halmaz mdsodfaji Stirling-szdmainak nevezziik. E szd-
mokat tudomdsunk szerint eddig nem vizsgdltdk, annak ellenére, hogy ezek a mdsod-
faja Stirling-szamok természetes altaldnositdsai. Természetesen fenndll a

@. 16) S S(n, r, d) = T, (A)
. 2
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azonossdg, tovdbbd a

2.17) _ZI'S(u, ro Au(u—1)...(u—r+1) = ®,(u, n)
Osszefiiggés, és a
]

(2.18) St r, ) = 2 =

3 kle=n JJ kU1

k=1 k=1

k€A k€A

2 hk=r
k=1
kA

explicit képlet.

Az A halmazra vonatkozé mdsodfaju Stirling-szamokra nem dltaldnosithaté
az (1. 13) rekurzid, azonban az (1. 21) rekurzié analogonja érvényes és a kovetkezs-
képpen irhato fel:

@.19) S+l dy= 2 [n,,S(n—j, r—1, A).

j+itealJ
Ezen rekurzié segitségével e szdmok » és r kis értékeire meghatdrozhatdk. (2. 19)-
b6l egy Gjabb bizonyitdst nyerhetiink (2. 15)-re, ugyanis (2. 19)-bsl

(2' 20) O': (x’ A) = A,(X)O',._ l(xs A)

és ebbdl (2. 15) indukcidval kovetkezik.
FErdemes megvizsgdlni a kovetkez$ példdt: Legyen 4 =Z, a pératlan szimok
halmaza, akkor A(x)=sh x és igy, bevezetve a T (Z,)=0Q, és S(n,r, Z,)=0Q(n, r)

jeloléseket, .
(2.21) 2> —an‘" = ethx,
n=0 .
valamint
< O, x" (shx) .
(2.22) =20 o=t r=12,..

Utobbi Gsszefliggésbdl sorbafejtéssel és egylitthato-Osszehasonlitdssal kapjuk, hogy

1 S{r) o .. .
(2.23) Q1) = 5— 2 | .| @—rr(=1y-i.
27er! j=o \J
A Q(n,r) és Q, szdmokat r=n=7-re a kovetkez$ tdbldzat adja meg:
N\ r
7\ 1 2 3 4 5 6 7 On
1 $1 0 0 0 0 0 O 1
2{0 1 0 0 0 0 O 1
3 1 0 1 0 O O O 1
4 0 4 0 1 0 0 O 5
5 1 010 0 1 O O 12
6 |0 16 0 20 0 1 O 37
7 1 091 O0 3 0 1 128
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3

A Q, szamsorozatra érvényes a kovetkezé rekurzid:

3]

Qn+1 = ZT [zr;] Qn—2k>

k=0

amelybdl (2. 21) koézvetleniil is levezethetd. Q(n, r) nyilvdnvaldan csak akkor kiilon-
bozhet 0-t6l, ha n és r megegyez$ paritasuak.

3.8. Véges halmaz particiéi mas korlitozasok mellett

Legyen B a természetes szdmok egy tetszSleges halmaza. Jeldlje U, (B) a H,.
halmaz Gsszes olyan particidinak szdmadt, amelynél barmely k-ra a k elemi osztd--
lyok szdma B-be tartozik.

Be fogjuk bizonyitani, hogy

3. 1) Up) = > L(j)x" - kﬁlB [ng}
ahol
3.2) By =2

l¢B !

(3. 1)-et legegyszeriibben U,(B) explicit képlete alapjan bizonyithatjuk be. (2. 4)--
hez hasonldan beldthato, hogy

n!
(3.3) UB)= 2 —
T kle=n [] k!-1!
k=1 k=1
h.eB

(3. 3)-bdl (3. 1) kozvetleniil kdvetkezik.

Legyen most A és B természetes szamok két halmaza és jeldlje 7,(4, B) a H,
halmaz azon particiéinak szdmdt, amelyeknél minden osztdly elemszdma A-hoz
tartozik és minden k€ A-ra a particid k elemii osztdlyainak szdma B-be tartozik..
(2. 4) és (3.2) dltaldnositdsaként adodik, hogy

!
(3.4) T(A4,B)= 25 —
)E’ kle=n Hk!l"'[k!

k=1 k=1

k€A kcA

eB lkeB
és ebbdl

v T,(4, B)x" x*

(3.5) T(x,A,B):n;O'——(—'T)—:kgB[k!],.

ahol B(y) jelentése ugyanaz, mint (3. 2)-ben.
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Végiil, ha S(n, r, A, B) jeloli H, azon particidinak szdmadt, amelyek r osztdly-
bdl dllnak, minden osztdly elemszdma az 4 halmazba tartozik és minden k€ A-ra
a k elemii osztdlyok szdma B-be tartozik, akkor

!
(3.6) S(n,r,A,B) = > .
5 h=r, 5 khe=n [ KUk
k=1 k=1 k=1
keA, IkeB
és igy ‘
- B
G.7 o.(x, 4, B) = > S ’,nf'i, )x
n=0 .
P’
egyenlé [[ B (w_') -ban w" egyiitthatéjdval.
kea (k!

4.§. A misodfaja Stirling-szimok egy masik kombinatorikai értelmezése

Vizsgdljuk a kovetkezd kérdést: hdny olyan n-edrendd varidcié adhaté meg
k kilonboz6 elembdl (ezekrSl az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy az 1,2, ..., k szdmok), amelyben mind a k elem legaldbb egyszer eléfordul.
E szamot jeloljik V(n, k)-val.

Legyen (x,, x,, ..., X,) egy a kivant tulajdonsdggal biré varidcid, azaz x; az
1, 2, ..., k szdmok valamelyikével egyenl6 (i=1, 2, ..., n) és az x,, x,, ..., X, szdm-
sorozatban az 1, 2, ..., k szamok mindegyike legaldbb egyszer el6fordul. Minden
ilyen sorozathoz egyértelmiien hozzdrendelhets az 1, 2, ..., n szdmok egy k osztdly-
bol dllé particidja, ti. az, amelynél akkor és csak akkor soroljuk egy osztdlyba
az i €és j szdmot, ha x;=x;. Nyilvdnvalo, hogy ily mddon az 1, 2, ..., n szdmok
minden egyes k osztdlyu particidjdt k!-szor kapjuk meg, mivel az 1, 2, ..., k szdmok
€s a particid osztdlyai kozott k!-féleképpen adhaté meg egyértelmii megfeleitetés.
Ennélfogva
4.1 V(n, k) =k!S(n, k).

Ezzel a mdsodfaju Stirling-szamok egy, az el6z6ekben tdrgyalttol eltér6 kombina-
torikai értelmezéséhez jutottunk el. (Megjegyzends, hogy a mdsodfaja Stirling-
szamokat dltaldban ezen értelmezés kapcsdn szoktdk bevezetni; ldsd pl. [11]). A (4. 1)
Osszefliggésbdl egy ujabb explicit képletet nyerhetiink a mdsodfaju Stirling-sza-
mokra. Ugyanis V(n, k) kiszamithato ,,szitdldssal”, azaz a jol ismert logikai formu-
ldval: (ldsd pl. [14]).

A széban forgd varidciok szdmdt megkaphatjuk 1gy, hogy az 1,2, ...k,
elemek Osszes n-edosztaly variacidinak szamabdl levonjuk azok szimat, amelyek-
ben a j szam nem fordul el§ (j=1, 2,..., k), ehhez hozzdadjuk a kétszer levontak
szamat, s.i.t. lgy nyerjiik a

@.2) V) = 2 1y [’J‘] (k=)

képletet és ebbdl az )

@.3) S k) = 7p 2 -1y ["] (k—j)"
- Jj=0 J
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képletet. (4. 3)-bol leolvashatd, hogy

an [1 & k) e
4. 4) S(n, k)=71x—”[ﬂjé;(—l) (j]e(" >==L=
és igy
S Smk) , 1 < ) e (E—1)F

vagyis ezuton is eljuthatunk a madsodfaju Stirling-szdimok generdtorfiiggvényének
(1. 16) képletéhez. Megforditva, (4. 3) levezethet6 kombinatorikai meggondoldsok
nélkiil, tisztdn analitikusan (4. 5)-b6l. Megjegyzends, hogy (4. 5)-bSl S(n, k)-ra a
kévetkez8 explicit képletet nyerjiik:

1 n!
(4.6) S(n:k)_ﬁré r1!r2!...rk!.
Zr,-:n

A (4. 6) képlet csak jelolésben kiilonbozik az (1. 20) képlettSl és kozvetleniil nyer-
het6 az utdbbibdl is.

Természetesen az dltaldnositott mdsodfaju Stirling-szimok is értelmezhet6k
bizonyos korldtozdsoknak eleget tevs varidciok szamaként. Ugyanis, ha V(n, k, A)
jeloli az 1, 2, ..., kK szamokbodl képezhetS azon n-ed osztdlyd varidcidk szdmdt, ame-
lyekben az 1, 2, ..., k szdimok mindegyikének el6forduldsainak szdma a pozitiv egész
szdmok egy megadott 4 részhalmazdba esik, akkor

@.7) Vin, k, A)=k!S(n, k, A).

5.§. Fakra vonatkoz6 kombinatorikai problémak

Grdfon a kovetkez6kben mindig irdnyitatlan, tobbszords élek és hurkok nél-
kiili grafot értiink.® Egy grdfot sz6gpontjainak és éleinek megaddsdval definidlunk.
Ha a G graf sz6gpontjainak halmaza a H,={l, 2, ..., n} halmaz, a G grif egyér-
telmien jellemezhet§ élei halmazdval, amely a H, halmazbdl képezett (i,))
(1=i<j=n) szdmpdrok H!?» halmazdnak egy tetszGleges részhalmaza lehet. Az
(i, j) éIr6l azt mondjuk, hogy az i és j (ill. a j és i) szogpontokat k&ti Ossze; az (i, j)
élt az i (vagy j) pontbdl kiinduld élnek is fogjuk nevezni. Egy G graf sz6gpontjai-
nak szamat N(G)-vel, éleinek szdmdt E(G)-vel fogjuk jeldlni. A grédfokra vonatkozd
kombinatorikai leszamldldsi problémdknal kétféle kérdésfeltevés lehetséges. A graf
pontjait tekinthetjiik megkiilonboztethetének, vagy megkiilonbézhetetlennek. Az
elsé esetben a graf pontjait megszamozhatjuk, ezért az els6 tipusu problémdk ese-
tében szdmozott szogpontu grafokrol beszéliink. Az ellenkez§ esetben szdmozatlan
sz0gpontu, vagy topoldgiai grafokrél beszéliink. Lényegében arrdl van itt sz,
hogy mikor tekintiink két grdfot azonosnak. Amikor szamozott szogponti grafok-
rol beszéliink, a G és G’ grafokat akkor tekintjiik azonosnak, ha ugyanannyi szog-
pontbdl dllnak, szégpontjaik meg vannak szdmozva, két szOgpont akkor és csak

8 A grafelmélet alapfogalmaira vonatkozolag 1. [15], [16] és [1].
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akkor van G-ben OsszekGtve, ha a megfelel6 sorszamu szégpontok G’-ben Ossze:
vannak kotve. Az ellenkezd esetben akkor tekintjiik a G és G’ (szdmozatlan szog-
pontit) grafokat azonosnak, ha megadhatd szogpontjaik kozott egy olyan koleso-
nosen egyértelmli leképezés, hogy két szogpont G-ben akkor és csak akkor van
Osszekotve, ha a leképezésnél nekik megfelelé pontok G’-ben 6ssze vannak kotve.
Pl. az 1. dbrdn ldthaté G és G’ griafok mint szdmozott szégponti grafok kiilonbo-
zG8ek, de mint topoldgiai grafok azonosak, mig a G és G” grifok mint szdmozott
szogponti grafok is azonosak.

7 2 1 2 1

, " 4
4 o5 3 4 5 3 2 G

1. dbra

Mi itt csak szdmozott szogpontu grdfokkal foglaikozunk.

Umak nevezziik egy G grdf pontjainak és éleinek egy olyan P,e, P, e, ...
... P,e, P, ., sorozatat (k=1,2,...), hogy Py, P, ..., P, a G graf kiilonb6z8
pontjai és e; a G grdf €le, amely a P; és P;,, pontokat kéti dssze (j=1, 2, ..., k).
Egy ut hossza alatt éleinek szdmdt értjiik, tehdt a Pie, ... e, Py, 0t hossza k.

Kornek nevezziik a G graf pontjainak és éleinek egy olyan P,e P,e, ... Pe
sorozatdt (k=3,4,...), hogy P, P,, ..., P, a G grédf kiilonb6z8 pontjai, e¢; a G
graf €le, amely a P; és P;,; pontokat koti Ossze (j=1,2,...,k—1) és ¢, a G grdf
éle, amely a P, és P, pontokat koti Ossze.

Egy G grafot dsszefiiggonek neveziink, ha bdarmely két pontjat Gsszekoti leg-
aldbb egy ut. A G gréafot fdnak nevezziik, ha Osszefiigg§ és nem tartalmaz kort.

Egy tetszGleges graf szogpontjai k6zott az uttal vald Osszekdthetdség egy ekvi-
valencia reldcié. Ily modon minden graf Osszefiiggd grdfokra bonthatd, amelyek
kozott nincs €l. Ezeket az Osszefiiggl grafokat az eredeti graf (6sszefiiggl) kompo-
nenseinek nevezik.

Egy grafot, amelynek minden komponense fa, erdének neveziink.

Koénnyen beldthatok a kovetkezG egyszerli dllitdsok.

A) Egy fa barmely két pontjat egyetlen egy ut koti Ossze.

B) Egy G Osszefliggé grifban E(G)=N(G)—1 és egyenl@ség akkor és csak
akkor all fenn, ha G fa.

A) abbdl kovetkezik, hogy ha a P és Q pontokat két ut kétné G6ssze és P-bol
elindulva az els6 uton R volna az els6 olyan P-tSl kiilonb6z6 szégpont, amely a
masodik uthoz is hozzdtartozik, ugy P-bsl az elsé Uton R-be menve és onnan a
masodik iton P-be visszatérve egy G-hez tartozoé kort kapndnk, tehdt G nem volna fa.

B) a kovetkezGképpen ldathaté be: Ha G egy 6sszefiiggé graf, lehetséges, hogy
bizonyos élei elhagydsa utdn is még Osszefligg6 marad. Hagyjunk el G-bsl annyi
¢élt, hogy minden tovdbbi ¢l elhagydsival G mdr megsziinik Osszefliggd lenni.
Azt dllijuk, hogy az igy nyert G* grdf fa. Ha ugyanis G* tartalmazna egy kort,
ennek tetszlleges élét elhagyva, G* még Osszefiigg6 maradna. Elég tehdt beldtni,.
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hogy egy n szégpontu fa éleinek szdma n—1 és hogy egy n szégpontt és n—1 élii
osszefiiggd graf fa. Az els§ 4llitds indukcidval ldthatd be; az dllitds n=1-re nyilvdn
igaz, tegyiik fel, hogy n<m-re mdr bebizonyitottuk és legyen G egy m sz6gpontu
fa. Legyen P G egy tetszleges szogpontja. Ha G-bdl elhagyjuk a P pontot, és az
Ssszes P-bdl kiinduld éleket, G-bdl egy G’ erdSt kapunk. Ha G’ komponenseinek
szdma k, ugy az indukcid szerint G’-ben m —k —1 él van; mivel P-b3l G’ minden
komponensébe pontosan egy él kell hogy vezessen, G eleinek szdma m—k —1+k =
= m— 1. A mdsodik allitdst ugy lathatjuk be, hogy ha G egy n szdgpont és n—1
él1i Osszefiiggd graf volna, amely tartalmaz egy k szGgpontu kort, igy e kér pont-
jait egyetlen ponttd 6sszehuizva agy, hogy bdrmely mds pontot, amely e kor valamely
pontjdval Gssze volt kotve, az 0j ponttal Osszekotiink, egy olyan Osszefiiggd grafot
kapndnk, amelyben n—k-+1 pont és n—k—1 €l volna, ami az el6bbiek szerint
lehetetlen.

Egy G gréif egy P pontja fokdn a P-bdl kiinduld élek szamadt értjiik. A 0 foki
pontokat izoldlt pontoknak, az 1 fokll pontokat végpontoknak nevezziik. Igazak
a kovetkezd 4dllitdsok:

C) Egy n=2 szogpontl fdnak legaldbb 2 és legfeljebb n—1 végpontja van.

C) a kovetkezGképpen ldthatd be: Legyen P G-nek egy tetszGleges pontja.
Ha P végpont, vegyik a P-bdl kiindulé (egyik) leghosszabb utat; ennek mdsik
végpontja G-nek is végpontja. Ha P nem végpont, legaldbb 2 él, e és ¢’ indul ki
P-b3l, a P-bbl kiinduld és e-vel, ill. e’-vel kezdSd8 (egyik) leghosszabb ut mdsik
végpontja G-nek is végpontja.

Jelolje t, az n megadott (szdmozott) szdgponttal bird kiilonbodz8 fdk szdmat.
Els6nek A. CAYLEY [17] bizonyitotta, hogy

(5.1) t,=n""2,

Az (5.1)un. Cayley-féle képlet legegyszeriibb bizonyitdsa A. PRUFER {18] mddszerével
torténhet. Be fogjuk bizonyitani e mddszerrel, hogy az 1,2, ..., n szogpontokkal
biré fak F, halmaza egy-egyértelmiien leképezhets az 1,2, ..., n elemekbdl képez-
het8 Gsszes n—2 tagu sorozatok halmazdra; e leképezés 1étezésébdl (5.1) mdr kovet-
kezik, mivel a szdban forgé sorozatok szdma nyilvan n"~2.

A széban forgd leképezés a kdvetkezG: legyen G egy n szégpontl fa, amely-
nek szdgpontjai az 1,2, ...,n szdmokkal vannak megszdmozva. Keressiik meg
G végpontjai koziil a legnagyobb sorszdmut; legyen ez P, . Legyen x; azon (egyetlen)
G-beli szOgpont sorszama, amellyel P, 0Ossze van kotve. Hagyjuk el G-b6l a P,
pontot és a P, P, ¢élt; az igy nyert fdt nevezziik G’-nek. Keressiik meg G’ végpontjai
koziil a legnagyobb sorszamit; legyen ez P,,. Legyen x, azon (egyetlen) G’-beli
szogpont sorszdma, amellyel P,, Gssze van kétve G’-ben. Hagyjuk el G-bdl a Py,
pontot és a P, P, ¢€lt; az igy nyert fdt jeloljiik G”-vel. Folytassuk ezt az eljarast
addig, amig csak egy két szégpontil fa marad. Rendeljiik hozzd a G fdhoz az
(x5 X5, ..., X,—,) szdmsorozatot. Be fogjuk bizonyitani, hogy ily médon az 1, 2, ..., n
szamokbol képezhetS Osszes lehetséges n —2 tagu sorozatot megkaphatjuk és kiilon-
b6zG sorozatokhoz kiilonbdz8 fak tartoznak.

Az els§ 4llitds bizonyitdsa ugy végezhetd el, hogy tetszdleges, az 1,2, ..., n
szdmokbdl képezett (xy, ..., x,_,) sorozathoz megszerkesztiink egy fdt, amelyhez
éppen ezt a sorozatot rendeli hozza a Priifer-féle algoritmus. Legyenek z;,..., z,
az 1,2, ..., n szdmok koziil azok, amelyek az x, x,, ..., x,_, sorozatban nem for-
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dulnak el8 (nyilvdn k = 2) cs6kkenden elrendezve. Kossiik 6ssze a P, és P,, pontokat.
Ezek utdn vizsgdljuk az (x,, ..., x,_,) és (z,, ..., z,) sorozatokat. Ha x; nem for-
dul €l az (x,, ..., x,_,) sorozatban, irjuk be x;-et a (z,, ..., z) sorozatba ugy,
hogy a sorozat monoton csdkkend maradjon; ha azonban x; el6fordul az x,,..., x,_,
szamok kozott, ugy ez a 1épés elmarad. A (z;, ..., z;) sorozatbdl ily moédon 1étre-
jott sorozatot jeldlje (z3, 23, ..., zx). KOsslik &ssze Pt €s P, -t. Az eljdrdst addig
folytatjuk, amig az x-k el nem fogynak; a megmarado két z-nek megfeleld két
pontot is Osszekotjilk. Azt, hogy ily médon mindig fit kapunk, indukcidval 14t-
hatjuk be. Ugyancsak indukcioval ldathatjuk be, hogy kiilénbdzd sorozatokhoz
kiilonbozs fak tartoznak és megforditva.
A t, sorozatra fenndll a kovetkezd rekurzid:

(5.2) 2n—1)t, = E (Z] tetyik(n—k).

Ugyanis egy n szbégponta fdt felépithetiink a kovetkezGképpen: kivdlasztunk az
n pontbdl k pontot (1=k=n-—1), ezekbdl készitiink egy G, fit (ez 1, -féleképpen
lehetséges), a megmaradd n—k pontbdl is készitiink egy G, fdt (ez ¢#,_,-féleképpen
lehetséges), végil G, egy tetszGleges pontjat Osszekotjitk G, egy tetszlleges pont-
javal. Ilyen médon minden egyes n szogponti fat 2(n— 1)-féleképpen nyeriink,
hiszen a G,-et G,-vel Gsszekotd €l a végeredményként nyert G fa n—1 éle koziil
bdrmelyik lehet, és ha ezt az élt G-bdl elhagyjuk, a fa két fara esik szét, amelyek
koziil bdrmelyik lehet Gy.

(5.2)-bébl, bevezetve az

- thk

(5-3) y =10 = 2755

k=1

jelolést, kovetkezik, hogy

o (n—1Dt,x"
2 > 00T rry);
igy nyerjiik, hogy
2y
2 r_ =7 ’
Y = =2

dx [l ]
— =dy|—-11,
yy

tehat

x
azaz (figyelembe véve, hogy f(0)=0)
(5.4) x=ye 7,
Ilyen médon azt az eredményt kapjuk, hogy az

o k=1 Xk
(5-3) y=G6)= 2~

k=1

sor az x=ye~? fiiggvény inverz filiggvényének a sorfejtése. E sorfejtést természe-
tesen tisztdn analitikus moddszerrel is elGallithatjuk (az Un. Biirmann—Lagrange
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sorfejtésre vonatkozd altaldnos képletbsl® ; figyelemre méltd azonban, hogy az
elGbbiekben ennek az analitikus feladatnak a megolddsdt egy kombinatorikai ered-
ménybdl a (Cayley-féle (5.1) képletbdl) nyertiik. Megforditva, a fenti meggondolds--
bol (5.1) egy wijabb bizonyitdsa addédik, felhaszndlva a (5.2) rekurziv Osszefiiggést
és az x =ye~? fliggvény inverz fliggvényének sorfejtését (amelyet e célbol analitikus.

modszerrel direkt bebizonyithatunk). Ugyanis (ldsd [19] 1. c.) ha x= , akkor

sz [

n! dm-1

A
()

=O.
Ily mdédon, ha x=ye~?,

X"
y= 2 —nLl

n—1 n!

Megjegyzends, hogy az x =ye~? fiiggvény inverz fiiggvénye (5.5) sorfejtése alapjan
tisztdn analitikus bizonyitdst nyerhetiink az (5.2) azonossdgra, tehdt arra, hogy
n—1

(5. 6) 2(n—n"-2 = 2 [Z) kKe=t(n—ky-k-1,

k=1

A Priifer-féle modszer felhaszndlhaté szdmos mds, fak leszdmldldsdra vonat-
kozd feladat megolddsdra is.

Vizsgdljuk meg példdul a koévetkezd kérdést: Hany olyan »n (szdmozott) sz6g-
pontu fa van, amelynek pontosan r végpontja van (2=r=n— 1)? Nevezziik a Priifer-
féle leképezésnél egy n szégpontu fihoz hozzdrendelt (x,, x,, ..., x,_,) szdm-
sorozatot az illet6 fa profiljainak. Nyilvdnvald, hogy ha P, a G fa egy tetszGleges
szOgpontja, a k szdm a G fa profiljaban d(P,) — 1-szer fordul elG, ahol d(P,) a P, pont
foka G-ben; G végpontjai tehdt azok és csak azok a P, pontok, amelyekre k nem
fordul el6 G profiljdban.

Ha tehdt G-nek pontosan r végpontja van, €s ezek a P,,, P,,, ..., P, pontok,
ugy G profilja az 1,2, ..., n sorozat azon b,, b,, ..., b,_, elemeibdl all, amelyek
az a,,a,, ..., a, szamoktdl kiilonboznek, és ez utébbi szdmok legaldbb egyszer
el6fordulnak G profiljaban. Mdrmost n—r elembdl olyan n—2 tagi sorozatot,
amelyben az n—r elem mindegyike ténylegesen el6fordul, amint a 4. §-ban ldttuk,
(n—r)! S(n—2, n—r)-féleképpen készithetiink, és igy az n szdmozott szégpontu
és pontosan r végponttal biré fdk szdma

l
(5.7 te, = (:‘] (n—r)!S(—2,n—r) = %S(n—2,n—r).
Azt, hogy
n—-1 '
(5. 8) > %S(n—l,n—r) = -2
r=2 7

o L.pl [19]. ~ S
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——

persze kozvetleniil is beldthatjuk, ha (1.10)-ben n helyébe (n—2)-t és u helyébe
n-et helyettesitlink. Ugyanis (1.10)-bél

n—1 ' n—2
> %S(n—Z,n—r) = D S(n—=2,Dn(n—1)...(n—1+1) = n"-2.
r=2 . =1 4

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy ha ¢, (A4) jeloli azon n szégpontu
fak szdmdt, amelyeknek r végpontjuk van és amelyekben az 1-nél magasabb foku
pontok fokszdmai mind az 4 halmazba tartoznak, ahol A4 a 2, 3, ... szdmsorozat

egy tetszSleges részhalmaza €s A" jeloli az Gsszes a—1 alakil szdmok halmazait,
ahol a€ A, akkor

(5.9 t, . (A4) = [’:] Sm—2,n—r, AY(n—r)! Q=r=n-0.

Ha tehdt 7,(A4) jeloli az Gsszes olyan m-szégpontu fdk szamat, amelyek 1-né/
magasabb foku szdgpontjainak fokai az A halmazba tartoznak, akkor (2.17) szerint

. n—1 n-2
(5.10)  £,(4) = 2 t,.(4) = 2 S—=2,1, A)n(n—1)...(n—1+1) =
r=2 =1
= d)A'(n, n—2).
(5.10) a Cayley-formula dltaldnositdasdnak tekinthetd.
Specidlisan, ha pl. 4 a {2} halmaz, tehdt 4” az 1 szdmbdl mint egyetlen elem-
!
bdl dllé halmaz, (DA,(n,n—Z):% , ugyanis a H,_, halmazon értelmezett azon
fliggvények szdma, amelyek az 1, 2, ..., n értékeket vehetik fel és mindegyiket csak

!
-egyszer, '21 n—2!'= % . Valdban, az olyan n-szdgpontu fdk, amelyekben minden

!
pont foka 1 vagy 2, egyetlen €l dltal alkotott itbdl dllnak és ezek szdma % . Mdsik

példaként vizsgdljuk azt az esetet, ha 4 a {3} halmaz. Ez esetben 4" a 2 szdmbdl
mint egyetlen elembdl allé halmaz és igy

0, ha n paratlan,

1,3...(2k—3) (kz_kl

Purln,n=2) = ](k—l), ha n = 2k

adja meg azon n szdmozott szogpontu fak szamdt, ame-
Iyekben minden pont foka 1 vagy 3.

Példdul ha n=6, & ,.(6,4)=90. Az 6sszes 6 szdgpontl
fak, amelyekben minden pont foka 1 vagy 3, a 2. dbrdn
lathato tipusuak, és leszamldlassal is konnyen beldthatd,

2. dbra hogy 90 ilyen fa van.
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Az (5.7) képlet alapjan kiszdmithatjuk az n szégpontu fak végpontjainak dtla-
gos szamdt. Ha e szdmot M,-nel jeldljiik, ugy tehdt (1.10) szerint

. 11) M, =—= =22 r,, =
1 n2 1 n—2
= ez S(n—2,l)n(n—l)...(n—l)=n[1_;] _
=1
Tehat
.M, 1
12 fim =<

vagyis egy n szogpontu fanak kozelitSleg dtlagosan %végpontja van. Az (5.7)

képletbdl kiindulva bebizonyitottam (1. [20]), hogy ha az n"~? szdmozott szégponti
fa koziil egyet taldlomra kivdlasztunk (oly médon, hogy minden egyes fa ugyanolyan
valdsziniiséggel keriilhet kivalasztdsra) és v, jeloli e taldlomra vdlasztott fa vég-
pontjainak szdmdt, Ugy a v, valdsziniiségi vdltozd, ha n —.c, hatdrértékben normalis

T g e .
eloszldsu - vdrhato értékkel és " Vn(e —2) szérdssal, vagyis

Vn;lel 1 . _u?
(5.13) o limP | —m—<Xx| = —= /e 2 du.
= L | A

‘Specidlisan (5.13)-bol kovetkezik, hogy az n szégpontd faknak korilbelil a felének
a végpontjainak szdma kisebb %-nél.

Aldbbiakban ko6zoljiik (5.13) [20]-ban adott bizonyitdsdnak egy egyszer{isitését.
ElGszor szamitsuk ki v, szordsnégyzetét, amelyet D2-tel jelsliink. (1.10) szerint

n-1
(5.14) 2> r(r=Dt,, = n(n—1)(n—2)"-2,
r=2
tehat tekintettel (5.11)-re
2 n—2 1 n-2 1 2n=-2
. 2 — —_ S — - —n2ll1-—=
(5. 15) D; = n(n 1)(1 n] —|—n[l n] n [1 n]
és igy
. D? e=-2
(5.16) 11_.111 =
n
Vv, — —
Ahhoz, hogy (5.13)-at bebizonyitsuk, kimutatjuk, hogy l—ekarak-
- Vn(e —2)

terisztikus fiiggvénye konvergdl a normadlis eloszlds karakterisztikus fliggvényéhez,
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vagyis, hogy ¢ minden valds értékére
n—1 it(er—n) 2

. 1 I, — =
(5.17) lim > nT—.%eV"(e_z) —e 2.

n—eo r=2

Mdrmost ennek bizonyitdsahoz el6bb egy igen egyszerii lemmadt bizonyitunk be,
amely itt (és mds hasonld esetekben is) jél haszndlhatd.

LemMma: Legyen F(x) (n=1, 2, ...) eloszldsfiiggvények egy sorozata és

bn
5. 18) ga(d) = [ & dF, (),
ahol a,<b,. "
Ha t minden valos értékére
(5.19) lim @, (1) = (1),
ahol @(t) egy karakterisztikus fiiggvény, akkor
(5.20) lim F,(x) = F(x)

az F(x) eloszlasfiiggvény minden x folytonossdgi pontjdban.

A lemma bizonyitdsa. Mivel (5.19) t=0-ra is fenndll €s @(¢) feltevésiink szerint
karakterisztikus fiiggvény, tehat @(0)=1; ebbdl kovetkezik, hogy

by
(5.21) lim [ dF,(x) =1
és igy, hogy ’
a, + oo
(5.22) im [ aF0+ [ dRG) =o.
naeo _Y_ by

(5.18)-bdl és (5.22)-bbl azonban mdr kovetkezik, hogy

(5.23) lim [ e dF,(x) = p(0),

n—ree _

vagyis az F,(x) eloszldsfiiggvény karakterisztikus fiiggvénye konvergdl ¢(f)-hez,
és igy a karakterisztikus filiggvényekre vonatkozé folytonossdgi tétel szerint (1. [8])

fennall (5.20). B
Madrmost helyettesitsiik (1.10)-be u=n—ityn-t. Azt kapjuk, hogy

- . . n—2
Z t n iyn it
n.r 1—" N = I—*”":— .
nn+2 . ]I [ ] Vn ]
n
r—— ’<n2/3, akkor

I [1_ ,-”/;] ~ e-itﬁ+%(r——:—)+!2(e2_1)+o(1)
J

j=r+1

Ha most

]
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ahola o(1)-gyel jelolt maradéktag \r— % ’ < n’l> mellett r-ben egyenletesen tart 0-hoz.

gy tehdt

ite r——e— J
. l‘" ‘T[ gt
(5 24) lim E ﬁ e}/n Ve-2 ) — e_tz/z )
11-% oo }r-—l <n2/3
e
n
Vp— ;
Marmost jelélje F"(x) a—-—————— Valészinﬁségi valtozd elOSZléSfﬁggvényét.

; ’ n(e —_ 2)
Mivel (5.24) bal oldala felirhaté az
enl/S
}/e— 2
e dF, (x)
enl/®
Ye—z

alakban, tehdt lemmdnkbdl (5.17) kovetkezik.

6.§. Egy tovabbi fa-leszamlilasi probléma

Pdros koriiljarasunak neveziink egy G grafot akkor, ha sz6gpontjai H halmazd-
nak megadhaté egy olyan, két osztdlybol dll6 particidja, hogy ha ezen osztdlyok
H, és H,=H—H,, akkor G bdrmely éle egy H;-beli szégpontot egy H,-beli szdg-
ponttal kot Gssze. Ismeretes, hogy egy grdf akkor és csak akkor pdros koriljdrdsu,
ha nem tartalmaz pdratlan sok élbdl dll6 kortl®. E tétel bizonyitdsa a kovetkezd.
Ha G olyan grdf, amely nem tartalmaz pdratlan sok €lbdl (tehdt pdratlan sok szdg-
pontbdl) dllé kort, akkor azt kell kimutatnunk, hogy sz6gpontjai ugy oszthatok
két idegen osztdlyba, hogy G barmely éle kiilonb6z8 osztdlyba tartozd szégponto-
kat kot 6ssze. Ennek bizonyitdsdndl az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehet;jiik,
hogy G Osszefliggd, ugyanis, ha egy graf minden komponense pdros koriiljardsu,
akkor nyilvdn az egész grdf is az. Mdrmost, ha G Osszefiiggd, induljunk el G egy
tetszGleges P, szogpontjdbdl: ezt osszuk be az 1. osztdlyba. G Osszes olyan szégpont-
jait, amelyek G-ben P;-gyel Ossze vannak kotve, osszuk be a 2. osztdlyba. Ezek
utdn G Osszes olyan szdgpontjait, amelyek Ossze vannak kotve egy, mdr a 2. osz-
tdlyba beosztott szogponttal, osszuk be az 1. osztdlyba; ezutdn G minden olyan
szogpontjat, amely egy madr 1. osztdlyba beosztott szégponttal Ossze van kétve,
osszuk be a 2. osztdlyba, s.i.t. Ezt az eljdrast folytassuk addig, amig G minden pontja
be nincs osztva az 1., ill. 2. osztdlyba. Az a feltétel, hogy G-ben nincs pdratlan kor,
biztositja, hogy soha nem keriiliink konfiiktusba, azaz nem fordulhat el§, hogy

1o Az jlyen kort (amely természetesen ugyanannyi pontot tartalmaz, mint élt, tehat pontjai-
nak szama is pdratlan), réviden paratlan kornek nevezziik.
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egy pontot mind az 1., mind pedig a 2. osztdlyba be kellene osztanunk. Az a feltétel,
hogy G Osszefiiggd, biztositja, hogy G Osszes pontjait beosztjuk vagy az 1. vagy
a 2. osztdlyba. A tétel mdsik dllitdsa (hogy ti. pdros koriiljardsu graf nem tartalmaz
- paratlan kort) nyilvdnvalo.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy egy dsszefiiggé pdros koriljardsa
graf esetében a szogpontok halmazdnak H=(H,, H,) particidja egyértelmiien
meg van hatdrozva.

A bebizonyitott tétel szerint minden fa pdros kérilljdrdsi, hiszen semmilyen
kort nem tartalmaz, igy pdratlan kort sem. A kovetkez8kben azonban olyan pdros
koruljarasti fak leszdmldldsdval fogunk foglalkozni, amelyeknél a szogpontok két
osztdlya el6re meg van adva. Jel6lje v(n, m) azon fdk szamat, amelyek szdgpontjai
aP,..,P,és0,,0,,..,0,pontok, és amelyek minden egyes éle egy P, (1 =k =n)
pontot kot Ossze egy O, (1 =/=m) ponttal.

Be fogjuk bizonyitani, hogy

(6.1) v(n, m)=n""1m""1,

A (6.1) képletet el8szOr SCOINS [24] bizonyitotta be; aldbbiakban (6.1)-re egy igen egy-
szerli 0j bizonyitdst adunk az el6z6 §-ban ismertetett Priifer-féle modszer segit-
ségével.

Ha egy, a megadott tipusu fdra alkalmazzuk a Priifer-féle algoritmust, azzal
a kildonbséggel, hogy az eljdrdst a legnagyobb indexli P-végponttal kezdjiik és egy
fahoz most két szdmsorozatot rendeliink hozzad, egy (x;, ..., X,,—1) €s €gY (V1) Vase-rs
..., Ya—1) sorozatot ugy, hogy amikor egy végpontot elhagyunk és az elhagyott
végpont a P, ponttal van Osszekotve, akkor a k szdmot az x-ek ko6zé irjuk, mig
ha az elhagyott végpont egy Q, ponttal van Osszekdtve, l-et az y-ok kozé irjuk.
Ilyen moédon, mint kOnnyen beldthatd, m — 1 darab x-et és n—1 darab y-t kapunk,
ugyanis az eljards végén egyetlen egy él marad meg, amely egy P pontot egy Q ponttal
kot ossze, tehdt annyi x-et kapunk, ahdnyszor egy Q pontot elhagyunk, vagyis
m—1-et és megforditva: annyi y-t kapunk, ahdnyszor egy P pontot elhagyunk,
tehdt n — 1-et, €s ily modon minden vizsgdlt tipusu fdhoz egy az 1, 2, ..., n szamokbdl
all6 (xy, X3, ... Xpu—y) €segy az 1, 2, ..., m szamokbol 4116 (y,, y,, ..., Yo— 1) sorozat
van hozzdrendelve és kénnyen beldthatd az is, hogy megforditva, minden ilyen
sorozatparhoz egy kivant tipusi fa tartozik. Az (x;, ..., Xpu—1) €S (P15 coes Vn1)
sorozatokhoz tartozd fdat a kovetkez6képpen konstrudljuk meg: Legyenek a,, a,, ...,
a, az 1, 2, ..., n szdmok kozil azok, amelyek az (x,, ..., x,-4) sorozatbol
hidnyoznak, csokkendleg elrendezve és legyenek by, ...,b,) az 1,2, ..., m szdmok
kozil azok, amelyek az y,, ..., y,-; sorozatbdl hidnyoznak, csdkkendleg
elrendezve. Mdrmost a keresett fdt ugy konstrudljuk, hogy elGszér a P, pontot
Osszekotjiik a Q,, ponttal, ezutdn megvizsgdljuk, hogy y, el6fordul-e az y,, ..., y,—;
sorozatban: ha nem, gy y,-et a nagysdg szerint megfelel helyre beirjuk a b-k kozé.
Ezutdn a b-sorozat els§ elemét osszekotjiik P, -gyel, s.i.t.

Azt, hogy ilyen mdédon mindig egy eldirt tipust fat kapunk és hogy a hozzd-
rendelés egyértelmd, indukciodval ldthatjuk be. Ezzel (6.1)-et bebizonyitottuk.

(6.1) segitségével egy érdekes azonossdgot nyerhetiink. Ugyanis egy tetszSleges
fa kétféleképpen foghatd fel pdros koriiljdrasu grafként. Az Osszes n szdgpontu
fdkat megkapjuk tehdt, és mindegyiket pontosan 2-szer, ha az Osszes lehetséges
modon 2 nem tlres osztdlyba osztjuk az 1, 2, ..., n pontokat és ezen osztdlyokbdl

MTA I1I. Osztdly Kozleményei 16 (1966)



UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, 1. 101

az Osszes lehetséges modon pdros koriljdrasa fdat készitiink. (6.1)-re és (5.1)-re
vald tekintettel nyerjiik igy a

(6. 2) =2 = ) (Z] kn—k=1.(n — k) -1

~

azonossagot.
7.§. Fak megoszlasa magassiaguk szerint

Egy G fa szogpontjai legyenek P,, ..., P,. G-nek a P, pont folotti magassdgén
a P;-bdl kiinduld leghosszabb 1t hosszdt nevezbuk a G fa P, pont folotti magas-
sdgat hp (G)-vel jeloljiik.

Jelolje g, (k) a Py, ..., P, (szamozott) szdgpontokbdl 4llé6 azon fdk szdmdt,
amelyeknek a P; pont f6lotti magassiga =k (k=0, 1, ...). Nyilvan g,(k)=t1,,
ha k=n—1 és n=1, hiszen egy n szogpontu G fa magassdgdra hp (G)=n—1.

Vizsgdljuk meg a g,(k) (n=1, 2, ...) szamsorozat (exponencidlis) generdtor-
fliggvényét, amelyet a

(7. 1) G (x) =

képlettel definidlunk.
A g, (k) szamokra fenndll a kdvetkezd rekurzids formula:

(7.2)

s &n(k)
n=1 (n_l)l

el (n—1 -
=23 "] g (k= D)6 1),

=1 I (my—Dt(m,—D)!... (m
Smi=n—1

i=1

(7.2)-t a kovetkez6képpen ldthatjuk be: Jelolje £ a G fa azon szOgpontjainak hal-
mazdt, amelyek a P, ponttal éllel vannak &sszekStve. Ha E elemeinek szdma |/

(1=/=n-1), akkor ez az / pont (nﬁl]-féleképpen védlaszthaté. A megmaradd

l
n—1I—1 pont nyilvdn / osztdlyra esik szét, annak megfelelGen, hogy P,-b6l E mely
pontjdn dt vezet hozzd 1t. Jelsljék Q,, ..., Q,a P;-gyel kozvetlenill 6sszek6tdtt ponto-
kat és legyen m;— 1 azon pontok szdma, amelyekbe P,-bdl vezets ut Q;-n halad 4t
(n—1—-1D)!
(my—D!'..(m—1)!
-féleképpen lehet elosztani. Az i-edik osztdly pontjaibdl és a Q; pontbdl nyilvein
gm(k — 1) -féleképpen lehet Q; folott legfeljebb k —1 magassdgu fat alkotni és akar-
hogyan is végezziik ezt el, e fakbdl a Q; pontokat P,-gyel GsszekGtve egy P1 felett

legfeljebb £ magassdgu fdt kapunk. Ezzel (7.2)-t bebizonyitottuk. (7.2)-t ———

(i=1,2,...,]). Ezesetbenazn —/— 1 pontot az/ osztdlyra nyilvan

o

beszorozva és n szerint (régzitett k£ mellett) dsszegezve kapjuk, hogy

S g )X S gn(k—1)xm-1 Y
Swm-nr - ZT[Z (m—1)! ]

1
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tehat
(7.3) Gy (x) = x-e0x-1),
Mivel g(0)=1, g,(0)=0, ha n=2, tehdt
(7.4) Go(x) =x.
fgy (7.3)-bdl rekurzidval G,(x)-et meghatdrozhatjuk:

G(x) = xe*
(7.5 G,(x) = xe*”

G4 (x) = xexe™®

s. 1. t.

A (7.3) rekurzids képlet J. RIORDANtOl szdrmazik (I. [21]). Megadhatd g,(k)-ra
explicit képlet is:

— 1
(7. 6) aky= 2 1,(’;_,1)},—1’121_’23...1,’5:1.
ll+...lj‘al;6=n—1 IRESRREEERS T

(7.6) a kovetkezGképpen ldthaté be: ha egy n szogpontu fa magassdga P, felett
=k, akkor P,-t8l kilonbdz8 szégpontjai k osztdlyba sorolhatok aszerint, hogy
az 8ket P -gyel Osszek6tS6 ut hossza 1, 2, ..., k. Jelolje O; azon pontok halmazit,
amelyeket P;-gyel j hosszuisdgu 1t kot Ossze (j=1, 2, ..., k) és /; az O; halmaz ele-
meinek szamadt. Nyilvan minden O;-be tartozé szogpont Ossze van kotve P,-gyel,
minden O,-be tartozd szégpont Ossze van kétve O, egyetlen egy pontjdval, és dlta-
ldban O; minden pontja 6ssze van kdtve O;_, egyetlen egy pontjdval. Mivel (7.6)
obb oldala éppen a P,, ..., P, pontok k osztdlyra valo lehetséges eloszldsainak
és az emlitett modon vald GsszekGtéseinek szdmdt adja meg, tehdt (7.6) fennadll.

Megjegyzendd, hogy (7.6) gy értends, hogy 0° mindig 1-et jelent. Szoritkoz-
hatndnk (7.6)-ban az [, ..., [, egész szdmoknak olyan sorozataira, amelyekre

k
amellett, hogy D/l;=n—1¢és/,;=0,azisigaz, hogy ha /,=0, akkor /;,,=0(1=i=
1

=k—1), ugyanis azon [/; sorozatok adaléka, amelyekre ez nem teljesiil, ugyis
O, de éppen ezért nem szikséges az emlitett feltételnek eleget nem tevd sorozato-
kat kizdrni. (7.6)-hoz hasonldan lathato be a kovetkezd képlet is

_ 1
1.7) 00 = @ -gk—1 = > =D g
) APA

Zl¢=n~—l
1
=1
d,(k) nyilvdn azon n szégpontu fdk szdamadt jelenti, melyek P, feletti magassdga

pontosan k-val egyenlsS. (7.7) persze levezethetS (7.6)-bdl is.
Tekintettel arra, hogy g,(k)=t,=n""2, hacsak k=n—1, tehdt

oo

n-—2
(7.8) lim G (x) = th = G(x),

ahol y=G(x) inverz fliggvénye az x =ye~” fliggvénynek.
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A nyert eredményeket a kovetkezSképpen 4dltaldnosithatjuk: jeldlje d,(k, )

azon n-szOogpontu fak szdmdt, amelyeknek magassdga P, felett pontosan &, és ame-
lyekben pontosan / pont van éllel 6sszekdtve Py-gyel. Akkor

(7.9) alh =~ > uﬂzl’a b
T IARWA
Z'Iizn—lél
2
L=1

A d(k,I) szdmsorozatra fenndll a

n—1-~-1

(7.10) d, (k, l)=[ ] Z I"d,_(k—1, h).

Egy mdsik irdnyl dltaldnositdsdt nyerjiik képleteinknek, ha azon n szdgpontu
fdk szamdt vizsgdljuk, amelyek magassdga P, felett k és amelyekben pontosan
I olyan pont van, amelyet P;-gyel k hosszisdgi ut kot Ossze. Jeloljik e fdk szamdt
t,(k, D-lel. Akkor

1 (n—1)!

7.11 t,(k, 1) = — Iz, Jbe- l1
( ) (e 1) VI RSP BT Iy PR DU AP
és fenndll a kovetkezd rekurzid
n—-1-1
(7.12) t.(k, 1)=( ] Z R, (k—1, h).

Vizsgdljuk most meg a ¢,(k, /) szdmsorozat kettGs generdtorfiiggvényét rog-
zitett £ mellett, vagyis a

"ot 2k, l)
7.13 F.(x,z) =
(7.13) W6 2) = 2 2 o X
fiiggvényt. E fliiggvényekre koénnyen igazolhatjuk az
(7.14) F(x, z) = Fy . (xe™)

rekurziét. Mivel F(x,z)=xe**, tehat

F,(x, z) = xe*¢**

(7.15) Fy(x, 2) = xexe™"
s.i.t.
Vildgos, hogy (7.14) mellett F(x, z)-re érvényes az
(7.16) Fory (%, 2) = xePss?

rekurzié is, tovdbbd, hogy az F(x, z) fliggvények a G,(x) fliggvényekkel a kovetkezd
moddon fiiggnek Ossze:

(7.17) Fi(x, 1)=G\(x)
(7.18) Fi(x, 0)=Gy-(x)
(7.19) Fi(x, €)= Gy 41 (x).

MTA III., Osztdly Kozleményei 16 (1966)




104 RENYI A.

Tehdt (7.16)-bdl specidlis esetként kapjuk meg (7.3)-at a z=1, z=0, z=¢€" helyet~
tesitések bdrmelyikével.

Nemrégiben SzekerReS GYORGYgyel megvizsgdltuk a %';(i)— k=1,2,...,n—1)

eloszldst. A G,(x) generdtorfiiggvényre vonatkozo (7.3) rekurzid, valamint a fiigg-
vényiterdcio elmélete (1. [22]) segitségével sikeriilt bebizonyitani, hogy létezik a

(7.20) lim > _"_"(__kz)- = D(x)

n— oo kéxvzn

hatdreoszldsfiiggvény (1. [23]), ahol
n2p2

5/12 = _rpT
(7.21) D(x) = 4”3 > pre =
X p:l

A D(x) eloszldsfiiggvény kifejezhetd ismert azonossagok (pl. a Poisson-formula)
segitségével a

(7.22) D(x) = E e=vx (1 —2v2 x2)

V= — oo

alakban is. A D’(x) =d(x) stirliségfiiggvény a kovetkez§ alakban dllithaté eld:

(7.23) d(x) = 4x [2 v2(2v2x2 — 3)e‘”2"2] .
v=1
E képlet alapjdn kiszdmithatok a D(x) eloszldsfiiggvény Osszes momentumai
(7.24) Mg = /xsg(x)dx =2r (;+IJ(S—1)C(S),
0

ahol {(s) = 2;1'1; a Riemann-féle zeta-fiiggvény.
n=1

Specidlisan S'=1-re (7.24)-b8l hatdrdtmenettel adddik

(7.25) M, =V=x.

fgy tehdt egy n szogpontu fa egy adott pontja feletti magassdgdnak dtlagdra aszimpto-
tikusan 2,50663 ¥n adddik. (7.24)-b8l kiszdmithaté a D(x) eloszlasfiiggvény sz6-
rdsnégyzete is:

(7. 26) DZ=M2_M§=M_

3

Nem érdektelen megjegyezni, hogy mielStt még ezt bebizonyitottuk volna,
PALASTI ILONA a Monte-Carlo modszerrel empirikusan vizsgdlta a fdk dtlagos
magassdgdt és pl. n=90-re négy kisérletben dtlagos magassdgként 19,75 adddott;
Osszehasonlitva ezt a SZEKERES GYORGYgyel bebizonyitott elméleti eredménnyel,
mely szerint egy 90 szOgpontu fa dtlagos magassdga ~ 23,76, a megegyezés elég
jonak mondhatd. MegemlitendS, hogy a Monte-Carlo kisérletek elektronikus szd-
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moldgép nélkiil, ,,kézzel” vald elvégzését a Priifer-mddszer tette lehetdvé: a mod-
szer, amit PALASTI ILONA alkalmazott, ugyanis abban 4dllt, hogy véletlen szdm-
tdbldzat alapjdn felirt (x,, ..., x,_,) sorozatokat és ezekhez megkonstrudlta a hoz-
zdtartozd fdt és ennek meghatdrozta a magassdgdt P, felett.

Aldbbiakban kozoljiik d,(k) értékének tdbldzatit 2=n=6=ra:

N A\ 1T 2 3 4 50 ta
2 1 0 0 0 0 1
301 2 0 0 ol 3
4 1 9 6 0 o| 16
5 1 40 60 24 0| 125
6 1 195 560 420 1120|1296

X k %

E dolgozat kovetkezd, I1. és 1II. részében a kombinatorika tovdbbi, fejiédés-
ben levs és az érdeklddés kozéppontjdban 4116 irdnyait fogjuk ismertetni.
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