VALOSZINUSEGSZAMITASI MODSZEREK
AZ ANALIZISBEN II. o

RENYI ALFRED

0.§. BEVEZETES

Ugyanugy, mint a dolgozat I. részének® paragrafusai, ¢ rész paragrafusa1 is
az analizis egy-egy konkrét problémdjdt tdrgyaljdk a valOszintiségszamitds méd-
szerei segitségével és igy egymdstdl fiiggetleniil, tetszéleges sorrendben olvashatok.
Egyes §-ok kozvetleniil kapcsolédnak a dolgozat I. részének egyes §-aihoz. gy
e dolgozat 1. §-a az 1. rész 7. §-dhoz, mig e dolgozat 2. §-a az L. rész 6. §-dhoz csat-
lakozik. E dolgozat 3. §-a azonossdgok bizonyitdsdval, a 4. § végtelen sokszor
differencidlhaté, nem analitikus fiiggvényekkel, az 5.§ a Haar-féle ortogonalis
fiiggvények, a 6. § a Walsh-féle fiiggvények szerinti sorfejtésekkel, a 7. § pedig
a mdsodfaju Stirling—szaimok aszimptotikus vizsgdlatdval foglalkozik; ez a § kap-
csolddik az 1. rész 3. §-dhoz.

Ujbdl hangstilyozni kivdnjuk, hogy ezek csak k1ragadott példdk: a valdszinliség-
szdamitds moédszerei az analizis szdmos mds fejezetében is sikerrel haszndlhatdk fel.
Igy példdul a [17] dolgozat a valdszin{iségszdmitdsi mddszerek sorelméleti alkal-
mazdsaival foglalkoznak, mig a [13] a Legendre-polinomok valdsziniiségszdmitdsi
vonatkozdsaival, Ugyantigy, mint a dolgozat I. részében, elsGsorban olyan példdkat
vélogattunk ki, amelyek viszonylag kevés valdsziniliségszdmitdsi ismerettel meg-
értheték. Kivételt képez e tekintetben az 5. és a 6. §, amelyben a martingdl-konver-
gencia tétel fel van haszndlva; e tétel megértéséhez sziikséges fogalmakat a martin-
gdlok elméletébdl az 5. §-ban ismertetjiik.

E dolgozat folytatdsaként egy kovetkez dolgozatban az informdciéelmélet
analizisbeli alkalmazdsait fogjuk ismertetni.

1.§. A WIMAN-TETEL ELESITESE EGY EGESZ FUGGVENY HATVANYSORANAK
MAJDNEM MINDEN ELOJELEZESERE

Egy Erdés Pdllal kdzos, sajté alatt levd dolgozatunkban [1] a kovetkezd tételt
bizonyitottuk be:

1. TETEL. Legyen

(1.1 : fl2) =

|I [\48

egy. Zetszoleges transzcendens egész fuggveny, legyen (Q, </, P) egy valdszindiségi
mezB, és legyenek &,=E¢ (@) (n=0, 1, ...; 0 € Q) e valdsziniiségi mezdn értelmezett,

1 Valésziniiségszamitasi modszerek az analizisben, I., Matematikai Lapok, 18 (1967) 5—35
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fiiggetlen valésziniségi vdltozék, amelyek a t1 értékeket 1/2 valosziniiséggel veszik
fel. Vizsgdljuk az :

(1.2) 1z, ) = ganf:,xw)z"

véletlen egész fiigguényt. Legyen

(1.3) M(r, ©) = max|f(z, )| - (r = 0)
és ; -
(1.4 ur) = max |a,|r™ (r = 0).

Akkor minden 6 >0-ra és » € Q majdnem minden vilasztdsa mellett® minden r ¢ Ex(w)-re
Jfenndll az

(1.5) M(r, ©) < p(r)(log u(r)F*°

egyenldtlenség, ahol Exj(w) az r=0 félegyenes egy olyan (0-t6l és w-tdl fiiggd) rész-
halmaza, amelynek logaritmikus mértéke véges.? '

Megjegyzés. Erdés Pdl mdr 1952-ben észrevette (1. [2]), hogy az (1. 5) egyenlGt-
lenség érvényes az exponencidlis fiiggvény hatvdnysordnak majdnem minden elG-
jelzésére, és hogy e fiiggvényre az 1/4 kitev nem helyettesithetd kisebb szimmal.
Ez a példa mutatja, hogy az 1. tétel 4llitdsa 4ltaldban nem élesithetd. Persze specidlis
(pl. erésen hézagos) hatvdnysorokra még az is eléfordulhat, hogy minden elGjel-
zésre M(r, w) < Cu(r) is igaz, ahol C 4llandS. Azokra az egész fiiggvényekre, amelyek
egyiitthatésorozata bizonyos szabdlyossdgot mutat, dltaldban igaz, hogy az 1/4 kitevé
nem helyettesithetd kisebbel.

Az 1. tétel bizonyitdsa. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
a;=1. Legyen

(1.6) £i(2) =§ la,| 2",
akkor - '
(1.7) My(r) = max [£,G)] = A0).

Az fi(2) hatvaianorra‘i érvényes a Wiman-tétel, vagyis megadhaté olyan E; halmaz,
amelyre \ '

(1.8) ' % < 4o
Es
ugy, hogy ha r¢ E;, akkor
: 1+3
1.9 My(r) < p(r)(logu(r)) 2 .

* Vagyis, ha w¢ 4, ahol A ¢ &/ egy olyan halmaz, amelyre P(4)=0.
¥ Vagyis amelyre ’
dr
—_—— + eo,
r
Es(w)
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Az E; halmazrdl feltehetd, hogy az megszdmldlhatS sok idegen nyilt intervallum:
egyesitése, amely intervallumok végpontjai a végesben sehol sem torlédnak. Mdrmost
definidljuk az R, szdmsorozatot a kovetkez6képpen: Legyen R,=0; ha mdr R, defi--
nidlva van, ha k=n, az R,, szdmot a kivetkez6képpen definidljuk: Jelslje R, >R,
azt a szdmot, amelyre log u(R;) =log u(R,)+1. Ha R, ¢ E;, akkor legyen R, , ;= R,
ha viszont R, € E;, akkor R, beleesik az E; halmazt képezd egyik intervallumba:
ez esetben legyen R,,, ezen intervallum alsé végpontja, és legyen R, ., ezen inter-:
vallum felsé végpontja. Igy tehdt az R, sorozatrél (n=0,1,...) a kovetkezdket.
dllithatjuk:

a) RnQEéa .

b) ha az (R,, R,.,) nyilt intervallumban van olyan r, amely nem tartozik
az E; halmazba, akkor

log p(R,+1) = log p(R,)+1.

2
Midrmost tegyiik fel, hogy  valamely értékére mdr bebizonyitottuk, hogy ha:

n=ny(w), akkor

(1. 10) . MR, 0) = % n(R,)(log (R,

c) logu(R,) = [f]

Mivel M (r,. ) és p(r) egyardnt r-nek novekvé fiiggvényei, ha n =ny(w), R, <r <R, ;1,
tovdbbad r ¢ E;, akkor az R, sorozat b) tulajdonsdga miatt érvényes a

1 145
M(r,w) = M(R,11, ) = 3 ﬂ(Rn+1)(10gN(Rn+1))4

és igy ellz 2
(1. 11) M(r, 0) < p(r)(log p(r))**?

egyenlStlenség, hacsak n=ny(w), r=r, és r¢ E;.

fgy tehdt elegend6 bebizonyitani, hogy az (1. 10) egyenlGtlenség 1 valdsziniiség-
gel fenndll valamely (w-tdl fliggd) ny(w)-tdl kezdve.

Madrmost legyen g(x)=Ilog fi(e*), akkor ugyanigy, mint a Wiman-tétel Rosen--
bloom-féle bizonyitdsdndl (1. I. rész 2. §), a Csebisev-egyenlStlenséget alkalmazva

kapjuk, hogy

. [a,,[r"<f1(:), ha A=>1
In—g’(ogr)| >A4Yg” (logr) 4

1

és igy, ha 4 = (logu(r))® és rqE, L
.—+—
laa|r" < u(r)(log p(r)* 2.

In—g’ (logr)| > (log p(¥))1/8 Y g"(logr)

Midrmost, figyelembevéve (1. 1. rész 2. §), hogy ha r¢ E;, akkor g”’(logr) <
<(log /1(r)*+? <4(log u(r))**?, és bevezetve az

(1.12) A(r)=g'(logr)

és

5,3
(1.13) o(r) = 2(log u(r))® " ®




jelolést, kavetkezik A

. 5 | 7

, L8

la,|r" < u(r)(log u(r))* *

. In-A@]=c() )
Ennélfogva.

(1.14)  M(R,, o) <H(Rn)(10gu(R,.))“ g + Max

k ik
QG reee .,
oMax, 14"

|k~ A(Rn)| <C(Ry)

Most fel fogjuk hasznailni a 7. §&ban bebizonyitott (7.13) egyenl8tlenséget. Ugyan-
azzal a meggondoldssal, amellyel (7.13)-bdl a 7. § lemmdjdt bebizonyitottuk, kovet-
kezik, hogy ha by, b,, ..., by, tetszGleges komplex szdmok, ,

\2,1]/2[bk12] [8’”) +4]e‘§

és igy, A = V44log D helyettesitéssel

2 b’q &k eike

k=

| ~(1.15) ' P[ Max

(9521:

D
(1.16) P[ Max Zbkfke"“’ = ZVMlogD- 2 lbk|2] = ’_IZ,
' 0=¢=2n | = K=1 D
ha D=D,.
fgy tehdt
/ : 1

P| Max a & rkeiel = 271/ 44 log2c(r)- a 2r2k] ] S——

[°§"’§2” [k— A <) kR ' l/ £ Ik—A(r%;c(r)' « (20(7‘))4

Maidrmost, ha r§ E;
' 1+6

| 2ree = p()fi(r) = p2(r)(logpu(r)) 2,

lk—AM|=C()

ennélfogva, ha A,-nel jel6ljik a
st 1 . i ;
Max = 8u(R,)(log u(R,)* ?

0=¢p=2n

Z a &y Rieve
|k—A(Rn)| <C(Rn)

'esemény_t,. nyerjiik, hogy

(1.17) P(4,) = 1

. = .
_ (CR,)) ~ (log n(Ry)
Tekintettel az R, sorozat c) tulajdonsdgdra, azt kapjuk, hogy

(1.18) > P(4) < + .

i n=1
Ennélfogva a Borel—Cantelli lemma  szerint 1 valdsziniiséggel az 4, események
koziil csak véges sok kovetkezik be fgy tehdt 1 valészinfiséggel van olyan ny(w),
hogy ha n=nyw), akkor
(1.19) Max

]
k yikep
0=p=2n ak&k(w)Rne

._+__
< 8u(R,)(log p(Ry)*.
Ik— AR < C(Rn)
fgy, tekintettel (1. 13)-ra, (1.20)- -bél kovetke21k hogy (1.11) igaz, ha n>n0(w)
ezzel tételiinket beb1zony1tottuk
Megjegyzendd, hogy az 1. tétel allitdsdhoz hasonlo 4llitdst, egész fiiggvények bizo-
nyos osztdlydra elsének P. Lévy bizonyitott be. (1. [22]).
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2.8 ‘A CARTAN-THULLEN TETEL VALOSZ{NUSEGSZAMITASI BIZONYITASA

Aki bdrmilyen keveset foglalkozott a tobbvdltozés komplex fiiggvénytannal,
j6l tudja, hogy a tdbbvdltozos esetben szdmos olyan probléma meriil fel, amelynek
az egyvéltozos esetben nincs megfelelSje. E kérdések kozé tartozik a regularitdsi tarto-
mdnyok kérdése. Az egyviltozos esetben e probléma nagyon egyszeriien elintézhetd.
Akdrhogy adunk meg a komplex szdmsikon egy T tartomdnyt (azaz egy Osszefiiggd
nyilt halmazt), megadhaté egy olyan f(z) analitikus fliggvény, amely a T tartomdny-
ban reguldris, és amelynek a T tartomdny a regularitdsi tartomdnya, vagyis az f{(z)
fiiggvény nem folytathaté analitikusan a 7 tartomdnyon kiviili pontba, vagy mads
széval nem adhaté. meg olyan, a T tartomdnyt valédi részhalmazként tartalmazo
T* tartomdny, gy hogy f(z) reguldris legyen T*-ban is.

A tobbvéltozds esetben azonban egész mds a helyzet. Az egyszeriiség kedvéért
szoritkozzunk csak a kétvéltozds esetre. Legyen T a (zy, z,) komplex szdmpdrok
C? terének (a komplex szdmsik dnmagdval vett topologikus szorzatdnak) egy tar-
tomdnya. A T tartomdnyt regularitdsi tartomdnynak nevezziik, ha létezik olyan
f(z1, z,) analitikus fiiggvény, amely a T tartomdnyban reguldris és amely nem foly-
tathaté a T tartomdnyon tul. Mdrmost a kétvdltozis esetben — szoges ellentétberi
az egyvéltozos esettel — nem minden tartomdny regularitdsi tartomdny. Igy meriil
fel a probléma, hogy bizonyos T tartomdnyokrdl bebizonyitsuk, hogy azok regula-
ritdsi tartomdnyok, ill., ha nem azok, megadjuk azt a T tartomdnyt tartalmazo
legnagyobb T* tartoményt (a T tartomdny regularitdsi burkdt), amelyre igaz, hogy
minden 7-ben reguldris fiiggvény analitikusan folytathaté 7*-ba. Az ezirdnyd
eredmények koziil itt csak egy tétellel foglalkozunk: Cartan és Thullen azon neve-
zetes tételével [3], hogy minden konvergencia-tartomdny regularitdsi tartomdny is.

Mids széval, ha T egy tartomdny a C? térben és megadhaté egy olyan

mn
cm,nzl Zy

o
=

M
1M

@.1)

3

kétvdltozés hatvdnysor, amelynek T a (pontos) konvergenciatartomdnya, tehdt.
a (2. 1) sor abszolut konvergens, ha (z;, z,)€T és nem abszolut konvergens, ha
(z;, z,) nem tartozik a 7 tartomdny zdrt burkdhoz, akkor megadhaté egy olyan
f(z,, z,) fiiggvény, amelynek T a regularitdsi tartomdnya.

Persze, az éltaldban nem igaz, hogy maga a (2. 1) sor dltal elddllitott fliggvény
nem folytathaté a T tartomdnyon kiviili pontokban, hiszen pl. a

@), ¢ Zda

hatvdnysor konvergenciatartomdnya a |z|-|z,| <1 tartomdny, és ott a (2.2) sor

=22 riiggvényt 4llitja el8, és e fiiggvény folytathaté az emlitett tartomdnyon
4142 :

til minden olyan (z;,z,) pontba, amelyre z,z, 1. Azonban J. P. Kahane bebi-
zonyitotta®, hogy a (2. 1) sort lehet ugy el&jelezni, hogy annak 7 legyen a regulari-
tdsi tartomdnya, s6t, (2. 1) majdnem minden elSjelezése esetében ez lesz a helyzet.
Kahane e tétele természetesen tartalmazza és konkretizdlja a Cartan—Thullen
tételt, illetve a Cartan—Thullen tétel egy j — valdsziniiségszamitdsi — bizonyi-
tdsdt szolgdltatja. Aldbbiakban Kahane tételének bizonyitdsdt fogjuk ismertetni.

az

4 Sajtd alatt levd [4] konyvében; a bizonyitast itt a szerz6 szives hozzajarulasaval kozoljiik.
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A bizonyitashoz sziikség lesz a kovetkez8 — Paleytc'il és Zygmundtdl [5] szdr-
mazo — segédtételre.

LeEMMA. Legyenek Cy, C,, ..., Cy tetszéleges komplex szdmok, &, ..., €y fiig-
getlen valdsziniiségi vdltozok, amelyek a +1 értékeket L valdszintiséggel veszik fel.

Akkor

ha 0<39<1.

A lemma bizonyitdsa. Egyrészt

N
4
k=1

Z <

] = kg‘;[cklz

mdsrészt, felhaszndlva a Schwarz-egyenl6tlenséget,

N 2 N 4 N N " N 4
M[’ 2 il ] =9 2 lck]2+P7[ 2 bl = 9]/2’]%]2]']”7[ 2 ¢l ]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
fgy tehdt -
. - (1- 92 [zmckl]
(2.5 - P[Lglckgk = 9Vk=21[ck|2] = N"—‘ 1
/ ul Zen]

 Azonban |

2.6) M[ Z'ckék ] <3[2|c,,|2]

A (2.5) és (2. 6) egyenlbtlenségekbdl (2. 4) azonnal kovetkezik.

Midrmost legyen ({;, {,) a T tartomdny egy hatdrpontja. El8szor azt bizonyit-
juk be, hogy ha a &, , valdsziniiségi vdltozok (m, n=0, 1,2, ...) fiiggetlenek és mind-
egyik a +1 értékeket 1 valdsziniiséggel veszi fel, akkor az

2.7 F(zy,2)) =

"M8

I
m, n
2 m,n° m,n *2y 29

véletlen fiiggvénynek a ({;,{,) pont 1 valdsziniiséggel szinguldris pontja. E célbdl
vizsgdljuk a

2.8) (W) = Zo Z{’)cm,ném,nlmwm""
egyviltozds fiiggvényt. d(w) ny11van§/aloan reguldris, ha |w| <1 és ({;, {,), akkor és

- csak akkor szinguldris pontja F(z;, zp)-nek, ha a w=1 pont szinguldris pontja
d(w)-nek. rjuk d(w)-t a

2.9) d(w) = Z(')ypwl“
=
alakba, ahol tehdt
(2 10) 'yp == +2 cm,ném,n(?cg (p = 0: 1’ 27 '--)-
m+n=p

180




Nyilvdnvald, hogy az y, egyiitthatdk fiiggetlen és szimmetrikus eloszldst vald-
szinliségi vdltozdk, igy tehdt Kahane az 1. rész 6. §-dban bebizonyitott tétele szerint
a ®(w) véletlen fiiggvény 1 valdszintiséggel nem folytathaté a konvergenciakorén
tal. Jelolie ¢=o(w) a (2.9) hatvdnysor konvergenciasugardt; ¢ egy valdsziniiségi
véltozé, amelyre nyilvanvaléan ¢ =1. Allitdsunk bebizonyitdsihoz tehdt elegends
kimutatni, hogy 1 valdszintiséggel ¢ =1. Mdrmost, mivel feltevés szerint a (2. 8) sor
nem abszolit konvergens, ha |w|=1, tehdt minden pozitiv -hoz végtelen sok
olyan (m, n) szdmpdr adhaté meg, hogy

(2.11) ' |Cmn 8] > e=ntn

(hiszen, ha nem igy volna, (2. 8) abszolat konvergens volna, ha |W|=e¢?). Legyen
(m, n) egy szampdr, amelyre (2. 11) fenndll és p =m + n, akkor tehat

(2 (ool 1251+ | = €70,

gy tehdt a Paley—Zygmund egyenl&tlenség szermt az ilyen p- kre (melyek szdma
minden 6 =0-ra vegtelen)

2\2
P(iy,l = o) = 1200
hacsak 0<8<1. Mivel a y, vdltozék fiiggetlenek, a Borel—Cantelli lemmdbol
kovetkezik, hogy 1 valoszmuseggel végtelen sok p-re dll fenn a |y,| =9e~?° egyenlot-
lenség, vagyis a (2.9) sor 1 Valoszmuseggel nem konvergens ha |w|=¢°, mds
széval 1 valdsziniiséggel o =e’. Mivel 6 =0, tetszbleges, kovetkezik, hogy 1 vald-
szinliséggel o =1 és igy a ({5, {,) pont 1 valészinﬁséggel szinguldris pontja az f(zy, 2s)
véletlen analitikus fiiggvénynek. Mdrmost T hatdrdn egy mindeniitt siiri, megszdm-
ldlhaté ponthalmazt vdlasztva, azt kapjuk, hogy 1 valdsziniiséggel e pontok mind
szinguldris pontjai F(z,, z,)-nek, vagyis az F(z,, z,) véletlen fiiggvény regularitdsi
tartomdnya 1 valdsziniiséggel azonos a T tartomédnnyal. Ezzel Kahane tételét bebizo-
nyitottuk, és egyuttal valdsziniliségszamitdsi bizonyitdst adtunk a Cartan—Thullen
tételre.

3.§. AZONOSSAGOK VALOSZINUSEGSZAMITASI BIZONYITASA

E §-ban azt mutatjuk meg, hogyan lehet az analizisben szerepet jatszé bizonyos
azonossdgokat valdszinfiségszdmitdsi dton beldtni. Erre szdmos egyszerli példa
adhaté meg. fgy példdul a Moivre—Laplace tétel bizonyitdsa megfogalmazhatd
gy, hogy abbdl kiadddjék az

. 4oo

G.1) [ ewau=yz

azonossdg. Egy mdsik példa erre az Euler-féle béta-integralra vonatkozd

rre

(.2) B(a,ﬁ):é/'t“‘l(l—t)ﬂ‘ldt= o




azonossdg (a>0, f>0). Ez a kovetkez8képpen bizonyithats be. Definicié szerint

oo

(3.3) | r@= [x-le=dx.
—le—x

. L' ~

ha x>0, és hasonléképpen &; egy olyan valdszinfiségi valtozs, amelynek s{irfiség-
f—1,—x S

fiiggvénye x—I‘ﬁ ha x>0 (x>0, #>0), tovdbbd legyenek &, és &g fiiggetlenek. A

¢a + &g =n vdltozd siirliségfiiggvényét jeldlje g(x). J6lismert, hogy g(x) egyenld &, és ¢

stirliségfiiggvényeinek konvolucidjdval, tehdt

Legyen ¢, egy olyan valdszintiségi vdltozd, amelynek siiriiségfiiggvénye

' v a1 “Vo(x— —lpo—(x~-y)
09 s = I,
és igy ¢
3.5) g =

xa+ﬁ—1,e—

1
T J O

Mivel g(x) sliriiségfiiggvény, tehdt f gx)dx=1 és igy
0

T+p)

Twrp ] TA-r

(.6) 1= [g(dx =
) ! 0
amibdl (3. 2) adodik.®
Az ilyen jellegli példdk koziil még csak egyet emlitiink itt meg: az Abel-t3}
szdrmazd: A

3.7 A [Z] a(a+kb)e=1(1 —a—kby—* = 1

k=0

azonossdg (l. [18]) valdsziniiségszamitdsi bizonyitdsdt, amely b=0 esetben a bino-
midlis tételre redukdlédik, tehdt a binomidlis tétel dltaldnositdsdnak is tekinthetd.
1—
Ez az azonossig a kovetkezOképpen ldthaté be: legyen O<a<1, 0<b= Ta
(n=1,2,..). Vélasszunk a (0, 1) intervallumban egymdstdl fiiggetleniil, egyenletes
eloszldssal n szdmot, és legyen ezek kozil 7} a nagysdg szerint j-edik (j=1, 2, ..., n).
Legyen tovdbbd 55 =0 és n¥,,;=1. Jelolie v,(a, b) a legkisebb K egész szdmot’,
amelyre 7, =a+kb és legyen W, =P(v,(a, b)=k) (k=0, 1, ..., n). Felhaszndlva
a rendezett mintdk elméletének elemeit (I. pl. [6]), egyszerii szimoldssal (n-re vonat-
kozé indukciéval) beldthatd, hogy

(3.8) W, = [Z]a(a+kb)"‘1(l —a—kby-*

5. Tehét legyenek &, ill. &5, o ill. B rendi gamma-eloszlast valdsziniségi valtozok.
¢ Egyben azt is bebizonyitottuk, hogy &,+¢&, eloszlasa (o f)-rendii gamma-eloszlas.
" Ilyen szdm bizonyosan van, hiszen feltevéseink szerint 1=y} ,,=a-+nb.
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A W, szidmok (k=0,1,...,n) egy teljes eseményrendszer valGsziniiségei,
1—a

igy tehdt osszegiik 1, és ezért (3. 8)-bdl (3. 7) azonnal adédik a0<a<1,0<b=

esetre. Mivel (3.7) bal oldala a-nak és b-nek polinomja, ebbdl mdr kovetkezik,
hogy (3. 7) minden a-ra és b-re fenndll.
A (3. 7) azonossdgot szoktdk (I. pl. [19])

< | n . )
(3.7 ¢-n 3 (1) @iy = erpr
alakba is frni. Az azonossdg két alakjdnak ekvivalencidja igen egyszer{ien beldthatd:

(3. 7%)-b6l f=n +% és a= 1—?"— _n helyettesitéssel adédik (3. 7).

Legyen most a=b= % (0<x<1); elvégezve (3.7)-ben az n--- hatdr-

dtmenetet, a Stirling formula felhaszndldsdval addédik a

o (k+ 1~ txke-G+dx
(3.9 kg; p= =1
azonossag. Bevezetve az ,
(3.10) y=xe ¥
jelolést, (3. 9) az
2 nn—2yn
(3.11) x—,,;;:(n—l)!

alakra hozhat. Igy tehdt (3.11) az y=xe~~ fiiggvény inverz fliggvényének (pon-
tosabban az inverz fiiggvény azon dgdnak, amely y =0-ra az x =0 értéket veszi fel)
j6l ismert hatvdnysordt adja, amelyre ilymédon valészinliségszdmitdsi bizonyitdst
nyertiink. Mi a (3. 11) azonossdgot a 0<x=1 vagyis 0=y =1/e feltétel mellett
bizonyitottuk be; ebbdl azonban mdr kovetkezik, hogy (3.11) érvényes minden
olyan y komplex szdmra, amelyre |y|=1/e. (Azt, hogy a (3. 11) hatvdnysor kon-
vergenciasugara pontosan l/e, a Stirling-formula segitségével ldthatjuk be; ha
|[v]=1/e, vagyis a konvergenciakdr keriiletén a (3. 11) sor konvergens, mivel n-edik
tagja n~3 nagysdgrendben tart 0-hoz.)

A (3.11) sorfejtés egyébként az inverz fiiggvény sorfejtésére vonatkozd Un.
Biirmann—Lagrange formula specidlis esete (1. [7], [20]).

4.§. VEGTELEN SOKSZOR DIFFERENCIALHATO,
NEM ANALITIKUS FUGGVENYEK

J61 ismert tény, hogy vannak az x =0 félegyenesen végtelen sokszor differencidl-
haté, de sehol sem analitikus fiiggvények: ilyen fiiggvények effektiv megkonstrudldsa
azonban nem trividlis feladat. Nemrégiben vette észre J. Fabius [8], hogy igen egy-
szerfien konstrudlbatunk ilyen fiiggvényeket a valdszinliségszdmitds segitségével
a kovetkezBképpen: Legyenek &y, &,, ..., &,, ... fiiggetlen, a (0, 1) intervallumban
egyenletes eloszldsh valdszintiségi valtozok és legyen F(x) O=x= 1) az

N
ESIEA

Il
-

@0 g &=

n
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val6szintiségi véltozo eloszldsfiiggvénye. Definidljuk az F(x) figgvényt a [0, 1]
intervallumon kiviil a kovetkez8képpen: .
1-F(x—1), ha 1=x=2,

@2 F(x)’={—F(x—2f'), ha "=x=2+, =12, ...

A definiciébdl ldthatd, hogy F(2)=0, ha I=1,2, ... .
Midrmost a (4. 1) dltal definidlt 4 valdszinfiségi vdltozé felirhats

_.m
(4.3) ‘ . =5 + 5
alakban, ahol
‘ S &n
@9 m= 2 5t
n=1

Nyilvdnvaldan ¢, és n, fiiggetlenek, tovibbd 1, ugyanolyan eloszldsd, mint #. Igy
tehdt # eloszldsa &,/2 és 5/2 eloszldsdnak konvolucidja, vagyis F(x) eleget tesz a

| l‘fF(t)dt, ha 0=x= 1,
@.3) F[g] =’ ; |
[x—1+ [Fydr, ba 1=x=2

2
figgvényegyenletnek. Azonban, (4. 2) miatt f Fu)du=1 és igy, 6jbdl felhaszndlva
1]
; (4 2)'t5

(4.6) x—1+ f F(t)dt = f F(u) du,

vagyis (4. 5) a kdvetkezd alakra hozhatd:
. x . -
@.7) F[E] e Of F()dt, ha 0=yx=2.

Tekintettel (4. 2)-re, kovetkezik, hogy @.7 érvényes minden nemnegativ x-re,
vagyis minden x=0-ra
2x

(4.8) ; F(x) = / F(u) du.

0
(4. 8)-bdl ldthatd, hogy F(x) folytonos és akdrhdnyszor differencidlhaté, és hogy
(4.9) F®(x) = FO-Y(2%) (n=1,2,..), :

i
amibdl indukcidval kovetkezik, hogy '

(4.10) FO =20 p@y (=12 ..).
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Mivel F(21)=0, ha /=1 egész, tehdt ha x diadikus raciondlis szém, x=-% , akkor
F(")[Z]—O ha n>r+1

Ha tehdt volna olyan pont az x =0 félegyenesen, amelynek egy kornyezetében
F(x) analitikus volna, akkor volna ilyen raciondlis pont.is, de akkor F(x)-nek poli-
nomnak kellene lennie, ami nyilvdn lehetetlen (mivel pl. F(x) korldtos, de nem kons-
tans); igy tehdt F(x) sehol sem analitikus fuggveny

A’ mondottakbdl kovetkezik, hogy az' x=0 pontban F(x) Osszes derivdltjai
eltlinnek. Ez specidlis esete a kovetkezs, sokkal dltaldnosabb dllitdsnak:

Legyenek ny, Nz, ..., N, ... fliggetlen, nemnegativ valdsziniiségi vdltozdk és legyen
N, eloszlisfiiggvénye F,(x), és tegyiik fel, hogy F(x)=C,x ha x=0 (n=1,2,..),

\ o

ahol Cy, C,, ..., C,, ... tetszbleges pozitiv dllandék. Tegyiik fel, hogy a 2'11,, sor
1 valészmuseggel konvergens (ehhez a Kolmogorov -féle 3-sor .tétel szerint elegseges

hogy a Z’M(n,,) és Z' D*(n,) sorok konvergal]anak) e sor dsszegét ]e[bl]e n és
n eloszlasfuggvenyet ]elol]e F(x). Akkor F(x)a O pontban akdrhdnyszor derivdlhaté
és ott Osszes derivdltjai eltiinnek.

Bizonyitds. Ha x >0 és n<x, akkor n,<x (k=1,2, ...). Igy tehdt minden n-re
n+l
Fx) = [] Fu(®) = cica.cppg XL
: k=1
Ennélfogva

lim ﬂ? =0, ha n=12, ..

n—oo X

Nyilvdnvald, hogy Fabius példdja esetében teljesiilnek a fenti dltaldnos tétel
feltételei. .

5.8. A HAAR-FELE ORTOGONALIS FUGGVENYRENDSZER SZERINTI
SORFEJTESEK KONVERGENCIAJA

A Haar-féle {1, (x)} #=0,1,...; 0=x<1) fiiggvényrendszert a kovetkezs-
képpen definidljuk. Legyen

G X =1, ha 0=x<1 ‘
3 { I, ha 0=x<1$
2 XI_(x)_— —1, ha i=x<1

. V2, ha 0=x<1%
(5.3) () =1-V2, ha }=x<%}
| 0, ha i=x<1

2- Matematikai Lapok '
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és dltaldban .
2 1

22, ha 0§x<——2k.+1
' x 1 1

(5 4) XZk(x) =4—22, ha F =X 5k

0, ha EIE =x=<1,
ha.k =0,1,..., tovibbd

¢ sl o e L
(5.5) Rawn () = 1 2% [x 2k]’ - gr ety
0 egyébként,

ha l=j=2~-1,k=12,....
Konnyen beldthato, hogy a x,(x) n=0, 1, ...) fiiggvények a [0, 1) intervallum-

ban ortonormdlt fiiggvényrendszert alkotnak. Azt sem nehéz beldtni, hogy e rend-
szer teljes. Legyen f(x) egy tetsz8leges, a [0, 1) intervallumban megadott mérhetd
4 :

valés fiiggvény, amelyre f f2(x)dx 1étezik ; képezziik f(x) kifejtését a Haar-féle rend-
0

szerben, vagyis vizsgdljuk az .

(5.6) 3 cuta()
sort, ahol
5.7 o= [FOn@)d.

Haar Alfréd nevezetes tétele szerint az (5. 6) sor a [0, 1) intervallumban majdnem
mindeniitt konvergens és Osszege f(x)-szel egyenld. E §-ban e tételre adunk —
K. Krickeberg ([9]) nyomdn — valdsziniliségszdmitdsi bizonyitdst, a martingdl-
elmélet segitségével. _

Valésziniiségi valtozok egy ¢, (n=0, 1,2, ...) végtelen sorozatdt martingdlnak
nevezziik, ha rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal: {,,, feltételes vdrhato értéke
Cos Las oves Enq 65 £, adott értéke mellett 1 valdszintiséggel {,-nel egyenld. A ,,martin-
gdl” elnevezés onnan szdrmazik, hogy martingdlnak nevezik a szerencsejétékokndl
az Gn. halmoz4si rendszert, amelynél a jdtékos a tétjét ugy véltoztatja, hogy vesztés
esetén mindig megdupldzza a tétjét. Ha pl. fej-vagy-irds jatékrol van sz6 és , jeloli
a jatékos pénzét az n-edik jétszma utdn, akkor a (, vdltozék mindig martingdlt
alkotnak a fenti értelemben, akdrhogyan is varidlja a jatékos a tétet, tehdt specidlisan
a halmozdsi rendszer esetében is, hiszen az n+ 1-ik jdtszmdban a nyereség (tehdt
¢,+1—C,) vérhat6 értéke a {y, ..., {, vdltozok értékétdl és a téttdl fliggetleniil mindig 0.

J. L. Doob a martingdlokra vonatkozé egyik nevezetes tétele® szerint, ha {{,}
egy martingdl és M(|¢,) korldtos, akkor 1 valdszin{iséggel 1étezik 313}0(,, (L. [10D.

Midrmost vizsgdljuk az (5. 6) sor
(5.8 w4 Sy(x) =k§ i Xk (%)

8 E tétel tobbet mond ki: elegendd {{,}-r6l feltenni, hogy szubmartingdl.
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részletdsszegeit; tekintsik az S,(x) fiiggvényeket valdszinliségi vdltozéknak az
[Q, o7, P] in. Lebesgue-féle valSszinfiségi mezdn, ahol Q a [0, 1) intervallum,
</ a [0, 1) intervallum Borel-halmazainak &sszege és P a Lebesgue-féle mérték.
El8szdr megmutatjuk, hogy az S,(x) valdsziniiségi valtozé-sorozat egy martingdl,
Legyenek ay, ay, ..., a, tetszbleges valés szdmok és jelolje E azt a halmazt, amelyre
Sx)=a, (k=0,1,...,n) és tegyiik fel, hogy az E halmaz nem iires. Allitdsunk
bebizonyitdsdhoz csak azt kell kimutatni, hogy .

5.9) ' [ sy ax = 0.
g 2 E

Mdrmost jeldlje B, a legsziikebb halmazalgebrit, amelyre nézve yy(x), ..., Xa(X)
mérhet8ek. Nyilvdn E a B, (véges) algebrdhoz tartozik, és igy elegends kimutatni,
hogy (5. 9) teljesiil, ha E a B, algebra egy atomja. Mdrmost, ha 7n=2%4 jO0=j=

=2"—1; k=1,2,..), akkor B, atomjai az [2"%’ ;_Ti) (I=0,1,...,2j+1)
N T m m+1 . 5 . g 2
intervallumok, tovdabbd az 2 TR (m=j+1,...,2¥—1) intervallumok® és

ezen intervallumok mindegyikén y,.,(x) integrdlja valéban 0-val egyenld. Mésrészt

(5. 10) M(S,(0)]) = [ [ 52 dx]z = [ [ dx]z.

Igy alkalmazhaté az emlitett martingdl-tétel, és nyerjiik, hogy a
6. 11) ’ lim S,(x) = f*(x)

hatdrérték majdnem mindeniitt 1étezik.
Mivel a Haar-féle rendszer teljes,

(5.12) lim [ (fe) =5, dx = 0.
0

fgy a Fatou-lemmadbdl és (5. 11)-bél kovetkezik, hogy
1

(5.13) J F@—r@)ax =0,

0

vagyis f*(x) majdnem mindeniitt megegyezik f(x)-szel, vagyis bebizonyitottuk,
hogy az (5. 6) sor majdnem mindeniitt konvergdl f(x)-hez.
Erdemes megjegyezni, hogy az S,(x) részletosszeg elGdllithatd az

(.14 S(M)=M(f(x)B) (n=0,1,..)

feltételes vérhaté érték alakjdban. _

Mdsrészt az is konnyen beldthatd, hogy az Osszes B, halmazalgebrdkat tar-
talmazo legszlikebb g-algebra azonos a Borel-halmazok Osszességével. Igy a Haar-
féle tétel 4llitdsa specidlis esete az ugyancsak Doob-t6l szdrmazé kovetkezd martin-
gdl-tételnek is:

el ”;*\
° Tehdt B,-nek n+ 1 atomja van, és B, , atomjait gy nyerjiik B, atomjaibdl, hogy eg};fa.gm'hot )
feleziink, a tobbit valtozatlanul hagyjuk. [ '
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Legyen B, (n=1,2,...) o-algebrdk egy sorozata, B,CB,.; és legyen B, i
az Osszes B, og-algebrdkat tartalmazd legsziikebb o-algebra. Legyen { egy véges :
vérhatd értékll valdsziniiségi védltozd. Akkor a {,=M((|B,) (n=1,2, ...) vdltozok
martingdlt alkotnak, és 1 valdszintiséggel

lim M((|B,) = M(|B-). K

Végiil megjegyezziik, hogy (5. 14)-bél kovetkezik, hogy ha I,(x) jeldli B, atomjai
koziil azt, amely tartalmazza az x pontot és |I,(x)| jel6li az I,(x) intervallum hosszit,
akkor

' ‘ 1
5.15 S,,x=——~/ t)dt.
.15) @ =[O
P ' In(x)
Haar eredeti bizonyitdsa ([21]) tételére az (5'. 15) formuldn alapszik: az, hogy
" majdnem minden x-re lim S,(x) =(x) (5. 15)-b6l Lebesgue azon tétele segitségével

kovetkezik, mely szerint egy f(x) integrdlhaté fiiggvény hatdrozatlan integrdlja
majdnem mindeniitt differencidlhaté és derivéltja egy 0-mértékii halmaztdl eltekintve
megegyezik f(x)-szel.

6.§. A WALSH-FELE FUGGVENYRENDSZER SZERINTI SORFEJTESEK

Osszehasonlitdsul vizsgdljuk meg, hogy a Haar-féle rendszerre fentebb alkal-
mazott gondolatmenet mit ad a Walsh-féle ortogonilis rendszer szerinti sorfejtések
esetében. \

Jelslje R,(x) (n=0, 1, ...) az n-edik Rademacher-féle fiiggvényt, vagyis legyen

6.1)- R,(x) =sign (sin-2"7x) O=x<1).

A W,(x) tn. Walsh-féle fiiggvényeket a kovetkezSképpen definidljuk: ha az
n=1 szam elddllitdsa a 2-alapi szdmrendszerben

6.2) n=aydey 12k  (0=ky<k,<...<k),
akkor legyen '
6.3) W(X) =Ry (%) Ry, (x).... Ry (x).

Mint jél ismert, a W,(x) fiiggvények teljes ortonormdlt rendszert alkotnak
a [0, 1) intervallumban.
Legyen f(x) egy tetszSleges, a [0, 1) intervallumban négyzetesen integrdlhato
fiiggvény és vizsgdljuk e fiiggvény Walsh-féle sorfejtését, vagyis a

.4 | pANAE)

sort, ;hol i

6.5 b= [ FOW, @) dr.
\ Legyen °

6.6) . S,(x) =k§1 by Wi (x).
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Az 5.’§-ban alkalmazott gondolatmenet nem alkalmazhatd a teljes S,(x) soro-
zatra, azonban alkalmazhaté az Sym_y(x) részsorozatra. Ugyanis, ha 7, jeloli azt
a legsziikebb halmazalgebrdt, amelyre nézve a Wy(x), ..., Wen_s(x) fiiggvények

mérhetéek, gy &/, atomjai a (2%_1,;_—?11] (j=0,1, ..., 2";1—1) intervallumok
és ha I ezen intervallumok koziil barmelyik és 2"=m<2"+1 akkor
6.7) . [Waax =0

I .

tekintettel arra, hogy W,(x) az I intervallumon egyenl3 aR,(x)-szel, ahol a = + 1
vagy a = —1, tovdbbd

(6.8): | [R,yax =o.
' I
fgy tehdt, ha E o, -hez tartozé halmaz, '
(6.9) [ (Surricr ()= Sy () dx = 0,
: E

vagyis a Syn_i(x) egy martingdl a Lebesgue-féle valdszintiségi mezdn. Az 5. §-ban
alkalmazott gondolatmenetet alkalmazva kévetkezik, hogy majdnem minden x-re

(6.10) Iim Sy (x) = /().

fgy tehdt egy a Walsh-sorokra vonatkozd nevezetes ismert tételre nyertiink 1j,
valdszinfiségszamitdsi bizonyitdst. E tételb8l specidlis esetként kovetkezik, hogy
a Rademacher-féle fiiggvényekbdl konvergens négyzetdsszegli egyiitthatokkal -
képezett

(6.11) é; @ Ry (%)

alakii sor (Z @i < + ) majdnem mindeniitt konvergens; ez egyébként specidlis
esete Kolmogorov un. 3-sor-tételének.
Pdl LdszIl6 nemrégiben észrevette (1. [11]), hogy igaz a kovetkezd tétel is: Ha

(6.12) 3 Zdu <+,
akkor a ¥ )
(6 13) "g; k;(; an,kRn (x) Rk (x)

sor majdnem mindeniitt konvergens. Ez az 4llitds is igen egyszertien beldthaté
az 5. §-ban ismertetett mddszerrel, ugyanis az

6. 14) Sv0) = 3 S e R R0

1

sorozat (N=1, 2, ...) nyilvdn martingdl, és f |Sn(x)|dx korldtos sorozat, tehdt
. 1]

(6.15) lim Sy(x) = g(x)
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1 valdszinfiséggel 1étezik; mdsrészt viszont a Kolmogorov-féle egyenlStlenség sze-
rint igaz a kovetkezd dllitds:

: A 1 N 1
(6. 16) P| Max 20N+1 kR ()| = 4 2a12V+1k ’ = i,
1=I=N | =0 ? k=0 ’ /{2
tehdt, ha
1
6.17) SN,I(’_C) = Sy(x) +k_20 ay +1,x Ry +1(%) R (%),
akkor
N

k;(; @ik

©.18) P(Max [Sy, () —Sy@)| = §) = =",

fgy a Borel—Cantelli lemma szerint minden r >0 pozitiv egész szdmra 1 valészinii-
séggel véges sok (N, I) szdmpdr kivételével

©.19 S0 =Sy = 1

Mivel r tetsz8legesen nagynak vdlaszthaté és megszdmldlhaté sok O-mértékii
halmaz egyesitése is 0-mértékii, (6. 15)-bdl és (6. 19)-bdl kdvetkezik, hogy a (6. 13)
sor majdnem mindeniitt konvergdl a g(x) fliggvényhez.

_ P4l Ldszl6 azt is bebizonyitotta, hogy egy olyan Walsh-sor, amelyben csak azok

a Walsh-fiiggvények szerepelnek, amelyek legfeliebb & Rademacher-fiiggvény szor-
zataként 4llithaték el, és amelynek egyiitthatéinak négyzetOsszege konvergens,
a Walsh-féle fiiggvényrendszer indexezésének megfeleld elrendezésben majdnem
mindeniitt konvergens. Ez az dltaldnosabb tétel ugyantigy bizonyithaté be valo-
szin{iségszamitdsi Uton, mint ahogy az el6bb a tétel k=2 esetét bizonyitottuk.
Mivel az 4ltaldnos eset tdrgyaldsdhoz Gjabb Stletre nincs sziikség, azt itt nem rész-
letezziik. E

k7.8 ASZIMPTOTIKUS FORMULAK A MASODFAJU STIRLING-SZAMOKRA

A o, (k=1,2,..,n;,n=12,..) mdsodfaji Stirling-szdmokat a kovetkez
formuldval definidljuk:

.1 x = 3 (e 1) —k+1)

A ¢, szdm kombinatorikai jelentése, mint ismeretes (l. pl. [14]) a kovetkezd:
0, megadja egy n-clemii halmaz &sszes k nem iires idegen részhalmazra valé fel-
bontdsainak (particiéinak) a szdmdt. E szdmok jelent3s szerepet jdtszanak a differen-
cia szdmitdsban (I. pl. [15]), ezért érdekes aszimptotikus viselkedésiik vizsgdlata.
L. H. Harper (L. [16]) nemrégiben a Stirling-szdmok aszimptotikus viselkedését
valésziniiségszamitdsi tton vizsgdlta. E §-ban az & vizsgdlatait ismertetjiik, meg-
jegyezve, hogy médszere ugyanazon az Otleten alapszik, mint Hayman tételének
az 1. rész 3. §-dban adott valészinfiségszdmitdsi bizonyitdsa. (7. 1) mindkét oldaldt
x-szel beszorozva &s a nyert formuldt Ssszevetve x"*1-nek a (7. 1) formula szerinti
kifejtésével, figyelembevéve, hogy egy polinomnak az x(x—1) ... (x—k+1) alap-
polinomokkal valé kifejezése egyértelmii, adédik a

(7.2 an+1,k=kan,k+6n,k—1
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rekurziv Osszefiiggés. Vizsgdljuk most a
(7.3)  P@ = Sou
: k=0

polinomokat. El8szor bebizonyitjuk, hogy P,(x) Gsszes gyokei egyszeresek €s e gyo-
kok mind valds, nempozitiv szdmok. E célbdl el8szor vegyiik észre, hogy (7. 2)-bdl
azonnal addédik a P,(x) polinomokra a

(7.4 P, 1(x) =x(Pr(x) + P,(x))

Osszefiiggés. Mivel
Pl(x) =X, PZ(x):x2+x:

tehat a’.ﬂitésunk igaz, ha n=1 és ha n=2. Azt, hogy az 4dllitds minden n-re igaz,
teljes indukcidval fogjuk beldtni. Legyen H,(x) = e*P,(x) és tegyiik fel, hogy P,(x)-nek
n kiilonb6z6 nem-pozitiv gyoke van. Legyen n=1, akkor (7. 4) szerint

(7.5 H,11(x) = xH,(x).

Mivel lim H,(x)=0, tehdt Rolle tétele szerint ha —x,; < —X,,<...<—X, ,=0

. X—>—oo

jelolik H,(x) gyokeit, akkor H,.,(x)-nek és igy P,,,(x)-nek egy-egy gyoke van
a (—oo, —Xn), (=X, 1, —X%,2), ... (—Xpn—1,0) nyilt intervallumokban; ez mdr
n gyok, de mivel P,,(0)=0 és P,.(x) n+ l-edfoku polinom, ezzel P,,(x) Osszes

gyokeit megtaldltuk, és azok mind kiilonb6zéek és nem pozitivak. Igy tehdt (mivel
(7. 4)-bdl lithat6, hogy P,(x)-ben x" egyiitthatdja 1) P,(x) a

(7. 6) P,(x) =k§1 Gtx) =12 ..)

alakba frhaté, ahol 0=x,,<X, ,-1<...<X,:. (7. 6)-bdl az is leolvashaté, hogy
a 0, szdimok mind pozitivak, ha k=1 és n=1.
Legyen most

(1.7) B, = 3o,
k=0

A B, szdmokat szoktdk Bell-féle szamoknak is nevezni. B, kombinatorikai jelen-
tése (1. [14]) a kovetkezd: B, megadja egy n elemii halmaz 6sszes kiil6nb6zd partici6i-
nak a szdmdt (a részhalmazok szdmdra vonatkozd korldtozds nélkiil). Mdrmost

vizsgdljuk a {‘;’j"‘) k=1, 2, ..., n) valdsziniiségeloszldst. Legyen #, egy valoszintiségi
valtozo, a.mcalyre,:l
(7.8) Pl = k) = 22k

" B,
Ekkor #, generdtorfiiggvénye

P,(x) 2 [ X X,k ]
7.9 M(xmw) = "= = e P
( ) (x ) Pn(l) k]=]1- 1+xn,k+ 1+xn,k
fgy tehdt #, eloszldsa megegyezik az Na,1+ N2+ .o +1,,, Osszeg eloszldsdval, ahol
fn,15 o> My, fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok eés '

1 Xn,k

(7. 10) | P("In,k =1)= l+xn,k, ‘P('ln,k =0) = Tom T xon .




M1ve1 1, n darab fuggetlen valdszintiségi Valtozo osszege varhato hogy N
hatdreloszldsa normdlis lesz. Meg fogink mutatni, hogy a Z’ M, Osszegekre tel-

jesiilnek a Ljapunov-tétel feltételei. Mivel az 7, vdltozdk csak a 0 és 1 értékeket
veszik fel, ehhez (mint az I. rész 3. §-dban meg;egyeztuk) elegendé kimutatni, hogy
n, szérdsa végtelenhez tart, ha n—oo.

El8szor szdmitsuk ki #, varhaté értékét. A (7. 2) azonossdgbdl

. » £ 1 "‘ ol 'Bn"—l_
(7.11) M, = Eék-a,,,k =3 I
Ugyancsak (7. 2)-b6l
(7 12) ; M(2 _—I‘vakzd =Bn+2_2.Bn+1
* g 77n - -Bnk=1 nk B,, B”
és igy

. ’ 9 o 2 . Bn+2 Bn+1 ?
Annak kimutatdsa, hogy hm Dz(n,,) =40, a legegyszerubben a kovetkezd meg-
jegyzés segitségével tortenhet Legyen

(7.14) 8= k3 Max o, .

lsksn

Elészor megmutatjuk, h'ogy

(7.15) A h_{n g, =0.
Ebbdl mdr dllitdsunk kovetkezik, ugyanis a Csebisev egyenlStlenség szerint
(.16 thmenzﬁJéwﬁNMJ
Mirmost "
a1 Plm-Mo=l]-1-L I g=i1-f-l
, A Mn— n —48 B 5 nk—- 28 _|2’
" k- MGtn )|<—

tehdt (7. 16)-bdl és (7. 17)-b6l
. 1
: 2
(7.18) Dt = 353

és gy (7. 15)-bol kovetkezik lim D*(y,) = + o=,

fgy tehdt csak (7. 15)-6t kell bebizonyitanunk.
E célbdl kiindulunk a (7. 2)-b6l indukciéval konnyen beldthaté

. S o'n,k; . (ex_l)k
(7.19) ; e
formuldbdl és a (7. 19) k-ra valé Osszegezésével adodo

7200 - L
n=1 1t
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formuldbdsl (1. [14])." (7. 20)-bol Hayman az 1. rész 3. §-dban emlitett tétele segit--
ségével kovetkezik, hogy . : '
1 1
7.21 . . B,~——exp|n|R,+——1|—-1]{,
ke el 4 Che
ahol R, az xe* =n egyenlet egyetlen pozitiv gydke.
Mdsrészt (7. 19)-bdl, ugyancsak Hayman tétele segitségével kovetkezik, hogy

J . ]/R,, 1
(7.22) ax o, = 0[ ~, €xp [n [R,,-!—E-—l]]],

tehdt 10

— R”
(1.23) &y = o[ﬁ].

~ Mivel R,,=b (log n), (7.23)-bél kovetkezik (7. 15). igy tehdt #,-re valéban alkal--
mazhaté a Ljapunov-tétel és igy nyerjiik azt, hogy '

n

X

d ¥ s , v
7.24)  lim— By a8 o= = [ Ty,
Tt Ry ey P '

amit bizohyitani akartunk.
' Konnyen ki lehet mutatni, hogy

Bn+’1'___ n n

B, = Rﬁ"[‘/lognl

VBn+z _(Bn+1 2__1 n
B, B, ) logn’

1 1. of s
7.25 lim — x=—— |e 2du
( ) e Bn . Z n o-,k m f

.k i:+x}l logn

alakban is (—e<x< + ).

tehdt (7. 24) felirhato

-]

1A

8.§. FUGGELEK

E fiiggelékben a dolgozat megértésének megkonnyitésére a dolgozat I. és II.
részében felhaszndlt valdszinfiségszdmitdsi tételekkel Kkapcsolatban megadjuk,.
hogy azok a [12] tankdnyvben hol taldlhaték meg: , :

Csebisev egyenlétlenség (felhaszndlva az I. rész 1. és 2. §-dban és a II. rész.
7. §-dban): 14sd 309. o. :

Ljapunov tétele (felhaszndlva az 1. rész 3. §-dban és a II. rész 7, §-dban): ldsd.
373. o.

Karakterisztikus fiiggvények folytonossdgi tétele (felhaszndlva az 1. rész 3. §-dbar)::
ldsd 271. o.

10 Azt is meg lehet mutatni, hogy &, ~ 10;" " ; . ‘
n
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Nulla-vagy-egy torvény (felhaszndlva az 1. rész 6. §éban) 349. o.

Markov-egyenlétlenség (felhaszndlva az 1. rész 7. §- aban és a II. rész 1. §-dban):
202. o.

Borel—Cantelli lemma (felhaszndlva az I. rész 7. §-dban és a IL. rész 1., 2. és
6. §-dban): 323. o.

Kolmogorov-egyenlétlenség (felhaszndlva a II. rész 6. §-dban): 326. o.
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