GONDOLATOK A VALOSZINUSEGSZAMITAS
TANITASAROL

RENYI ALFRED

BEVEZETES

A kovetkezOkben altalaban beszélek a valdszinliségszamitas tanitasardl, nem
szoritkozom konkrét iskolatipusra vagy meghatarozott kora tanuldkra. Olyan kér-
désekkel foglalkozom, amelyek a valdszinliségszamitas tanitasanak mmden for-
majanal felmeriilnek. Harom alapveté kérdésrdl lesz sz6:

1. Miért kell a valdsziniliségszamitést tanitani? 2. Mit kellene tanitani? és 3. Hogyan
kellene tanitani? Tehat a valdsziniiségszamitas tanitasanak céljaval, tartalmaval
és modszereivel fogok foglalkozni.

Megjegyzéseim személyes tapasztalataimra tdmaszkodnak. Ezek elsésorban
egyetemi oktatéi munkambdl szarmaznak, de tartottam valdsziniliségszamitasi
el6adassorozatokat a budapesti szabadegyetemen is, ahol a hallgatésag java részét
érdekl6dé kozépiskolasok teszik ki és egy eléadéassorozatot tartottam a televizidban
is, amelyet nagyon vegyes hallgatosag nézett meg, egészen fiatalok és felndttek,
akiknek igényeik és ismereteik erdsen eltéréek lehettek.

1. MIERT KELL A VALOSZINUSEGSZAMITAST TANITANI?

Els6 pillanatra ugy tiinik, hogy erre a kérdésre csak akkor lehet pontos valaszt
adni, ha megmondjuk, hogy az oktatas milyen forméaban és milyen szinten torténik.
Szerintem néhany dolgot enélkiil is el lehet mondani. Elmondom, hogy mit tartok
a valdszinliségszamitas tanitasa f6 céljainak. Ugy gondolom, hogy ezeket a valdszi-
nliségszamitas barmely részének a tanitasanal szem el6tt kell tartani, bar a kiilén
boz6 iskolatipusoknak megfeleléen kiilonb6z6 hangsulyt kaphatnak. Ezek a célok a
kovetkezok :

A) A valé6szinliségszamitast azért tanitjuk, mert fontos szerepe van a tanuldk
gondolkodasanak fejlesztésében.

B) A valdsziniiségszamitast a mindennapi élet, a tudomény, a technika stb.
kiilonbozo teriiletén vald hasznossaga miatt tanitjuk.

C) A valdszinliségszamitast azért tanitjuk, mert a matematikai nevelésben
fontos, s6t nélkiilézhetetlen szerepe van.

Az alabbiakban néhany megjegyzést fiizok ezekhez.

A) A budapesti egyetemen volt egy jogaszprofesszor, aki a szobeli vizsgakon
a kovetkezd kérdést tette fel a hallgatoknak: Mit lat, ha a Gellérthegyrdl lenéz
a varosra? A hallgatoknak ezt kellett valaszolniuk: ,,Jogtargyakat és jogalanyokat.”
Nem tudom mit szolt volna ez a professzor ahhoz, ha valaki azt valaszolta volna
erre a kérdésre, hogy ,,sztochasztikus folyamatokat”. A professzor valdszinfileg
egyaltalan nem értette volna a valaszt, annak ellenére, hogy ez nem kevésbé helyes,
mint az, amit & vart. A valdszinliség fogalmanak megértése valoban nélkiilozhetetlen
ahhoz, hogy megértsiik a koriilottiink levd vilagot és egyik alapkdve tudoményos
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vilagképiinknek. A tanulék gondolkodasanak fejlesztését a matematika barmely
aganak tanitasa eldsegiti, megtanitja oket arra, hogy vilagosan definialt fogalmakkal
logikusan gondolkozzanak. A tanuldok gondolkodasanak alakitasaban a valdszini-
ségszamitas tanulmanyozasanak, a szerepe valamivel tobb ennél, tartalmazza azt
is, amit az imént elmondtunk a matematika egyéb againak tanitasardl, de tul is
megy ezen. A valdszinliségszamitas tanitdsa megtanitja a tanuldkat arra, hogy a
vilagos és logikus gondolkozas olyan esetekben is hasznos, amikor bizonytalansaggal
van dolgunk ezzel talalkozunk majdnem minden gyakorlati helyzetben).

A valészinliségszamitas tanulmanyozasa a tanulok jellemére is elényos hatassal
van: példaul noveli a batorsagukat, ha megértik, hogy bizonyos kudarcokat egy-
szerlien a véletlen okozott és igy e kudarc nem ok arra, hogy feladjak a kiizdelmet.
A primitiv emberek hajlamosak arra, hogy tulzottan gyanakvoak legyenek: ha
valami bajuk van, azt rendszerint valaki rosszindulataval probaljak megmagyarazni,
még akkor is, ha egyaltalin nem arrdl van szé. Ennek az ésszer(itlen viselkedésnek
gyakran az az oka, hogy nem értik a véletlen fogalmat. A valdsziniliségszamitas
tanulméanyozasa segithet abban, hogy végleg megsziinjenek a kdékorszak magikus
gondolkozasanak ezek a maradvanyai. Illy médon a valdszintiségszamitas tanul-
manyozasa az embereket megért6bbé teszi embertarsaik irant is és segiti a tarsadalmi
életbe val6 beilleszkedésiiket.

B) A hétkoznapi életben allandoan szembekeriiliink a véletlennel, a valészinii-
ségszamitas arra is megtanit benniinket, hogyan lehet az egyes dontésekkel jaro
kockazatokat figyelembe venni egy ésszerii magatartas kialakitasanal. A lehetséges
biztositasi formak koziil a legeélszeriibb kivalasztasa jé példa arra, hogyan hasznal-
hatjuk a valdszinliségszamitast a sajat életiinkben. Csaladi koltségvetés készitésénél,
vagy kiilfoldi utazas tervezésénél meg kell becsiilniink a kiadasokat, amelyek bizo-
nyos fokig a véletlentdl fiiggnek. Ezek a példak is mutatjak, hogy mindenkinek
sziiksége van a véletlen torvényeinek valamilyen szintii ismeretére. A valdsziniiség-
szamitas tudoméanyos, technoldgiai, gazdasagi, stb. alkalmazasainak egyre novekvo
fontossagara vald tekintettel, mind to6bb embernek van a munkaja soran bizonyos
valdszinliségszamitasi tudasra sziiksége. Az iskolatipustol fiigg, hogy mennyire
kell ezt figyelembe venni. Nem felejtkezhetiink meg arrél sem, hogy manapsag
minden miivelt embernek, a foglalkozasatdl fiiggetleniil, valamennyire kell értenie
az olyan dolgokhoz mint atomenergia, radidaktivitas, genetika stb. és ezeknek
még a felszines megértéséhez is sziikség van bizonyos valdszinliségszamitasi ismeretre.
Ma, amikor az idéjarasjelentésben megadjak a holnapi es6 valdszinliségét, minden-
kinek célszerli tudnia, hogy mit is jelent ez tulajdonképpen.

C) A valdszinliségszamitas clemeinek ismerete segiti a valo vilag és a matema-
tika kapcsolatanak, a valdsag matematikai modelljének megértését. Azoknak a
tanuldknak, akik a matematikatanitas soran egyaltalaban nem talalkoznak a valo-
szinfiségszamitassal, nem alakul ki megfelel6 képiik arrdl, hogy milyen is valo-
jaban a matematika és mire hasznalhatjak. A valdszinliségszamitast nem ismerd
embereknek van egy kozos téves felfogasuk, mely szerint matematikai modszereket,
csak olyan helyzetben lehet alkalmazni, ahol egyszerii és pontos Osszefiiggés all fenn
kis szami( és pontosan mérheté mennyiségek kozott. Gyakran hallhatunk még
mostanaban is olyan kijelentéseket, hogy bizonyos jelenségek tanulmanyoziséra,
leirdsara nem Ichet matematikai modszereket alkalmazni, mert azok ,,til bonyolul-
tak”. Azoknak az embereknek az elditélete ez, akik tanultak némi matematikat,
de valdsziniiségszamitast nem és ez a szemlélet — legalabb is néhany orszagban —
j6 ideig akadalyozta a matematikai mddszerek alkalmazasat a kdzgazdasagban,
a szocioldgiaban, a bioldgiaban, a pszicholdgiaban és egyéb teriileteken.
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Megjegyzem, még hogy az az elképzelés, hogy a valdszinliségszamitas tanitasara
is sor keriiljon kozép-, illetve alsébb fokon, &sszhangban van a matematikatanitas
egyéb modern torekvéseivel és konnyen Ossze lehet egyeztetni ezekkel gy, hogy ez
hasznara valjék a valosziniliségszamitas tanitasanak is és az j torekvések megva-
16sitasanak is. A valdszinliségszamitas tanitasat példaul megkonnyiti, ha a tanuldk
el6zéleg mar megismerkedtek a halmazelmélet és a Boole algebra elemeivel, masrészt
a valdszinliségszamitas tanulmanyozasa kivald alkalom arra, hogy hasznaljuk az
emlitett fogalmakat, ami viszont elsegiti e fogalmak alaposabb megértését.

2. MIT KELLENE TANITANI?

Mivel csak olyan kérdésekkel akarok foglalkozni, amelyek a valdszinliség-
szamitas akarmilyen szinten torténd tanitdsanal lényegesek, a tananyag viszont
erdsen fiigg a széban forgd iskolatipustdl, a tanuldk életkoratol, altalainos matematikai
ismereteikt6l stb., csak néhany altalanos meg)egyzcsre szoritkozom.

Ugy gondolom hogy az alabb felsorolandé négy témabol minden valdszinliség-
szamitasi tananyagnak kell valamennyit tartalmaznia:

A) A valdszinliségszamitas gyakorlati hattere, vagyis a mindennapi életben,

a természetben, a szerencsejatékokban felmeriild statisztikai torvényszerfi-
ségek konstatalasa.

B) A valdsziniiség matematikai elmélete;

C) A valosziniiségszamitas alkalmazasa kiilonbozo teriileteken véletlen tomeg-
jelenségek leirasara és az ilyen jelenségek lefolyasanak nagy vonalakban
valo eldrejelzésére.

D) A valdsziniliségszamitas torténete, beleértve a valdszinliség fogalmaval
kapcsolatos filozofiai kérdések targyaldsat.

Ennek a négy pontnak a sorrendje annak a logikai sorrendnek felel meg, amely-
ben — véleményem szerint — ezeket a kérdéseket targyalni kell. A félreértések
elkeriilése végett, hangstlyozni kivinom, hogy amikor azt mondom, hogy a valo-
szinliségszamitas tanitasat azzal kell kezdeni, hogy a tanuldkat megismertetjiik
a statisztikai torvényszeriliség fogalmaval, nem arra gondolok, hogy statisztikaval
kell kezdeniink. Ellenkezdleg, egyetlen olyan kisérietet sem tartottam (sem logikai
sem didaktikai szempontbdl) kielégitének, amely szerint a statisztikat elézetes
valdszin(iségszamitasi ismeretek nélkiil tanitottdk. Ugy képzelem a valdszin{iségsza-
mit4s tanitisit kivdnatos lenne azzal kezdeni, hogy a a statisztikai torvényszertisé-
get jol valasztott példakkal és kisérletekkel magyarazzuk meg. El6szor megvilagitjuk
a tanuldk elStt, hogy melyek azok az alapvetd dolgok, amelyek segithetnek a
valdszinliségszamitas matematikai elméletének megértésében €és megmagyaraza-
saban és csak ezutan tériink ra a valdsziniiségszamitas olyan mértékii targyaldsara,
amelyet a tanuldk életkora és matematikai eléképzettsége megenged. Természetesen
figyelembe kell venni azt is, hogy mennyi id6 all rendelkezésre és azt, hogy a széban
forgé iskolatipus milyen specialis célokat kovetel. Szerintem a matematikai statisz-
tikat mint kzlonallé targyat csak egyetemi szinten helyes tanitani, azoknak a hallga-
téknak, akik érdeklédnek iradnta.

Ami a valdszinliségszamitas alkalmazasait illeti, talalkoztam mar olyan szem-
Iélettel is, hogy a valdszinliségszamitas gyakorlati fontossagat csak a statisztika
tanitasaval lehet megvilagitani. En nem hiszem, hogy ez igy lenne: a valdszinfiség-
szamitas legfontosabb alkalmazasainak nagy részét teljesen meg lehet érteni a valo-
szinliségszamitas valamilyen bevezetd targyalasa alapjan. Természetesen a vald-
szinliségszamitas barmilyen rovid targyalasa soran ra kell vilagitani arra, hogy

3 Matematikai Lapok
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a valdsagban legtobb esetben empirikusan kell meghatirozni az alapvetd paramé-
tereket; azonban ha elég nagy minta all rendelkezésiinkre, akkor ez nem kivan
bonyolult statisztikai moddszereket. Kiilonben bevezetd targyalasban is ra kell
vilagitani arra, hogy a valdsziniliségszamitas inverz problémainak a tanulmanyozéisa
(amikor konkrét megfigyelésekbél kiindulva akarunk a széban forgd valdsziniiségi
eloszlas paramétereire kovetkeztetéseket levonni) egy kiilonallé szaktargy témaja,
nevezetesen a matematikai statisztikaé, amelynek az alapjat a valdszin(iségszamitas
adja, de ennek ellenére az egy Onélld targy, nem a valdszinliségszamitas része. A
Bayes mddszert természetesen lehet a valdszinliségszamitason beliil targyalni és
ha az id6 megengedi, bevezetd targyalasba is be lehet épiteni valamennyit bel6le.

Ami a D) pontot illeti, gy gondolom, hogy mig valamennyi torténeti targyalas
hasznos és kivanatos minden anyagrésznél, a valdszinlségszamitas tanitasanal ez
kiilonds segitséget jelent. Még egy rovid bevezetd targyalasban is nagyon fontos,
hogy a valdszinliség fogalmanak filozéfiai problémait megtargyaljuk, mivel segiti
a tanuldkat abban, hogy megtanuljak a valdszinliségszamitas sajatos gondolkodas-
maodjat. A valdszinliség filozofiai kérdéseit kénnyen lehet a valdszintiség torténetének
rovid megvilagitdsa soran targyalni; ez egytttal a valdszinliség filozofidjanak torténe-
te is.

Végiil hangsulyozni szeretném, hogy az entrdpidt és az informdciét a Valdszinii-
ségszamitas alapvet6 fogalmainak tartom és igen ajanlom a tanaroknak, hogy szan-
janak valamennyi id6t ezen fogalmak targyalasara a valdszinliségszamités tanitasa
keretében.

3. HOGYAN KELLENE A VALOSZINUSEGSZAMITAST TANITANI?

Ezzel a kérdéskorrel kapcesolatban épp ellekezé nehézség 1ép fel, mint az el6z8-
vel. Itt olyan sokat lehet mondani — anélkiil, hogy barmilyen szintre is szoritkoz-
nank — hogy némi szelekcidra van sziikség. Sok fontos kérdést félretéve csak a
kovetkez6 harom kérdéssel kapcsolatban teszek néhany megjegyzést.

A) A matematikai szigorusag kérdése.

B) Véletlen eseményekre vonatkozé kisérletek elvégzése az iskolaban.

C) A valdszinliségi mezd fogalméanak a bevezetése.

A) Enaltalaban az ésszeri mériék(i szigortisag partjan vagyok a matematikatani-
tas terén, mert ugy érzem, hogy szigorusag nélkiil egyaltalin nem matematika a
matematika. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy minden kijelentést szigortian
be kellene bizonyitani: a tételek egy részét bizonyitas nélkiil lehet elmondani, méasokat
heurisztikus okoskodassal alatdmasztani, és csak néhanyhoz kell teljes bizonyitas.
Azonban éles kiilonbséget kell tenni a kiilonb6z6 tipusu informacidkozlések kozott:
a tanuldknak mindig tudniok kell, hogy mit bizonyitottunk és mit nem. Kiiléndsen
vigyazzunk arra, hogy sose nevezziik bizonyitasnak a heurisztikus érvelést. Hasonléan
éles kiilonbséget kell tenni definicidk és tételek k6zott. Mindez érvényes a matematika
barmely aginak tanitdsara, azonban a valdszinliségszamitds tanitdsdban gyakran
megsértik ezeket az alapszabalyokat, ezért kell hangsilyozni Sket. Ha a tanar azt
akarja, hogy a tanuldk felfogjak, hogy miért van sziikség szigorusagra, akkor jol
valasztott példakkal, olyanokkal, ahol a hanyag targyalas kimondottan hamis
eredményekre vezet, meg kell gy6znie ket a szigorusag sziikségességérél. A mate-
matikatanitas alapjat altalaban jol valasztott példaknak kellene képeznidk és sehol
sincs olyan nagy valaszték izgalmas és mégis elemi példakban, mint a valdszin(iség-
szamitas teriiletén.

B) Statisztikai torvényszerliséget lehet szemléltetni kdnyvekbdl, ujsagokbol,
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stb. vett adatokkal, azonban nagyobb hatassal van a tanuldkra, ha a szemiik
elétt — sot, ha lehetséges sajatkeziileg — elvégzett kisérletekbol nyerték a vizsgalt
adatokat. Néhany tanar nem ért ezzel egyet, mert fél, hogy a kisérletek nem vezetnek
pontosan olyan eredményekre, mint amit varnak, amint ez az ilyen kisérletek ter-
mészeténél fogva valoban bekdvetkezhet. Szerintem ez a félelem nem indokolt és
ha a tanar jol érti a valdszinliségszamitast, nem keriilhet kényelmetlen helyzetbe.
Természetesen a tanarnak gyorsan kell reagélnia, hiszen olyan eredmények értékelése,
amelyeket a tanar maga sem lathatott elére, nehezebb, mint olyan példak targyalasa,
amelyeknek az eredményét a tanar elére kidolgozhatta. Azonban az iskolaban
végrehajtott kisérletek el6nye olyan nagy, hogy az emlitett nehézségek ellenére a
magam részérél erésen partolom Oket. Természetesen gondosan elé kell késziteni
ezeket a kisérleteket. Példaul a tv-ben tartott népszeriisité elGadassorozatomban
el akartam végezni Buffon hires tiikisérletét. Meglepddve fedeztem fel, hogy ugyan
a legtobb valdszinliségszamitasi tankonyv emliti Buffon kisérletét, egyik sem ad
gyakorlati tanacsot ahhoz, hogyan lehet elvégezni ezt a kisérletet tigy, hogy az alap-
vetd feltételek elég j6l megvaldsuljanak. Végiil magamnak kellett kitaldlnom egy
egyszerli mechanizmust erre a célra. Hasonld tapasztalatom volt egy masik klasz-
szikus kisérlettel, a Galton deszkaval. Azt tapasztaltam, ha az ember nem kellé
gonddal végzi a kisérletet, akkor a kapott eredmény erdsen eltér attél, amit varunk,
mivel a kiilonb6z6 sorokban a golyok eltéritései erésen Osszefiiggnek. Ebben az
esetben egy specialis késziiléket kellett konstrudlnom ahhoz, hogy a vart eredményt
kapjam. Ami a kockakat illeti, azok koziil, amiket én lattam, a legjobbak azok az
ikozaéder alakt kockék voltak, amiket mindség-ellendrzés céljara — véletlen szam-
jegyeket allitanak el6 vele — Japanban gyartanak. Ugy tudom, hogy Japanban
nagy mennyiségben gyartjak 6ket. Nem hiszem, hogy til nehéz lenne megbizhatd
kozonséges kockakat gyartani valdszinliségszamitas tanitdsdhoz. A kockakkKal
kapcsolatban még meg akarom emliteni, hogy a tv-eléaddsomban nemcsak kozon-
séges kockakkal végeztem kisérleteket, hanem csontokkal is, ahogyan azt az dkori
gorogok és romaiak tették. Természetesen sok mas egyszer(i kisérlet van még, ami
alkalmas arra, hogy iskoldban elvégezzék: pénzérmék dobalasa, j6l Osszekevert
kartyacsomagbdl lapok huzasa, rulettjaték, stb. Akkor fogtam fel, hogy milyen
értékes segitséget jelentenek a szerencsejatékokra vonatkozé példak, amikor dr. Ré-
vész Pal kollégam etidpiai valdszinliségszamitas-tanitasi tapasztalatairél mesélve
elmondta. hogy igen nagy nehézséget jelentett neki, hogy Etiopiaban a szerencse-
jatékok teljesen ismeretlenck, és mivel erdsen tiltjdk 6ket, azt tanacsoltdk neki,
hogy ne is emlitsen az eléadéasaiban ilyen jatékokat. Kiilonben a mindségellendrzés-
nél is alkalmaznak olyan tigyes megoldasokat, amelyek az iskolaban hasznosithatok.
Példaul a tv-eléadasomban kisérleteket végeztem egy zsak miianyag golydval
¢és egy mlanyag lapattal, amelyen 10X 10-es négyzetes elrendezésben 100 kis lyuk
volt. Ha a lapatot bemeritettem a golyok kozé, a golyok, amelyeket elektromos erd

vonzott a lapathoz, megtéltotték a kis Iyukakat. Kétféle goly6t tettem a zsikba:
fehéret és pirosat ugy, hogy a piros golydk aranya egész Kicsi volt (1%). Igy olyan
adatokat kaptam, amelyek jol illeszkedtek a Poisson eloszlashoz. Meg szeretném
emliteni, hogy a kisérletekb6l nyert adatokat tébbféleképpen lehet analizélni és
ez az analizis sokkal messzebb vezethet, mint a statisztikai toérvényszeriiség fogal-
manak megértése, nevezetesen elvezethet a fiiggetlenség fogalmahoz és a véletlen
jelenségek tovabbi kevésbé nyilvanvald fogalmahoz. Péld4ul, t6bbszor csinaltam azt,
hogy mutattam tanuldknak két — nullakbdl és egyesekbdl allé — sorozatot; és azt
mondtam nekik, hogy az egyiket tigy kaptam, hogy egy pénzdarabot dobaltam (0 jelen-
tette a fejet, 1 az irast), a masik sorozat pedig csupan mesterséges utanzata a valodi vé-
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letlen sorozatnak. A sorozatok koriilbeliil 150 elembdl alltak, a tanuléknak ki kellett
talalniuk, hogy melyik koziilik valddi véletlen sorozat. (Altaldban a mesterséges
sorozat -igen szabalyos volt, pl. sem egyesbdl, sem nullaibol nem tartalmazott
hosszu szakaszokat, mig a valddi sorozatban természetesen voltak ilyen sorozatok is.)

C) Végiil arrdl szeretnék beszamolni, hogy az utdbbi idében hogyan vezetem
be a valdszinliségi mez6 fogalmat. Els6 latasra gy tlinik, hogy csupéan terminoldgiai
jellegli 0jitasrél van sz6, megmutatom azonban, hogy ennél tobb van mogotte.

Amit szokasosan valdsziniiségi mezének neveznek, vagyis az (Q, 4, P) harmast,
ahol Q egy nem iires halmaz, 4 egy, az Q részhalmazaibdl allé o-algebra és P egy
A-n értelmezett mérték, amelyre P(Q2)=1; azt én egy kisérletnek nevezem, az w € Q
elemeket pedig a kisérlet lehetséges kimeneteleinek. 2 minden A részhalmazat ese-
ménynek nevezem, amely a kisérletnek az 4 halmazhoz tartozé lehetséges kimene-
teleibdl all. Azokat a részhalmazokat, amelyek az 4 halmazrendszer elemei, meg-
figyelheté eseményeknek tekintem, mig Q-nak azokat a részhalmazait, amelyek
nem tartoznak A4-hoz, nem megfigyelheté eseményeknek. P(A4)-t szokasosan a meg-
figyelhetd A4 esemény valdszintiségeként értelmezem. Hangsulyozni kell, hogy a nem
megfigyelhetd események valoszin(iségét egyaltalan nem értelmezziik.

Egy tipikus példa az a kisérlet, amikor két egyforma kockaval dobunk. Ebben
az esetben Q 36 szamparbdl all, (¢, b)cQhal=a=6és 1 =b=6,és A Q-nak azok
az A részhalmazait tartalmazza, amelyekre fennall, hogy ha (a, b)€A, akkor
(b,a)c A. A 23% részhalmaz koziil csak 2?'-nek van meg ez a tulajdonsiga: ezek
a megfigyelhetd események.

Ez a példa azt is mutatja, hogy még ha @ véges is, el6fordulhat, hogy nem cél-
szerli belevenni A-ba Q Gsszes részhalmazat. Természetesen, ha Q-nak az (a, b) ren-
rendezett parok helyett a rendezetlen parok halmazét vessziik, akkor 4 az Q Osszes
részhalmazabol allé halmazrendszer lesz. Altalaban azonban célszeriibb a lehetséges
kimenetelek halmazat viszonylag nagynak valasztani és azoknak a halmazoknak
az Osszességét korlatozni, melyek valdszintliségét definialjuk.

Ez a targyalas logikus mddon elvezet ahhoz a feltevéshez, hogy A-nak egy hal-
mazalgebranak kell lennie: hiszen nyilvanvald, hogy ha egy esemény megfigyelhetd,
akkor megfigyelhetd az ellentettje is, tovabba ha két esemény megfigyelhetd, akkor
az az esemény is megfigyelhetd, amely azon kimenetelekbdl 4ll, amelyek a két emli-
tett esemény koziil legalabb az egyikben eldfordulnak. (Ez a kvantummechanikaban
nem igaz, ,klasszikus” megfigyelésekre azonban mindig teljesiil.)

Kiilonb6z4 iskolai szinteken prébaltam ilyen mddon bevezetni a valdsziniiségi
mezé fogalmat (nemcsak egyetemi, elemibb fokon is) és azt tapasztaltam, hogy
megkonnyiti a tanuldknak a valdszinliségi mezé fogalmanak megértését, ha a meg-
figyelhetoség fogalmara helyezziik a hangsulyt. Ennek a mddszernek bizonyos
elényei csak késébbi stadiumban valnak nyilvanvaldva: megkSnnyiti a feltételes vals-
szinliség €s a feltételes varhato érték altalanos fogalmanak a megértését, ha a tanuldk
kezdettdl fogva hozzaszoknak ahhoz, hogy az a halmazrendszer, amelyen egy mérték
értelmezve van, nem feltétleniil a lehetd legb6vebb. Sok tankOnyv azt a koriilményt,
hogy egy valdszintiségi mérték az alaphalmaz részhalmazainak egy bizonyos o-algeb-
rajan van definialva és nem az Osszes részhalmazon, azzal indokolja, hogy gyakran
lehetetlen tisztan matematikai okoskodassal kiterjeszteni a széban forgd mértéket
az Osszes részhalmazra. Bar ez szé szerint igy igaz, iigy gondolom, hogy mégis félre-
vezetd ez az indoklas, rendszerint teljesen értelmetlen lenne ugyanis a valdszinliségi
mértéket az alaptér Osszes részhalmazara kiterjeszteni, mert a kiterjesztett mérték
teljesen elveszitené az eredeti, valdszinliségszamitas szerinti értelmét. Ebben a kér-
désben nem akarok a részletekbe belemenni, mivel ez csak magasabb foku
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valGszintiségszamitas tanitasara vonatkozik. Visszatérve az elemibb foku tanitasra
azt kivAnom hangstlyozni, hogy azt tapasztaltam a valdszinliség fogalmanak
a megértését — pontosabban a valdszinliségszamitas matematikai felépitésének
megértését — megkdnnyiti, ha egészen a kezdettdl fogva szerepel azon események
megfigyelhetdségének fogalma, amelyekre a valdsziniiség értelmezve van.
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