VALOSZINUSEGSZAMITASI MODSZEREK AZ
ANALIZISBEN. I.

RENYI ALFRED

0.§. BEVEZETES

A val6sziniiségszdmitds a véletlen tomegjelenségek vizsgdlata céljdbal jott 1étre.
Amidta azonban a valdsziniiségszdmitds egzakt matematikai diszeiplindvd vdlt,
lehet8vé vidlt a valdszinfiségszdmitds mddszereinek, eredményeinek a felhaszndldsa
olyan problémdkra is, amelyeknek a véletlenhez semmi koziik nincsen. Elvileg
a valdszinfiségszdmitds eredményei, mddszerei a matematika bdrmely dgdban
felhaszndlhatSk és ez a lehetSség szdmos esetben meg is valdsult és igen sok — rész-
ben mds Gton meg sem kozelithet§ — fontos probléma megolddsdhoz vezetett.
A valoszinliségszdmitds szdmelméleti alkalmazdsai kozismertek, e témakdrrél
monogrdfia (1. [1]) és tobb Gsszefoglalé dolgozat (1. [2], [3]) jelent meg. A valdszin(-
ségszdmitds sikerrel alkalmazhaté az algebrdban is (1. [4], [5]). A valdsziniiség-
szamitds geometriai alkalmazdsai is kozismertek, elsSsorban az integrdlgeometrid-
- ban és a diszkrét geometridban (1. pl. [6], [7]). E dolgozatban a valdszint{iségszdmitds
mddszereinek az analizisben valé felhaszndldsi lehet&ségeirdl kivanunk (kaleidoszkdp-
szer(i) képet adni. ,

E dolgozat semmilyen tekintetben nem torekszik teljességre, csak arra, hogy
vdlogatott példdkon keresztiil képet adjon a valészinliségszdmitdsi mddszerek
az analizisben vald alkalmazdsainak széles spektrumdrdl. Tulnyomorészt olyan
pelddkat vdlogattunk Ossze, amelyek kevés valdsziniiségszdmitdsi ismerettel is
megérthet6k. A dolgozat egyes paragrafusai egymdstdl fliggetleniil, a dolgozatban
kozolttdl eltérd sorrendben is olvashatok. A példdk tdrgyaldsdndl a valdsziniiség-
szdmitds alapfogalmait ismertnek tételeztiik fel; a megértés megkonnyitésére azon-
ban a II. rész fiiggelékében 6sszefoglaljuk a felhaszn4lt valdszinfiségszdmitdsi isme-
reteket ¢és tételeket (utobbiakat természetesen bizonyitds nélkiil). A dolgozat meg-
értéséhez sziikséges valoszinfiségszamitdsi ismeretek egy-két kivétellel nem mennek
" tll az egyetemi anyagon; szinte az 3sszes felhaszndlt valdszinfiségszdmitdsi tételek
megtaldlhaték pl. a [8] tankdnyvben, amelynek feladatai kézott egyébként tobb,
ezen dolgozatban térgyalt példa is szerepel, azonban legtdbbszér csak rovid utaldssal
a megoldds mddjdra.

A valdsziniiségszdmitdsi médszerek az analizisben val alkalmazdsairdl eddig
kevés Osszefoglald jellegi munka jelent meg. Sok érdekes példa taldlhaté M. Kac
dolgozatdban [3], valamint W. Feller tankonyvének nemrégen megjelent mdsodik
kotetében (1. [9]).

E dolgozat els8sorban ismert eredmények Osszefoglaldsdt adja; egyes példdk
tdrgyaldsdndl azonban helyenként a szakirodalomban taldlhatétdl eltérd, egyszeriibb
bizonyitdst adunk, (igy pl. a 3. §-ban Hayman tételére, a 6. §-ban Ryll—Nardzewski
tételére) tovdbbd 1ij eredményeket is kézliink. (Szamozott tételként csak ez utébbiak
szerepelnek.) '
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1.§. A WEIERSTRASS-TETEL BERNSTEIN-FELE BIZONYITASA

A valSszinliségszdmitdsi moddszerek az analizisben valé felhaszndldsdnak
,iskolapélddja> Weierstrass tételének S. Bernsteint6l szdrmazd valdsziniiségszami-
tdsi bizonyitdsa, amely e tétel legegyszeriibb ismert bizonyitdsa.

Legyen f(x) tetszGleges, a [0, 1] zdrt intervallumban folytonos valds fuggveny
Legyen

(1.1) B,(f, x) = é}f[%] [Z] Hl—xpt (= 1,2,..).

B,(f, x) nyilvdn n-edfokt polinom, amelyet az f(x)-hez tartozé n-edik Bernstein-féle
polinomnak neveziink. Mdrmost S. Bernstein [10] azt mutatta meg, hogy

(1.2) lim B,(f,) = /(9

és a konvergencia [0, 1]-ben egyenletes; ebb8l mdr kévetkezik Weierstrass klasszikus
tétele, mely szerint minden a [0, 1] zdrt intervallumban folytonos fiiggvény tetszo-
leges pontossdggal egyenletesen approximadlhaté alkalmasan vdlasztott polinommal.

Az (1.2) 4llitds valészin(iségszdmitdsi jelentése a kovetkezS: Legyen &,(x)
n-edrend{i x paraméteri binomidlis eloszldsu valdsziniiségi vdltozd, vagyis legyen

(1.3) . P& =k = (l};] xE(1—x)r—k (k=0,1,...,n).
Ha példdul a [0, 1] intervallumban egymdstdl fiiggetleniil egyenletes eloszldssal

vdlasztunk n pontot és &,(x) jelenti ezen pontok koziil azoknak a szimdt, amelyek -
a [0, x) intervallumba esnek, akkor (1. 3) fenndll. Mdrmost B,(f, x) felfoghato,

. X SIS S - 7 zanz .
mint az n,=f (5—"2—)) valGszintiségi vdltozé vdrhatd értéke, hiszen

(1.4 M(n,) = ka[%] P(5,(x) = k) = B,(f, %).

Ismeretes, hogy az n-edrenddi x paraméterli binomidlis eloszlds vdrhaté értéke

nx és szérdsa Vnx(1 —x), és igy a Csebisev-féle egyenlStlenséget &,(x)-re alkalmazva
adoddik, hogy minden A =>0-ra

(1.5) P([&,()—nx| = 2W/nx(1—x)) = /12

(Persze (1. 5) 4llitdsa csak A= 1-re érdekes, A =1-re trividlis.)
Legyen

n
(1.6) _l:él/ ETiE

ahol 0= 0 tetszGleges; azt kapjuk, hogy
5,,’Ex)_x _ ]é x(1—x) 1

1)

0 s ha O<x<l1.

1.7 P[

Mirmost, mivel f(x) a [0, 1] zdrt intervallumban folytonos, tehdt ott egyenle-
tesen folytonos és korldtos, vagyis minden pozitiv &¢>0-hoz megadhaté a 6=0
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szam 1igy, hogy ha {x’—x[éé (0=x=1, 0=x"=1), akkor |f(x") —f(x)|=¢ legyen,
tovdbbd megadhaté olyan K =0, hogy |f(x)|=K ha 0=x=]1.

Maérmost (1.8) Z(ZJ F(1—xy-* =1, és igy
k=0

< (7 o k
(1.9 5.0 9=10) = 2 () wa-wr-s 1(5) <100
és igy.
(1. 10) 1B, (f, X)— ()| = s+2KP[@—x = 5] é.s—!—%

és ez a becslés x-ben egyenletesen teljesiil, ha 0<x<1.
Nyilvdnvald, hogy (1. 10) x =0-ra és x = 1-re is teljesiil, hiszen x ezen értékeire
(1. 10) bal oldala O-val egyenld.

fgy tehdt, ha n=n,(c)= akkor

k
20%°
(1. 11) ' B,(f, ) —f(x)|=2¢  (O=x=1).

Ezzel (1. 2)-t és ezzel Weierstrass tételét bebizonyitottuk.
Konnyen beldthatd eziton T. Popoviciu és M. Kac tétele is: ha f(x) a [0, 1]
intervallumban a Lip o osztilyba tartozik, (0 <a=1), akkor

B,(f,)—f(9) = 0 [,%/]

(I. [11] ahol a Bernstein-polinomokra vonatkozd tovdbbi approximdcids tételek
is taldlhatdk.)

Természetesen a fenti bizonyitds elmondhatd valdszintiségszamitdsi interpretd-
ci6 nélkill is, és tobb tankényv (. pl. [1]) ezt is teszi. Ez esetben persze kozvetleniil
igazolni kell, hogy &,(x) vdrhat6 értéke nx és szérisa Vnx(1—Xx), vagyis be kell bi-
zonyitani, az (egyébként egyszeriien beldthato)

.12 | Z"(Z]kxka_x)n_k o
és : » 7 ’
(L. 135 Zn' (Z) (k—nx)*x*(1 —x)*~* = nx(1—x)

azonossdgokat €s a bizonyitds sordn a Csebisev-egyenlStlenséget is be kell bizonyi-
tani, anélkiil, hogy megmondandnk, hogy errél van sz6. A bizonyitds eziltal egy-
szerliségben is veszt, de még nagyobb veszteség, hogy a bizonyitds lényege az ilyen
tdrgyaldsmodndl nem domborodik ki eléggé. v

A bizonyitds valdszinfiségszdmitdsi megfogalmazdsa vildgossd teszi tovdbbd,
hogy a binomidlis eloszlds helyett szimos mds eloszldst lehet haszndlni, amelynek
tagjai a vdrhat6 értéknek polinomjai. Mivel a binomidlis eloszlds felfoghatS, mint
a visszatevéses mintavételnél fellép8 valdszintiségeloszlds, a legkézenfekvdbb alter-
nativa a visszatevés nélkiili mintavételnél fellépS hipergeometrikus eloszldssal
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helyettesiteni a binomidlis eloszldst. Ez a meggondolds a

(Nx) [N(l - x))

v Ak k n—k

1.14 = =

(1.14) B,(f, N, %) gﬂJ =

n

polinomok vizsgilatédhoz vezet. B,(f, N, x) az N=n pozitiv paraméter minden

értéke mellett n-edfokt polinom, azonban ez a polinom valdszinliségszdmitdsilag
csak akkor interpretdlhatd, ha

n n -
| Sl Y ) P
(1.15) FSxsl-4
ugyanis, bdr a
(e (=)
e p ALY o B

el

reldci6 akkor is fenndll, ha (1. 15) nem teljesiil; azonban az (1. 15) feltétel az (1. 16)
baloldaldn dll6 Gsszeg tagjai nemnegativitdsdnak biztositdsdhoz sziikséges, tehdt
ahhoz, hogy e tagok valdban valdszintiségeloszldst alkossanak. ,

Ha az (1. 15) feltétel teljesiil, akkor B,(f, N, x) felfoghat6, mint vdrhaté érték,
mégpedig

(1.17) B,,(f,N,x):M[f{w)],

ahol {(n, N, x) olyan valdszinfiségi véltozS, amelyre

()

N
H L
Erdekes megjegyezni, hogy B,(f,n, x) nem mds, mint az f(x) fiiggvénynek

a kfn (k=0, 1, ..., n) ekvidisztdns alappontokhoz tartozé Lagrange-féle interpold-
ciés polinomja, hiszen

(118 P(E(N,x) = k) = ( o= 0.1 .

(1. 19) B,,[f,n, %J =f,[5] k=0,1,..,n).

n

Médrmost konnyen beldthaté az is, hogy
(1.20) - lim B,(f, N, ) = B,(f; %),

ahol B,(f, x) az f(x) n-edik Bernstein-féle polinomja (ve. (1. 1)). :

A B,(f, N, x) polinomok tehdt folytonos 4tmenetet létesitenck a Lagrange:
¢és a Bernstein-polinomok kézétt. Az (1. 18) eloszlds véarhatd értéke és szordsa
JOl ismeretes:

(1. 21) ‘ M(E(n, N, x)) =nx
és :
(1.22) D(¢(n, N, x)) = an(l—x) (1—]’6:11).



Ezen relcick figyelembevételével Bernstein bizonyitdsdt szdszerint kovetve a kovet-
kezo eredményre jutunk:

7

1. tétel. Ha O<e<% és N(n) egy tetszdleges olyan szdmsorozat, amelyre

N )<s akkor tetszéleges, a [0, 1]-ben folytonos f(x) valds fiiggvényre

'}i_{goB,,(f,N(n),x)zf(x) ha e=x=1-¢

és a konvergencia az ¢ =x=1—¢ intervallumban egyenletes.

Ezen tételnek ldtszolag szépséghibdja, hogy a konvergencidt csak az [¢, 1 —¢]
intervallumban garantdlja, azonban ett8l a ldtszélagos megszoritdstél megszabadul-
hatunk, ha a tételt a [0, 1]-ben definidlt f(x) fliggvény helyett a

f(0) ha 0=x=¢
g(x) = f[ix_;zi] ha e=x=1-¢
f(D ha l-g=x=1

fliggvényre alkalmazzuk; igy azt kapjuk;-hogy a [0,1] intervallumban egyenletesen

1im_ B, (g, N(n), ¢-+(1—20)x) = f(x).

A Bernstein-polinomok valdszin{iségszdmitdsi interpretdcidjanak elénye az is,
hogy kozvetleniil dltaldnosithatd a tobbdimenzids esetre. Ez esetben a binomidlis
eloszlds helyett természetesen a polinomidlis eloszlds 1ép fel és a kovetkezd tételt
nyerjik:

Legyen f(x, ..., X,) tetszGleges folytonos fiiggvény a 0=x;=1 ( j=1,2,..,r)
r-dimenziés egységkockdban; legyen

l

1=0 k,-—
2 kj=n
i=1
Akkor : .
}H& Bn,r(f; xla wieis § xr) =f(x15 JU xr)

egyenletesen a 0=x;=1 (j=1, 2, ... r) r-dimenzids egységkockdban.
A bizonyitds 1épésrdl 1épésre koveti az egydimenzids esetet, felhaszndlva, hogy

n n X '
S D et e = 0 D k(1)
k1=0 kr=0 kl!...k ! j=1
ij=n

ji=1

2.§. A WIMAN-TETEL VALOSZINUSEGSZAMITASI BIZONYITASA
Mdsodik példdnkként az egész fiiggvények elmélete egy fontos tételének,

Wiman tételének (1. [12], [13], [14]) P. C. Rosenbloom dltal nemrégiben adott
valdszinliségszamitdsi bizonyitdsdt (I. [15]) ismertetjik. Ez ugyanis kozvetleniil
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csatlakozik a Weierstrass-tétel az 1. §-ban ismertetett Bernstein-féle bizonyitdsdhoz,
amennyiben szintén csak a Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazdsdt igényli.

Legyen
Q.1 f@) = % a,2"
egy tetszéleges, egész fiiggvény,
@) M) = max|f@|  (=0).

f(z) abszolit értékének maximuma a |z|=r kéron (f(z) tn. maximum-modulus-
fuggvénye) és

@3) , k() = max|a,|r

a (2. 1) hatvédnysor tagjai abszolt értékének maximuma, ha |z| =r. Wiman 1914-ben
bebizonyitotta, hogy minden pozitiv ¢ >0-hoz megadhaté olyan B 4llandd, hogy ha
r =B, fenndll, az :

2. 4) - M(r)<p(r)(log u(r))+e

egyenlStlenség, kivéve, ha r egy E halmazba tartozik, ahol a kivételes r-értékek
ezen E halmazdnak logaritmikus mértéke véges, vagyis

(2.5) ﬂ<+°°,
r
E

Bizonyitdsa igen bonyolult volt. Bizonyitdsi mddszerét Valiron és Pélya Gyirgy
tovdbb fejlesztették és mds rokon kérdésekre is alkalmaztdk, de az tovébbra sem
vélt igazdn egyszeriivé. Ezzel szemben a Wiman-tétel az aldbbiakban ismertetésre
kerill6, Rosenbloomtdl szdrmazé valdszinliségszdmitdsi bizonyitdsa rendkiviil
egyszerti és frappdns. _

El8szér is megjegyezziik, hogy a Wiman-tétel bizonyitdséndl az dltaldnossdg
megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az f(z) egész fiiggvény hatvdnysordnak egyiitt-
-hatéi mind valdsak és nemnegativak:

2.6) . a,=0 n=0,1,..).
Ha ugyanis (2.1) egész figgvény, akkor f*(z)= > l|a,|z" is egész fiiggvény,
n=0
és ha e fiiggvény modulusdt M*(r)-rel, hatvdnysora tagjai abszolut értékének
- maximumdt a |z|=r korén wx(r)-rel jeldljiik, akkor M(r)=M(r*) és u(r)=p(r)
Ha tehdt a Wiman-tétel érvényes f*(z)-re, akkor f(z)-re is érvényes. Igy tehdt fel-
tehetjiik, hogy (2. 6) teljesiil, amely esetben :

@.7) \ M) =f(r).

Legyen £(x) egy olyan valdsziniiségi vdltozd, amelynek értékkészlete a nem-
negativ egész szdmok halmaza, és valdsziniiségeloszldsa

an enx

2.8) PlE(x) =) = 7

(—oo<Xx<+4)
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Vezessiik be a i 5 ' : ‘ e

2.9) ' G(x)=f(e")

és ' -
(2. 10) g(x)=log G(x)=log f(e*)
jelolést. -

Egyszerii szdmoldssal adédik, hogy £(x) vdrhatd érték

Z"'na,,e"" 7
@ 11) ME@) = = 2 =y

tovabbd, hogy £(x) széraishégyzete

G| _
G(Ef] =g (x)..

(2. 12)-bdl ldtszik, hogy g”(x)=0; ez egyébként specidlis esetként k(‘ivetkezik
Hadamard azon tételébdl is, hogy log M(r) konvex fiiggvénye log r-nek.
Maiérmost alkalmazzuk &(x)-re a Csebisev-egyenlStlenséget. Azt kapjuk, hogy

2.1 D(¢(x) = M(E(x)-M(¢(x) = G”(x)_[

G(x)

P(IE(0)—g @) = AVg"(x) = 115 v
és igy
5130 P(E()— g/ (9] <AVE"(0) = 1— .

Kiirva részletesen, ez azt jelenti, hogy
S aer=|l-g|fe
_aem=|l-o )
In—g'x)| <2¥g"(x) -

és igy, mivel a,e" =p(e¥) és f(e¥) =M (e*), kovetkezik, ha A-nak pl. a A=)2 érté-
ket vdlasztjuk, hogy

(2.14) 4Y2Vg" X u(e®) = M(e).
- Madrmost sziikségiink lesz a kovetkezd, szinte trividlis segédtételre:

Lemma. Ha 6>=0 és g(x) egy tetsz8leges, kétszer differencidlhatd, névekve
_ és konvex pozitiv fliggvény a ¢=x< + - intervallumban és g’(c) =0, akkor azon
x=c értékek halmaza, amelyekre

~ &) =(g())+°
véges Lebesgue-mértékii.

A lemma bizonyitdsa. Legyen o= 1 + 6 és jeldlje A azon x =c értékek halmazit,
amelyekre g’(x)>(g(x))* tovdbbd B azon x=c értékek halmazdt, amelyekre
g"(x) >(g’(x))~ Nyilvdn, ha x =¢, sem az 4, sem a B halmazhoz nem tartozik hozzd,

akkor
g’ X)) =(g'®) =(gx))* =(g(x))*°.
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Elegéndc’)’ tehdt bebizonyitani, hogy az 4 és B halmazok véges mértékiiek. Azonban
oo o +oo +oo -
g (x)dx g’ (x) dy dy
dx+ [dx = —+ ——dx = -+ -,
,i[ Bf cf (g c‘/ (g'()) gic/) gl Y

amivel a lemma 4llitdsdt mdr be is bizonyitottuk.

A lemmdt alkalmazhatjuk a g(x)=log f(e*) fiiggvényre, a C=X< + o inter-
vallumban, ahol ¢ tetsz8leges olyan valds szdm, amelyre f(e°) >1. Igy adddik, hogy
egy véges mértékli D halmazhoz tartozd, kivételes x értékektsl eltekintve

(2. 15) g"(x) <(g(x))**° =[log M(e")]'*?,
tehdt (2. 14)-b6l kapjuk, hogy

1+6

2. 16) M(e") = 4V2p(e)(log M(e®)) ® ha x=c é x4D,
ahol fdx< + oo, :

= ;
Legyen r=e*. Jelolije E azon e* pozitiv szdmok halmazait, amelyekre x€D.

Mivel % = rl, dllitdsunk a kovetkez6képpen fogalmazhatd:
145
2.17) M(r) = 4Y2u(r)(log M(r)) ® hacsak r= e

és r¢E, ahol /‘$<+°°.
E

Midrmost minden x = 1-re log x <x, tehdt (2. 17)-bsl

1+
M) <4V2u(r) M(r)
és igy - '
1-5
(2.18) M@ ® <4V2u(@).
(2. 17)-bél és (2. 18)-bél adédik -
2
, > 2
2.19) M) <4V2u(r) Iog”(rl)f;"g‘”/ ha r=ef
2
és r¢E.

Mivel p(r) > + <=, ha r > + ¢, van olyan d=0, hogy ha r>d, akkor log p(r)=

2
>max (log 42, % 472) 1”) . Igy tehdt
& 2

(2. 20) M(r) < u(r)(log ()™,

ha r=max (e, d) és r¢ E, ahol f ? < +oo; ezzel a Wiman-tételt bebizonyitottuk.
E
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E bizonyitdssal persze ugyanaz a helyzet, mint a Weierstrass-tétel Bernstein-
féle bizonyitdsdval: el lehet mondani valésziniiségszdmitdsi interpretdcié nélkiil is,
de a bizonyitds gondolatit a Valosnnusegszarmtam interpretdcion 4t lehet csak
Vllagosan megérteni.

Erdekes rémutatni, hogy Rosenbloom maga megjegyzi, hogy a bizonyitds
otletét Hincsinnek a kVantumstatlsztxkaval kapcsolatos  valdszinliségszdmitdsi
vizsgdlatai [16] adtdk neki.

- 3.§. HAYMAN EREDMENYEI EGESZ FUGGVENYEK HATVANYSORAROL

Az ebben a §-ban tdrgyalt probléma kozvetleniil kapcsolédik a 2. - § témdjdhoz.
HAYMAN tétele (1. [17]), amelyet be fogunk bizonyitani, azonban mdr megfogalma-
zdsdban is valosziniiségszdmitdsi jellegili; ugyanis bizonyos eloszldsoknak a normadlis

. eloszldsdhoz valo konvergencidjdra vonatkozik. Hayman eredetileg azonban tételét
nem valdszinliségszdmitdsi Gton bizonyitotta. Mi itt egy Hayman tételéhez kozel-
4116 (bizonyos tekintetben ersebb, mds tekintetben gyengébb feltételeket kikots)

tételre egy az Ovétsl eltérd, valoszintiségszamitdsi bizonyitdst adunk.

A kovetkez§ tételt fogjuk bebizonyitani:

\

2. tétel. Legyen
3D ; f@ = %anz"

nemnegativ egyiitthatds, transzcendens egész fiiggvény, amelynek neme 0, és amelyre
f(0)=1, vagyis amely eléadllithato

(¢.2) r@ =111~

n=1 n
alakban. Tegyik fel, hogy f(z) dsszes z, gydkei a Re (z2)=0 félsikban fekszenek,
tehat E<arg ,,~32 Legyen

5=
(.3 - g(x)=log f(€"),
tovabbd =

3, _dlogf(r) . _ d?logf(r)
3.4 a() =g (logr) = =22 s é(r)—g (ogn) = —Fogr)t
~akkor

1 1 [ %
3.5 lim — 2 a,rr=0x)=— | e °du,
r—'+°°f(r) n<a(r)+xVb(r) Vz _£ N

ha —oo<x=< + oo, feltéve, hogy
(3.6) lim b(r) = +

r—co

Bizonyitds. Feltevésiink szerint a z, gyokok koziil a valés gyokok negativak,
mig azok, amelyek nem valdsak, konjugdlt komplex parokba sorolhatdk, és igy
f(z) felirhato

3.7 f(z)=£[1+gi]]][1+2 cos 0, f;]

k) i=1

13
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alakban, ahol ¢, >0 (k=1,2, ...) R,>0, [0,|= % (=1,2,..) é a két szorzat
koziil legaldbb az egyik végtelen sok tényez8bél 4ll. Ennélfogva '

Slre") [ O t+re J [R,z+2rR, cos 0,e" - r? e2it ]
fry 4 ort+r )iz R,2+2rR,cos(9,+r2

A (3. 8) jobb oldaldn 416 szorzat minden egyes tényezbje egy-egy karakterisztikus

(3.8)

it
fiiggvény, mégpedig %% egy olyan &(r) valdsziniiségi ‘véltozé karakter1szt1kus
k ’

fiiggvénye, amely a 0 és 1 értékeket veszi fel

P(&() = 0) = Q" P(&() =1) = - !

+r

R? + 2rR, cos G,e“ + r2e2it
R} +2rR;cos 0, +r?
Valtozo karakterisztikus fuggvenye amely a 0, 1 és 2 értékeket veszi fel

Valészinﬁségekkel mig egy olyan #,(r) valdszinliségi

R? 2rR,cos 6 2
P(n,(r) = 0) = Si B =)= ——, Pa)=2)= ¢

valdszinliségekkel, ahol S,=R?+2rR, cos 0, +r2. Tehdt Sf(re") |f(r) egyenlS a {(r)=

=28+ 3n,(r) dsszeg karakterlsztlkus fiiggvényével, ha a &,(r), n,{(r) véltozok
I 3

fiiggetlenek. Mdrmost nyilvdnvald, hogy ez esetben

3.9) M((() =a(r) é DY) =b(r),

ahol b(r) kifejezhetd

Z OxT 2 2rR, cos 0,) (R} +r*) +4R2 2
(or+1)? (R} +2rR, cos 0+ r2)?

alakban is. Kénnyen beldthatd, hogy a {(r) = Z Elr) + 211, (r) Osszegekre (r - 4 o)

(3. 10) b(r) =

teljesiilnek a Ljapunov-tétel feltételei, hacsak b(r)—» +oo Ugyanis, ha n a 0, 1,2
értékeket veheti csak fel, akkor |7 — M(n)l =2 és igy

M(|n —M(n)[) = 2D%(n),

[kZ M (|6 () —M(&(M)) + 12 M (| (r) — M(n, (") "]
D({(r)

tehdt az

(3.11) L) =

un. Ljapunov-féle hdnyadosra érvényes a
3 3
: 2 - 2
(3.12) L(r)= . 4 B V2
VD(e(r))  Vb(r)

egyenlotlenseg, €s igy a (3. 5) tétel dllitdsa a Ljapunov-tételbsl kovetkezik.
Konnyen be lehet 14tni, hogy a (3. 6) feltétel teljesiiléséhez elégséges (bdr nem
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=

sziikséges) az aldbbi, kizdrdlag f(z) gyékeinek abszolat értékei’E tartalmazé feltétel :

‘ |1 1 "

li — = R}|| = +oe. : i

am dn [F(Ze) e (Z )=+ L
Megjegyezziik, 'hogy HAYMAN azon egész fiiggvények Osszességét, amelyek

a kovetkezd tulajdonsdggal birnak: f(r) =0, ha r=Ry;=0 és

f(reit‘)) Nf(r) eidar)—% .S\Zb(r),

ha r -oo és |9|=6(r), tovdbbd
f(re'®) = i}f%)l) hi Gy = {Pfe=n g s,

admisszibilis-nek nevezi, és kimutatja, hogy a 2. tétel dllitdsa minden admisszibilis
egész fiiggvényre érvényes.! A 0 nemii egész fiiggvények koziil azokra mutatja ki,
hogy admisszibilisek (l.[17], 9. tétel), amelyek elég nagy pozitiv r-re pozitivak és
Y
2
mas ¢>0-val, és amelyekre teljesiil a (3. 6) feltétel.. A 2. tétel nemnegativ egyiitt-
hatés hatvédnysorokra valamivel tSbbet mond, mivel tételiink szerint elegendd
feltenni, hogy f(z) gydkei a Re (z)=0 félsikban fekszenek. (Véges sok kivételt
ez esetben is meg lehet engedni.) 4
A 2. tétel alkalmazhatd példdul az
» z
fey= 11 [1 47]

n=1

3 ]
amelyek gyokei véges kivétellel a -~ +e<argz< Tn —¢ szogtérbe esnek egy alkal-

4

[é—rendl’i] fliggvényre, ahol ¢ >1, tovdbbd pl. az f(z) =[] [l + 7 ] 0-rendii fligg-
e n

vényre, valamint az
eo -2
Z) = 1+-__ (
i H,[ n’]

fiiggvényre, ahol a=>2. A bizonyitdsbdl ldthaté egyébként, hogy érvényes a tétel

allitdsa az
o 7 z* | sinh(nz)
s = [T [1+55] - o
egész fliggvényre is (bdr az nem O-nemii); utébbira a(r) ~b(r) ~nr. ,

HAYMAN eredményei koziil megemlitjiik még a kdvetkezét: ha f(z) admisszibilis,
akkor /@ s az.

Ebben az irdnyban itt csak annyit jegyziink meg, hogy ha f(z) tetszSleges nem-
negativ egyiitthatés hatvdnysor (csak azt az esetet kell kizdrni, ha f(z) dllando),
akkor az, hogy a 2. tétel dllitdsa az /@ = F(z) fiiggvényre is érvényes, valdsziniiség-
szamitdsi Gton a kovetkezGképpen ldthato be: Legyerr ’

1) = f a,2"

) Hayman tobbet bizonyit be, mint (3.5)-6t, ugyanis & a A&(r) Valészim'iségi valtozokra
lokalis hatareloszlastételt ad.
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€s {(r) a 2. tétel bizonyitdsdban szerepls valdsziniiségi veﬁtozé, amelyre

a,r”

PLO=1=75

n=0,1,..).
Legyen

F(z) = /@ = S’ A,z",
akkor tehdt "

3. 14) {;;(r')} n=01,..)

egy valosziniiség-eloszlds. - Legyenek {y(r), ..., Glr), ..._a {(r) véltozé eloszldsdval
megegyezd eloszldst fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk, v a Ci(r) véltozoktdl fiiggetlen,
S(r) vdrhaté értékii Poisson-eloszldst vdltozd, amelyre tehdt '

. no—f(r)
o P(v:n):-m’)if‘ (n=0,1,..).
Legyen -
Z(r) =k§ G(r),
akkor Z(r) karakterisztikus fliggvénye

M(e20) = 2" (f@))e~r0 [f (re"‘)]" St F(rety

n! I0) -

I T W
vagyis Z(r) eloszldsa megegyezik a (3. 14) eloszldssal. Ezen az alapon egyszertien
igazolhat6, hogy Z(r) eloszldsa hatdrértékben normadlis; csak azt kell felhaszndlni, -
hogy feltevésiink szerint lim f(r) = 4+ Bevezetve ugyanis az A(r)=rf"(r) és

B(r) =rf"(r)+r¥"(r) jel6lést, kénnyen beldthatd, hogy
T U el 1 B ez
limM(e VB @) =e2=—_fe 2 dx |
r—+oco ]/271: o ]

Z()— A(r) ) |

VB()
eloszldshoz. '
Specidlisan, ha f(z) =z, F(z)=e* és igy érvényes a kovetkezd 4llitds:

és igy, ha r— + o, akkor eloszldsa konvergdl a standard normdlis

3.15) 17 R A I ¥ ) S ALY,

=% - n!
T n<r+x}/r n:

2

A (3. 15) reldci6 azt a valésziniiségszdmitdsbol jolismert tényt fejezi ki, hogy
a 4 vdrhat6 értékii Poisson eloszlds konvergdl a normdlis eloszldshoz, ha 4 - 4 oo, -
(3. 15)-b8l kévetkezik, hogy

, 0 ha r<1
(3. 16) im Y7011 ha r=1
i 1 ha r>1

iq. - .. ' |
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4.8 A LAPLACE-TRANSZFORMACIO INVERZIOS KEPLETEI

Legyen F(x) a 0=x- + oo intervallumban definidlt korlgtos ingadozdsu fiigg-
vény, F(0)=0 és : :
@. 1) 2() = [ e==dF(x)

0

az F(x) fiiggvény Laplace—Stieltjes transzformdltja: g(s) nyilvdn értelmezve van
¢s analitikus a Re (s) >0 félsikban; és ugyanitt

4.2) (—1y'g®(s) = [ xme=sdF(x).
0

Legyenek >0 és #>0 tetszdleges pozitiv szamok, akkor tehat

—Arg™y Ax)te—x
4. 3) ZA’}T( =/ ZM (—)n, dF(x).

n< 0 n< i
+ (3. 16)-bdl leolvashats, hogy
T ha x=>1¢
4.4 fim > G 1y e v
Ao Tt n!

1 ha 0=x<1t.

Konnyen beldthaté hogy a hatdrdtmenet és az .integrécié felcserélhetd, és igy ha az
x= tpontban F(x) folytonos

. 5) lim > (_'Dnﬁf’()(’l) = [dF(x) = F).

;"’+°°n<lt 0

Ilyen médon tehdt a Laplace—Stieltjes transzformdcié egyik jolismert inverzids
formuldjit nyertiik, a Poisson eloszldsra vonatkozé (3. 16) reldciébél.

Legyen F(x) abszolut folytonos, F'(x)=f(x) és f(x)-rél tegytik fel, hogy a
[0, + o) intervallumban folytonos és korldtos. Akkor a (4. 1) dltal definidlt g(s)
fuggvény a

oo

4.6) g(s) = [ e==f(xfax

0

. alakban irhat6 fel, és igy g(s) az f(x) fiiggvény Laplace-transzformdltja. (4. 6)-bdl

. eloszldsu valdsziniiségi védltozé, melynek stirliségfiiggvénye

(n—1)!

P ) L 1 f[_]—

x) dx.
Mirmost ismeretes, hogy ha &, &,, ..., &, t yérhat6 értékii exponencidlis eloszldst

i
valoszintiségi véltozdk, vagyis P({,<y)=1—e * ha y=0és k=1,2,..,n és a

x
n—1 t

t &y, oo &, véltozdk fiiggetlenek, akkor &i=6+E+...+¢&, n-edrendli gamma-

——tW ha X>O.{

2 Matematikai Lapok 17




N

Midrmost a nagy szdmok gyenge torvénye szerint (,/n sztochasztikusan konvergil
t-hez; ennélfogva, ha f(x) folytonos és korldtos fiiggvény, akkor

.9 tmm(r(%) -0,

n
Mivel a mondottak szerint

pog [E]n xn—l-e_n—t_x ,
4.9 M[f(%)]sz(x) S

(n—1!
a (4.7), (4. 8) és (4. 9) képleteket Osszevetve azf kapjuk, hogy
| nl" n—1g(n—1) L
4.10 1i [7] el [f]

(4. 10) a Laplace-transzformdcié jolismert un. Post—Widder-féle inverzids képlete,
amelyre tehdt egy egyszer(i valdszin{iségszdmitdsi bizonyitdst adtunk. (E bizonyitds
megtaldlhaté mdr [18]-ban. ldsd tovdbbd [8] és [9].)

5.§. HILLE TETELE

E §-ban f(x) az x=0 félegyenesen definidlt folytonos és korldtos fiiggvényt
jelol. Jelolje 4, a h=0 differencidju differencia-hdnyados képzés operdtordt, vagyis
legyen .

5.1 4y f) = LEXNTED)

és D a differencidlds operdtordt, vagyis legyen

(5.2 Df(x)=f"(x),

ha f(x) differencidlhaté fiiggvény.

. Egy operdtor n-edik hatvdnydn értjiik az operdtor n-szeri egymdsutdni alkal-
mazdsat. Igy tehdt a differenciaszdmitdsbol jolismert képlet szerint

Gy 1150 = 35 2 (1) vt 1,
tovdbbd )
.49 DY) =1,

ha f(x) n-szer differencidlhaté figgvény (n=1,2, ...).
Véges vagy megszamldlhatéan végtelen sok operdtor konstans egyiitthatokkal

képzett Gsszegét a szokdsos médon értelmezziik: Ha A4,, ..., 4, ... operdtorok,
€1 +eer Cms ... konstansok
(5.5 (%’ ckAk)f(x) = %' Ck* Akf(x)

feltéve, hogy a jobb oldalon 4ll6 &sszeg konvergens. Minden 4 operdtorra legyen
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A" =E az egységoperitor, amélyre Ef(x) =f(x). Ha g(x) analitikus fiiggvény, melynek
hatvdnysora :

(5. 6) ‘ g ="§ b,z"

€és A egy operdtor, a g(4) operdtort az

5.7) s = 3,409 = 3 0,009
képlettel értelmezziik. Az (5. 5) definicié értelmében ha @ valds szdam,
5.9) g%@:g-‘% = fx+a)

feltéve,-hogy f(x) analitikus az x pont €gy az x + q pontot tartalmazé kdrnyezetében.
(5. 7)-re val6 tekintettel (5. 8) felirhaté az

(5.9 ef(x)=f(x +a)

alakban is. Vegyiik észre, hogy az ¢“? operdtor (5. 9) segitségével tetszleges f(x)
fliggvényre értelmezhetd, nemcsak analitikus fliggvényekre.

Ha {4,} operdtorok a ¢ paramétertsl fiiggs serege és A egy operdtor, és az F
figgvényosztilyhoz tartozé minden f(x) fliggvényre érvényes (a pontonkénti kon-
vergencia értelmében), hogy

(5.10) lim 4,f(x) = Af(),

akkor azt mondjuk, hogy az 4, operdtorok az A operdtorhoz konvergdlnak, ha
t —~1,. Igy példdul nyilvdnvaldan fenndll, hogy

(5.11) lim 4, f(x) = Df(),

ha f(x) diﬁ'erenciélhaté'fﬁggvény. Tekintettel az (5. 9) reldciéra, felvet8dik a kérdés,
hogy igaz-e, hogy

(5.12) lim e24f(x) = e2f (),

mégpedig mivel ¢*? nemcsak differencidlhaté fiiggvényekre van értelmezve, kér-
dezhetjiikk, hogy igaz-e (5.12) a differencislds helyett f(x)-re vonatkozé enyhébb
(pl. folytonossdgi) feltevés mellett is. :

Alédbbiakban bebizonyitjuk, hogy (5. 12) teljesiil, ha f(x) tetszSleges folytonos
¢s korldtos fiiggvény. (Ez Hille tétele.)

E célbdl el8szor dllitsuk el§ explicit alakban eadnf| (x)-et. (5. 3)-bol kénnyen
adddik, hogy

5.13) enf) = > THWD _ S i,
- n=0 n! =0 k!
Igy tehdt '
(5. 14) et f(x) = M(f(x+he,)),
h
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ahol &, egy A vérhat6 értékii Poisson eloszldsti valdszinfiségi vdltozd. Mivel M(&,) =2 '
és D(&)= V2, tehdt hfi sztochasztikusan tart g-hoz, és igy
h

lim e*f(x) = Lim M(f(x + hél)) =f(x+a) = ef ().

Ezzel beblzonyxtottuk Hille azon tételét, hogy ha f(x) tetszGlegesen folytonos és
korldtos fiiggvény, és a pozitiv szdm, akkor

hm ednf(x) = ePf (x).

(A bizonyitdst illetGen ldsd [18], [8], [9]).

Mengsgalva hogy a fenti bizonyitdsban tulajdonképpen mit hasznaltunk ki,
nem nehéz észrevenni, hogy a bizonyitdsi mdédszer a kovetkez§ dltaldnosabb tétel
bizonyitdsdhoz is elvezet.

3. tétel. Legyen F(x) a [0, + <o) intervallumban definidlt eloszldsfiiggvény,
amelynek

oo

(5.15) g(s) = [ et dF(r)

~

Laplace— Stieltjes transzformdltja az s=0 pont egy kornyezetében analitikus. Legyen
f(x) tetszdleges folytonos és korldtos fiiggvény a valds tengelyen. Akkor

(5.16) lim g (— 4,)/(x) = g(—D)f ().

Bizonyitds. Definicié szerint

(5.17) g(—D)f(x) = [ [ emar®)|r) = [ feet1)dFQ).

Masrészt

- g [1]_
(5.18)  g(-4)f(x) = f et dF (1) = f LZf(x+kh) dF (1)

0

és igy, ha &, egy A vdrhat6 érték{i Poisson eloszldsh valoszmuseg1 vdltozét jelol,
akkor

(5.19) C A® = [ MG +hE ) dE(@).

Mivel h¢, sztochasztikusan tart z-hez, ha A0 és f(x) korldtos és folytonos fiigg-
"
vény, minden x-re :
(5.20) %igM(f(x—i—hé_,)) = f(x+1).
h
Mivel M(f(x+h¢,)) egyenletesen korldtos z-ben és h-ban, (5.20)-bdl kovetkezik
; L ’ i

(5. 16).
Megjegyzések. A 3. tételbdl specidlis esetként kapjuk Hille tételét, ha az



F(t) eloszldsfiiggvény elfajult, F(r)=0, ha 0=t=gq és F () =1, ha t=a. Tovdbbi
érdekes specidlis eset a kovetkez6: Ha F(t)=1—e, ha 0=¢< - o, akkor

\UF

s~ <9

g(s) =

Il
=]

és igy
g-D)f® = [ fx+1)etar.
0
Ez esetben

h < f(x+kh)
h+1i= (1+hF -~

Igy tehdt a 3. tétel szerint ha f(x) folytonos és korldtos fiiggvény

g(=4)/(x) =

) = khy
imh 2wy = [ foroea

Megjegyzend§, hogy ha f(x) akdrhdnyszor differencidlhaté és a 2 f®x sor kon-
n=0 -

vergens,. JS(x) egyenl§ e sor dsszegével.

6.§. HATVANYSOROK NEMFOLYTATHATOSAGA

E §-ban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha aqy, ay, ..., 0, ... komplex
értékii fuggetlen valdszintiségi vdltozdk, az

6.1 &= g 2z

véletlen hatvdnysor viselkedésérél, kozelebbrsl konvergenciasugardrdl és a konver-
gencia korén tdl vald folytathatosdgarél mit lehet mondani. Mint ldtni fogjuk,
eziton igen érdekes, tisztdn fiiggvénytani jellegii eredményeket is lehet nyerni.

Az ilyen jellegli vizsgdlatokat E. BorReL [19] kezdeményezte még 1896-ban,
azzal, hogy kimondta (nem egészen pontosan megfogalmazva) azt a sejtését, hogy
egy véletlen egyiitthat6ju hatvdnysor dltaldban nem folytathatd a konvergenciakdrén
tal, azaz a konvergenciakér a hatvdnysor 4ltal eld4llitott fiiggvénynek természetes
hatdra. Ebben az irdnyban els6nek H. STEINHAUS [20] ért el eredményt, aki bebizo-
nyitotta, hogy ha o,=a,e", ahol a,,a,, ...,a,, ... egy pozitiv szdmokbdl &llé

e 1 A ps ; c
szdmsorozat, amelyre ’1]1_1)1010 Vla,,|=f veéges pozitiv szdm, és a 6, (n=0,1,...)

valoszinfiségi vdltozok fiiggetlenek és egyenletes eloszldstiak (O, 27)-ben, akkor
(6. 1) 1 valésziniiséggel nem folytathat$ az R sugart kérdn til, vagyis az f() figg-
vénynek a |z| =R korvonal a természetes hatdra. PALEY és ZYGMUND [21] bebi-
zonyitottdk ugyanezt az dllitdst azon feltevés mellett, hogy a,=a,-&,, ahol {a,}

P 1
tetsz8leges komplex szdmokbdl 4ll6 szdmsorzat, amelyre Tim V]a,| = x pozitiv
n—oco

véges szdm és &, (n=1,2,...) a + értékeket % valdszinfiséggel felvevs fiiggetlen
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valSszinfiségi vdltozok. Jeldlje R,(x) az n-edik Rademacher fliggvényt, vagyis legyen

(6.2) R, (x) =sign (sin 2"rx) n=0,1,...; 0=x=1)
és legyen
6.3) f(6,2) = 3 a,R,(x)2"

n=0

Paley és Zygmund tételét ugy is ki lehet mondani, hogy azon x-ek halmaza, amelyekre
f(x, z) folytathaté-az R sugari koron tul, zérus mértékdi. E tételbSl kovetkezik,
hogy egy tetszéleges véges R konvergenciasugari hatvdnysort lehet 1gy elGjelezni,
hogy az eredményként kapott hatvdnysor ne legyen folytathaté az R sugari korén til.
FaTou-nak ezt a sejtését eldsz6r HURWITZ és POLYA GYORGY bizonyitottdk be 1.[40]

Ez utébbi 4llitds madr tisztdn fliggvénytani jellegii.

Koénny(i észrevenni, hogy Borel sejtése teljes dltaldnossdgban nem igaz; igy
példdul az

< R, (x
(6.4) fee2)=2 [1 +—3(n—)] =
n=0
hatvdnysor konvergenciasugara minden x-re 1, de a fliggvény folytathaté a |z| <2
korbe. E példa alapjan D. BLACKWELL Borel sejtését a kovetkezdképpen mddosi-
totta: Ha {o,} fiiggetlen valésziniiségi véltozdk egy sorozata, akkor megadhatok
olyan b, dllandodk, hogy a

oo

6.5 S (ot — by) 2"

n=0

hatvédnysor 1 valdszinfiséggel nem folytathaté a konvergencia korén tul, és a

(6. 5) sor konvergencia sugara legaldbb akkora mint a > «,z" hatvdnysoré.

n=0 . R
A (6. 4) ellenpélddt ez a mSdositds nyilvdn elimindlja, ugyanis ha o, =1+ ;'Ex)’
és b,=1 (n=0,1, ..., akkor a : _
co ©o z n
6.6) 2 (= b)7" = 2 Re(¥) [5]

hatvdnysor konvergenciasugara minden x-re 2 és a PALEY—ZYGMUND-tétel
szerint a (6. 6) hatvdnysor majdnem minden x-re nem folytathato e koron tudl.

C. RYLL-NARDZEWSKI 1953-ban bebizonyitotta [22], hogy Blackwell ezen
sejtése valOban igaz.

J. P. KAHANE [23[ bebizonyitotta, hogy abban az esetben, ha az «, egyiitthatok
eloszldsa szimmetrikus a O pontra (abban az értelemben, hogy —a, és a, egyforma
eloszldsuak), akkor Borel sejtése az eredeti alakban igaz, vagyis ez esetben Ryll—
Nardzewsky tételében az a, dllandé minden n-re zérusnak vdlaszthat6. Kahane
e tétele nyilvanvaléan specidlis esetként tartalmazza Steinhaus és Paley—Zygmund

tételeit, valamint pl. a kovetkezd 4llitdst: 0, vegye fel 1/N, valdsziniiséggel a 2=

N,
értékeket (k=0,1,..., N,—1) és a 0, vdltozOk legyenek fiiggetlenek. Legyen
6.7 o, = a,eis
és
) i Vad =
n_>1£-neo n R ’
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akkor a (6. 1) hatvdnysor 1 valészintiséggel nem folytathaté az R sugarti kéron til.
Aldbbiakban el6bb KAHANE tételét bizonyitjuk be, azutdn megmutatjuk, hogy
ebb6l mdr kovetkezik RYLL-NARDZEWSKI tétele.* ;
- El8sz6r bebizonyitjuk, hogy a (6. 1) véletlen hatvdnysor konvergenciasugara

1 valdsziniiséggel dllandé. A (6. 1) hatvdnysor konvergenciasugardt ¢-val jelolve

6.9 g=(’p§j/m)-1= R(ty, s vy 0y .00,

o dltaldban egy valdsziniiségi vdltozd. Az R(xy, X, ..., x, ...) végtelen sok viltozds
fliggvény nyilvdn vdltozéinak Baire fiiggvénye és azzal a tulajdonsdggal bir, hogy
véges sok x; értéket megvdltoztatva a fiiggvény értéke nem vdltozik meg.

Igy tehdt alkalmazhaté KOLMOGOROV 1n. nulla-vagy-egy toérvénye, és igy
azt kapjuk, hogy ¢ értéke 1 valdszinliséggel dlland6; legyen ez az dllandé érték R,
akkor tehdt (6. 1) konvergenciakdrének sugara 1 valészintiséggel R. Feltessziik most,
hogy 0 <R-~< + o, egyébként ugyanis a tétel 4llitdsa semmitmondd. Bebizonyitjuk
most a kovetkezd dllitdst. Az R sugarii kor egy tetszGleges Z; = Reift rogzitett
pontjdban a (6. 1) hatvdnysor dltal el8dllitott fiiggvény vagy 1 val6sziniiséggel regu-
ldris, vagy 1 valésziniiséggel szinguldris. E célbdl fejtsiik sorba a (6. 1) fuggvényt

aZ,= % pont koriil. Bevezetve a Z=2Z,+{ jelolést,

(6. 10) 1@ = fzo+0) =§ (2 + 0" =S BLl%,
: ahol.
6. 11) B = gk(,’j)z;;-kan.

gy a (6. 10) sor konvergenciasugarit r, -el jeldlve

Kk \—1
6.12 o= (V)

Mérmost r,, felfoghaté, mint az «y, y, ..., ,, ... valtozdk fiiggvénye:

J—I
S(xo, X15 .5 X,, ...) nyilvdn véltozdinak Baire-fiiggvénye, amelynek értéke nem
védltozik meg, ha az x; véltozok kéziil véges soknak az értékét megyvdltoztatjuk,

ry, =80, 0, ..., 0, ...),
ahol

k

G 105 = [T || 3 (1) 575

hiszen n;;c ( Z ) 247 % x, nem fiigg a k-ndl kisebb j indexii x ; -kt6l. Igy tehdt alkalmaz-
haté a nulla-vagy-egy torvény és igy r,, valosziniiséggel egyenlS egy R,, dllanddval.
Midrmost két eset lehetséges: vagy R,1=§— vagy R, > ; (R, = g nyilvdn nem

* Ujabban Kahane is észrevette, hogy tételébdl Ryll-Nardzewski Altalanosabb tétele levezet-
hetd; sajté alatt [evd konyvében (I. [39]) mar igy bizonyitja Ryll-Nardzewski tételét.
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lehetséges, hiszen a |z —z, _<§ kor teljes egészében benne van a |z| <R korben).

Ha R, =R, akkor a z; pontban f(z) szinguldris, feltéve, hogy 0=R €s ¢, =R, ,
tehdt 1 valdsziniiséggel, hiszen egy hatvdnysor konvergenciakérének keriiletén
_van legaldbb egy szinguldris pontja az elGdllitott fiiggvénynek és” a |z—-20|:—§
kornek az Osszes zy-t6l kiilonb6z8 pontjai a |z|= R kor belsejében fekszenek, tehdt

nem lehetnek szinguldris pontok. Ha viszont R21>—1—;, akkor a z; pontban f(z)

1 valdszintiséggel reguldris, hiszen ez esetben z; 1 valdsziniiséggel belsé pontja a
(6. 10) hatvdnysor konvergenciakérének. Mdrmost kimutatjuk, hogy ha o, és —a,
egyforma eloszldstak, az utobbi lehetdség egyetlen z;-re sem kovetkezhet be. Tegyik™
fel ugyanis, hogy a z ; = Re'”* pontban a (6. 1) fiiggvény 1 valésziniiséggel reguldris

i ; r 2 . T
volna; ez esetben, mint lattuk, tehdt RZI>7 és igy megadhatd egy 01—~ﬁ§0§
=0, —I—% intervallum, ahol N egy elegendd nagy rogzitett természetes egész szdm,

ugy, hogy a (6. 1) fiiggvény a z= Re®, 01—%§0§91+% iven 1 valdszintiséggel
mindeniitt reguldris.

Vizsgdljuk most a (6. 1) hatvdnysor helyett az
6.13) @)=, K F @~ 2 "

nZkmod N n=kmod N

hatvdnysorokat (k=0, 1, ..., N—1). Mivel fi(z) hatvdnysordban z" egyiitthatdja
minden n-re vagy o, (ha n=k mod N), vagy —o, (ha n=k mod N), tehdt fi(2)
minden egyes egyiitthatéja ugyanolyan eloszldsu, mint f(z) megfelel§ egyiitthatdja.
Ennélfogva az f,(z) fiiggvény 1 valdszinfiséggel ugyanolyan tulajdonsdgokkal bir,
mint az f(z) fiiggvény, tehdt az f,(z) fiiggvény is 1 valdszintiséggel reguldris lesz a

. ] e
z=Re", 0, ——

T, :
N§0§91+— iven; igy az

N

(6. 14) 5@ = TOLD 5 >0, 2

Jj=0

hatvénysor is reguldris lesz az emlitett iven. Azonban

2nir
P (ze N ) =gk (=12,..,N=1

és igy g,(2) reguldris lesz a teljes R sugart koron, tehdt konvergenciasugara nagyobb
lesz, mint R.

Mivel ez k minden értékére igaz, (k=0, 1, ..., N—1) tehdt a
’ N-1
o 2*g,(2)
k=0
fiiggvény is reguldris lesz egy R’=R sugari korben. Mivel azonban

6.15) :gz"gk(z) = 2/(2)
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ebbdl kovetkezik, hogy f(z) is reguldris az R’ > R sugart korben, ami viszont ellent-
mond R definicidjdnak. Igy tehdt ellentmonddsra vezet az a feltevés, hogy van olyan
e
>§ ; ezzel bebizonyitottuk, hogy a |z| = R kor keriiletének minden
pontja 1 valdszintiséggel szinguldris pontja f(z)-nek. Vegyilink most a |z| =R kérén
egy tetszGleges megszamldlhaté és mindeniitt siirli pontsorozatot. Akkor 1 valé-
szinfiséggel f(z)-nek ezen pontok mind egyidejiileg szinguldris pontjai, tehdt f(z)-
nek a |z| =R kor 1 valdsziniiséggel természetes hatdra. Ezzel KAHANE tételét be-
bizonyitottuk.

Most bebizonyitjuk RYLL-NARDZEWSKI tételét. Az o, (n=0,1,2,...) vald-
szinliségi vdltozok legyenek az £ =[Q, &/, P] valodszinliségi mezdn értetmezve,
vagyis legyen o, =a,(w) ahol w € Q. Legyen F* =[Q*, o/* P*| egy F-fel izomorf
mdsik valdsziniiségi mez6 és legyenek o) =«f(w*) az o,-nek megfelel§ valdszintiségi
véltozok: akkor tehdt o} ugyanolyan eloszldst, mint o, és az of vdltozdk is fligget-
lenek. Tekintsiik most az & és F* valdsziniiségi mezdk direkt szorzatdt, és azon a
6, =0, (w) —a,(w*) valdsziniiségi vdltozokat. A §, (n=0,1,...) valdsziniiségi vdl-
tozok nyilvdn fiiggetlenek és szimmetrikus eloszldstiak lesznek.

fgy tehdt KAHANE tétele alkalmazhaté a

(6. 16) 35,2
n=0

zy, amelyre R,

véletlen hatvénysorra, tehdt ha r= (Fmy/|5,|)-2, akkor a (6. 16) 4ltal definidlt

fiiggvény 1 valdszinfiséggel nem folytathatd a |z|=r sugart koron tul. (Konnyen
beldthatd, hogy r=R.) Ez azt jelenti, hogy azon (w, w*) pontok halmazdnak mér-
téke, amelyekre a (6. 16) fiiggvénynek a |z|=r kor a természetes hatdra, a szorzat-
térben 1-gyel egyenld. Igy tehdt (Fubini tétele szerint) majdnem minden rogzitett
w*-ra (2*-ban) a (6. 16) sornak majdnem minden w-ra a |z|=r kor a természetes
hatdra. Ha tehdt w* egy az emlitett tulajdonsdgl rogzitett elem és a,=a}(w*),
akkor a

(6.17) 5 (2, —a,)z"
n=0

sornak a |z]=r=R kor 1 valosziniiséggel a természetes hatdra. Ezzel RYLL-NARD-
ZEWSKI tételét bebizonyitottuk.
Ujabban L. ARNoOLD [24] hasonl6 eredményeket bizonyitott be véletlen egész
fliggvényekre. s
Legyenek «, (n=0, 1, ...) fiiggetlen valdsziniiségi véltozdk és legyen (1 vald-
szintiséggel)
(6. 18) fim_Vla,| = 0.
Akkor a (6.1) véletlen hatvdnysor 1 valdszinliséggel egész fiiggvényt dllit eld.
. Az f(z) egész fliggvény ¢ rendje nyilvdn 1 valdsziniiséggel dllandé lesz, hiszen egy
ismert képlet szerint (ldsd [27])
(6.19) = i 9ER

n—oco 1

log Ia—I'

és igy a nulla-vagy-egy torvénybdl kovetkezik, hogy 1 valdszinfiséggel ¢ dllando.
(Persze ez az dllandé érték + o is lehet!)
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Tegyik fel, hogy az f(z) véletlen egész fiiggvény rendje 1 valSsziniiséggel a
véges ¢ szdimmal egyenlS. Ez esetben f(z) tipusa a

(6. 20) : =L T8

eQ n—oco

képlettel hatdrozhaté meg, igy tehdt a nulla-vagy-egy torvény szerint 7 is 1 vald-
sziniiséggel dllandé. Ha az «, egyiitthaték valdsziniiségeloszldsarél konkrét felte-
véseket tesziink, a ¢ és 7 értékeket explicite kiszdmithatjuk. fgy pl. ARNOLD meg-
mutatta, hogy ha g 5

(6.21) =2 L

ahol y¢, ¥4, ..es Py, ... fliggetlen valc’)szinﬁségi véltozok, abszolut értékeik egyforma
eloszldsuak, és k6zos
(6. 22) F(x)=P(y,<x)

eloszldsfiiggvényiik eleget tesz az

oo

(6.23) J(1=Fem)dx<+t oo

0

feltételnek, akkor f(z) 1 valdsziniiséggel elsGrendii egész fiiggvény, amelynek tipusa

1 valésziniiséggel 1-gyel egyenld, ha f log x dF(x) véges és - co-nel, ha
1

flogxdF(x) = + oo,
1

E kérdéskoérben szdmos probléma vdr még megolddsra.

7.§. EGYENLETESEN, DE NEM ABSZOLUT KONVERGENS HATVANYSOROK

Legyen a
@n . 2 a2k
k=0

-hatvdnysor konvergenciakdre az egységkor. Tegyiik fel, hogy a (7. 1) sor magédn
az egységkoron is konvergens, mégpedig egyenletesen. Ez a helyzet természetesen, ha

(1.2) k ;’; la] <+ oo,

vagyis ha a (7.1) sor az egységkoron abszolut konvergens. H. BoHR vetette fel
a kérdést 1910-ben, hogy a (7. 2) feltétel sziikséges-e ahhoz, hogy (7. 1) egyenletesen
konvergiljon, ha |z|=1, vagyis hogy létezik-e olyan hatvdnysor, amely az egység-
kéron egyenletesen konvergens, de nem abszolit konvergens ?

1

FeEsfr LipOT azt \sejtette; hogy a V1—ze*—1 fiiggvény hatvdnysora rendel-
kezik ezzel a tulajdonsiggal; RIESZ MARCELL bebizonyitotta, hogy ez valéban
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bd .

igy van. Késébb G. H. HARDY és maga Feifr LIPOT mds, egyszerﬁbb példdkat
adtak erre (ldsd [25]). A. ZyGMUND viszont bebizonyitotta [26], hogy Hadamard-
hézagos hatvdnysorokndl ez a jelenség nem léphet fel, amennyiben kimutatta, hogy

n,
ha “**L=4=1, akkor a
ny

@.3) - ' > gz
k=1

hatvdnysor csak gy lehet konvergens a |z|=1 egységkor minden pontjdban, ha
abszoltit konvergens, vagyis ha a (7. 2) teljesiil.

G. PIRANIAN vetette fel a kérdést, hogy természetes szdimok mely {n.} soroza-
taira 1étezik olyan {a,} szdmsorozat, amelyre >'|@| = + o, azonban a (7. 3) sor
ennek ellenére egyenletesen konvergens, ha |z| =1. Ez irdnyban a legmesszebbmend
eredményt ERDOs PAL érte el [28], aki valGszinfiségszdmitdsi médszerrel bebizonyi-
totta, hogy ahhoz, hogy létezzék olyan (7. 3) alaka hatvdnysor, amely az egység-
korén egyenletesen konvergens, de amelyre >'|a,| = + o, elegend§ feltenni, hogy
az m, szdmok eleget tesznek az aldbbi feltételnek: Megadhatd egy olyan j, <j,<...<
... <j,<... szdmsorozat, hogy

(7.4) liminfVn, ,,—n; = 1.

A (7. 4) feltétel teljesiil példdul, ha

k

(7.5) 1;13;21‘1/,1,( =1.
Ugyanis ez esetben van olyan k, (h=1, 2, ...) szdmsorozat, hogy k; - + o és
kn
(7. 6) © lim Vi, = 1.

k?hér<—2—l?,ﬁl

Vélasszunk egy r szdmot a [%, 2—13{"] intervallumban, azaz legyen
¢és legyen j.=k,—r, akkor

r kn 3
an,.+r+nj,. = an,.+r = Vn_k;. = ( Vn_k;) >

tehdt (7. 6) miatt (7. 4) teljesiil. A (7. 4) feltétel azonban (7. 5)-nél jéval kevesebbet
kivdn meg. Teljesiil példdul (7. 4), ha az {n,} szdmsorozat a kovetkezs:

(7.7 3;-17,18; 513,514, 5155 ...5 '+ 1L, 2742, ..cn 2 413 s

E sorozatra (7. 5) nem teljesiil, mivel

k
lim Vn—=4.

k> 4o

A (7. 4) feltétel viszont teljesiil, hiszen a sorozat k-adik tagja a koévetkez8képpen
allithato eld: 4

1
nk:2’2+k—(£] ha (§}<k§('§ ) r=12,..,
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tehdt ha j,—= (’jl

Mjobr = Miry2) = 204Dyt 1 és my, = 204074 ],

J+1, akkor

tehdt

limVn; ,,—n; = limYr=1
r—oo r—oo

ErDOs tételének bizonyitdsi mddszere sok mds rokon problémdban is jol
alkalmazhaténak bizonyult, ezért aldbbiakban részletesen ismertetjiik ErdSs téte-
Iének bizonyitdsdt.* Abbdl a célbdl, hogy a bizonyitds alapgondolata minél jobban
kidomborodjék, a tételt nem teljes dltaldnossdgban, hanem csak a (7. 7) alatti spe-
cidlis sorozatra ismertetjilk. Az dltaldnos eset lényegében ugyantigy tdrgyalhatd.

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz a kovetkez6 — Onmagdban is érdekes —
valdszin(iségszdmitasi segédtételre. ** '

LemMA. Legyenek ¢&,, ..., ¢, fiiggetlen valdszin(iségi véltozok, amelyek
a =£1 értékeket 1 valdsziniiséggel veszik -fel. Legyen &=>0 tetszGleges. Akkor

n

Z’ & eiko

k=1

(7.8) ' P[ Max

0=¢p=2n

= 4)(5+¢)nlog n] <

pl+e’

ha n=n,.

A lemma bizonyitdsa. A Markov-egyenlGStlenség szerint, ha by, b,, ..., b,
tetszGleges valds szdmok, melyekre |b|=1 (k=1,2, ..., n) tovdbbd 6 >0 é 4 =0
tetszleges pozitiv szamok,

. é Zn' Srcbrc é Zn' & b
(7.9) \P[Z’fkbk = A] = 2P[e =L e e‘“] =2M [e Bl ]e“’A
k=1
Mdsrészt a &, vdltozok fliggetlensége miatt
o Zn' &b n 0brc —obx
(7. 10) M[e = ]: ]][e—zf’——]
k=1

Mivel 2k!=2%.k! (k=0, 1, ...), tehdt

" ex+e—x _ e xzk _ bisid (x2/2)’° _ x2
(7.11) gy ‘,g,zk!:é,—k! = e2,
Ennélfogva (7. 10)-bdl
n 52 n 2
6 X &kbk T X bk
(7.12) _ Mle *= = e k=1

* E bizonyitds gondolatmenete azonos Erdds eredeti bizonyitdsaval, azonban részleteiben
valamivel egyszeriibb.

** A segédtétel bizonyitdsdnak moddszere azonos a Csebisev-féle egyenlGtlenség Bernstein-féle
élesitésének (1. [8], 319—321. 0.) bizonyitasdval, azonban a minket itt érdekld specidlis esetre a tétel
valamivel egyszeriibben bizonyithatd, mint az altalanos esetben, ezért kozoljik itt a bizonyitast.
Egyébkéx}t a segédtételhez hasonld, komplex értékili valosziniiségi valtozokra vonatkozd Bernstein-
tipust egyenlStlenségek szerepelnek a [31], [34] és [38] dolgozatokban is.

28

Gl niad Al AR\ b2

PEIT ¥ B TN




helyettesitéssel, (ahol A>0), azt kapjuk, hogy

és igy A:% k_an'b,%,cS:—Jn—
e

k=1

}'2
>——V2b2]s2e 8,

Maidrmost legyen ¢ tetsz8leges rogzitett érték (0= ¢ =2n), akkor

[ 2 &cosko|, 2 & sin k¢]
k=1 k=1
)=

kcosk(pl > —;“—]/Z]-FP[’IZE,,sink(p\ > %Vﬁ]

by

.13 [

és igy
(7. 14) ’ P[
' k=1

ofs

Mivel 3 costkg=n és' > sin® kg =n, (7.13)-b6l és (7. 14)-b8l azt kapjuk, hogy
k=1 k=1
_#
] - 46’ 8

Alkalmazzuk most a (7.15) egyenlGtlenséget a @ =¢; = 2—]7\? értékekre
(=0, 1, ..., N—1); azt kapjuk, hogy

(7.15) ' [

ﬂ
(7. 16) P[o ax. (| Zikerkw > ]_V_] = 4Ne 8.
SJS
Ha ¢j<¢<§0,~+1, akkor
n n 2
Z’fkeikq;_ kaeikw = 27nn .
k=1 k=1
fgy tehdt
2nn
ik = ikoj
omax | 2 k7 buee| = +os‘}13~_1 "Zéke o
és ezért (7. 16)-bél '
2 £
a.17) P(oma | 3 et | = a1 2] < e,
: 0=¢=2n |} N
Legyen )
3
(7.18) LUy YR L
akkor teh4t
8nn® .
(7.19) P[Ort;’ax2 Z’gkeiw >2M/_] [ = +4]e 8
=p= T k=1
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2 helyébe a A =2V (5+2¢) log n értéket helyettesitve, kapjuk, hogy

[ max Z&ke"“?’ > 4V(5+2s)nlogn] Pl
0=p=2=r |} L
4 4
7 P L +— <1, vagyis ha n= n0
VS logn n2z
Ezzel lemmankat bebizonyitottuk.
Mzdrmost vizsgdljuk az
2
s | 2" +r
(7.20) f@ =2 ut= 2 &z*
k=1 r=1 71 k=9or®11

véletlen hatvdnysort, ahol a &, valészinfiségi véltozdk fiiggetlenek és a
% valdsziniiséggel veszik fel. Mds szdval legyen

%, ha 2°+1=k=2"+r;r=12 .

+ értékeket

ak -
‘ 0  egyébként.
Ez esetben

k=1 r=1 7

tehdt a (7. 20) alatti hatvdnysor nem abszolat konvergens az egységkéron. Mdsrészt
f(2) nyilvén felirhat6 az

oo erz
(7.21) @) = 2,=5 0.2
alakban, ahol
(1.22) | 0@ = 27,
Ilymdédon lemmdnk szerint, ha r=n,
(7.23) ~P[og’gle,(ei¢)| > 4V(5+2s)r@] =

Tehdt a Borel—Cantelli lemma szerint 1 valésziniiséggel véges sok r k1veteleve1
érvényes a . -

0Ma)§ |0, (ei%)| = 4Y(5+2¢)rlogr
=¢p=2n

egyenlGtlenség és igy a
‘ Max_ IQ, (e)]

sor 1 valdszintiséggel konvergens, hiszen tagjai 1 valdsziniiséggel valahonnan kezdve
kisebbek a

= ]
4Y5+2¢ > V"f’
r=1 r2
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konvergens numerikus sor megfelel§ tagjaindl. Mdsrészt viszont, ha 25" = M <26+D?

co

o eike
M

Max

0=¢p=2n

=1y 3 Maxion)

k= r=s+1

Tehdt a (7. 22) sor 1 valdsziniiséggel egyenletesen konvergdl a |z| =1 koron.

Tehdt a (7. 22) hatvdnysor 1 valészintiséggel bir azzal a tulajdonsdggal, hogy
az egységkdron egyenletesen konvergens, de nem abszolit konvergens. Igy tehdt
léteznek a kivdnt tulajdonsdgi hatvanysorok, ha {n} a (7.22) alatti szamsorozat.
Ezzel Erdds tételét a szoban forgd specidlis esetre bebizonyitottuk. Mint fentebb
hangsulyoztuk, az 4ltaldnos esetben a bizonyitds lényegében ugyanigy végezhets el.

8.§. HATVANYSOROK SZINGULARIS SUGARAIROL

E §-ban az egységkorben reguldris és ott nem korldtos analitikus fiiggvények
D osztédlydval foglalkozunk. Ha f(z) ilyen fiiggvény, és ¢ egy rogzitett értékére
(0=¢ <2n) f(z) semmilyen pozitiv e-ra nem korldtos a p—e=argz=0¢+e, |z|<1
szogtérben, akkor a z=re'” (0<r<1) sugarat (f(2)-re nézve) szinguldris sugdrnak,
ellenkezd esetben reguldris sugdrnak nevezziik. Nyilvdnvald, hogy minden D-beli
f(z) fiiggvénynek van legaldbb egy szinguldris sugara. D. GAIER és W. MEYER-
KONIG, akik e fogalmat bevezették [29], megmutattdk, hogy ha a D osztilyba
tartozd f(z) fiiggvény hatvdnysora Hadamard-hézagos, vagyis

(8.1) /(@) =k;1' a,z™,

ahol '

(8.2) Tetl oy 1
, n = ,

akkor minden sugdr szinguldris f(z)-re nézve. Ha egy {n,} sorozatnak megvan az a
tulajdonsdga, hogy ha a (8. 1) alatti hatvdnysoru f(z) fiiggvény a D osztdlyba tar-
tozik, akkor f(z)-re nézve minden sugdr szinguldris, nevezziik az {m,} sorozatot
S-sorozatnak. Igy tehdt minden a (8. 2) feltételnek eleget tevs {n,} sorozat S-sorozat.

Kénnyen beldthatd, hogy ha (8. 2) helyett csak azt tessziik fel, hogy a (8. 1)
sor Fabry-hézagos, vagyis, hogy

. nk e o
®9 g, o

akkor még az is lehetséges, hogy f(z)-nek csak egyetlen egy szinguldris sugara legyen.
Igy példdul, ha

5.4 @)= 3 >,
k=1 K" j=1

akkor fi(z) nyilvdn a D osztilyba tartozik és a ¢ =0 sugdr fi(z)-nek szinguldris
sugara (hiszen linrll Sf(r) = + ). Mdsrészt azonban, ha z=re'?, ahol 0 <@ <2n

és 0<r<1, akkor

8.5 1A@)] = [Zk—lz] IIEZI = 3lliei¢| ]
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és igy minden z=rei® sugir (0<q <2n) reguldris sugdr fi(z)-re nézve. gy tehdt
nem minden a (8. 3) feltételnek eleget tev8 {n,} sorozat S-sorozat.

ErDGs PAL bebizonyitotta [30], hogy (8. 3) helyett még az erdsebb
(8.6) EIR» (Meyr—m) = +oo

k

feltétel sem biztositja azt, hogy {n,} S-sorozat legyen. Konnyen beldthatd, hogy
viszonylag lassan novekvd {n,} sorozatok is lehetnek S-sorozatok, mert az, hogy egy
{n,} sorozat S-sorozat-e vagy nem, nemcsak az {n} sorozat novekedésének sebes-
ségétSl, hanem szdmelméleti tulajdonsdgaitdl is fugg. Ha példdul az {m} sorozat
azzal a tulajdonsdggal bir, hogy megadhat6 olyan végtelenhez tart6 d; (j=1, 2, ...)
egész szamokbdl all6 sorozat, hogy minden j-re az n, szdmok véges sok kivétellel
oszthatdk dj-vel, akkor {m,} S-sorozat. Egy {m} sorozat tehdt két okbdl lehet
S-sorozat: azért, mert gyorsan névekszik, vagy a sorozat szimelméleti tulajdonsédgai
folytdn.

A nagysdgrend és a szdmelméleti tulajdonsdgok hatdsdt gy lehet szétvdlasztani,
hogy vizsgéljuk azokat az {n,} S-sorozatokat, amelyek azzal a tulajdonsdggal bir-
nak, hogy megadhaté hozzdjuk egy w, szdmsorozat ugy, hogy kliinw° W = oo
és ha {n;} egy tetsz8leges olyan szdmsorozat, amelyre |m; —n|<w,, akkor {n} is
S-sorozat. Nevezziik a rovidség kedvéért e sorozatokat stabilis S-sorozatoknak.

Médrmost ERDOs PALlal irt dolgozatunkban [31] bebizonyitottuk azt, hogy ha
az {n,} sorozat eleget tesz a (7. 4) feltételnek, akkor {m,} nem stabilis S-sorozat.

Ezt a tételt valdszinliségszdmitdsi iton bizonyitottuk be. A bizonyitds mddszere
hasonlit a 7. §-ban bemutatott mddszerhez; az eltérés abban dll, hogy véletlen
egylitthatéji hatvdnysorok helyett wvéletlen kitevdjii hatvdnysorokat vizsgdltunk.
Maids szoval

8.7) f@ = g 2%

alaki hatvdnysorokat vizsgdltunk, ahol ay,as, ..., @, ... megadott szdmok, vi-
szont vy, vy, ..., U, ... pozitiv egész értékil valdszinliségi véltozdk. A részleteket ille-
téen utalunk az idézett [31] dolgozatra.

9.§. HEZAGOS FOURIER-SOROK
N. WIENER [32] bebizonyitotta, hogy ha egy

©.1 > apcos mx+ by sinmx
k=1

alaku trigonometrikus sor a [—m, +n] intervallum egy tetsz8legesen kicsiny [a, 5]
részintervallumdban Abel-szummaébilis és szummdja az [a, b] intervallumban négy-
zetesen integrdlhat6, akkor (9. 1) egy a teljes [—n, + 7] intervallumban négyzetesen
integrdhatd f(x) figgvény Fourier-sora, vagyis

9.2) D ai+bi <+
k=1
feltével, hogy az {n} (természetes egész szdmokbdl 4l16) szimsorozat eleget tesz a

.3)
hézagossdgi feltételnek.

Iim (m,q—m) =
k_.+°°(k+1 ) =+
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A. ZYGMUND vetette fel még 1941-ben a kovetkezd problémdt: (ldsd [33],
380. 1.). Lehet-e Wiener tételét dltaldnositani az L2 tér helyett az L7 térre, ahol
g=2? ERDGs PALlal egyiitt, valdszinfiségszamitdsi modszerrel, sikeriilt bebizonyi-
tanunk [34], hogy ZvyGMUND kérdésére a vdlasz negativ, ha ¢=2. Pontosabban
a kovetkezd tételt bizonyitottuk be: Létezik olyan f(x) a [, + 7] intervallumban
négyzetesen integrdhatd fliggvény, amelynek Fourier sora (9. 1) alakd, ahol az
{n.} szdmsorozat eleget tesz a (9. 3) feltételnek, és amely fiiggvény a kévetkezd
tulajdonsdgokkal bir:

S(x) korldtos a —n=x= —§ és §=x=nr intervallumokban minden &=0- ra.
J(x) nem tartozik L? fiiggvényosztdlyba semmilyen g >2-re.

Tételiink bizonyitdsinak alapgondolata az volt, hogy vizsgdltunk bizonyos

9.4) fx) = é'akcos U X

alaka Fourier-sorokat, ahol @, egy megadott szdmsorozat, amelyre >af< 4
(ez garantdlta, hogy a (9. 4) sor egy L2-beli fuggvény Fourier-sora legyen) és a v,k
fiiggetlen, pozitiv egész értékii valdszinfiségi vdltozok, és megmutattuk, hogy a
(9. 4) véletlen Fourier-sor 1 val6sziniiséggel rendelkezik a fent emlitett a) és b) tulaj-
donsdgokkal. A bizonyitdsi médszer ez esetben is hasonld volt a 7. §-ban ismertetett
modszerhez.

MegjegyzendS, hogy késébb TURAN PArLnak [37] és Y. KATZNELsSONnak
(szébeli ko6zlés) valdsziniliségszamitdsi mdédszer nélkiil is sikeriilt bebizonyitani,
hogy 1étezik olyan (9. 1) alakl Fourier-sor, amely eleget tesz a (9. 2) és (9. 3) fel-
tételeknek, és amelynek sszege elég nagy g-ra (Turdnndl g =6) egy részintervallum-~
ban az L? osztdlyhoz tartozik, de az egész [ —n, + n]intervallumban nem tartozik
az L7 osztdlyba. Valdszinliségszdmitdsi médszer nélkiil azonban eddig nem sikeriilt
ezt tetszoleges g=2-re megmutatni. "

10.§. A VALOSZINUSEGSZAMITAS EGYEB ANAL{ZISBELI
ALKALMAZASAIROL

A valdszinliségszdmitds médszerei az analizis még szdmos mds dgdban és problé-
makorében is sikerrel alkalmazhatdk, igy pl. az aldbbi kérdéskérokben: Hatsrozott
integrélok kiszdmitdsa, 0-fliggvények elmélete, abszolit monoton fiiggvények elmé-
lete, momentumprobléma, polinomok és egész fiiggvények gyokeinek eloszldsa,
divergens sorok szummadcidelmélete, Tauber-tételek, kozdnséges és parcidlis diffe-
rencidlegyenletek elmélete, sajdtértékek eloszldsa, potencidlelmélet,* ortogonalis
sorok elmélete.**

E kérdéskordk koziil egyeseket e dolgozat II. részében fogunk ismertetni.
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