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Az el6adédsban a kovetkez6 probléma vizsgédlatdaval foglalkoztam. Legyen adva fliggetlen,
egyforma eloszlasu &4, ...,&, valoszinliségi valtozok sorozata, amelyek értékeiket vala-
milyen (X, X') mértéktéren veszik fel. Jelolje u,, e valdsziniiségi valtozok dltal elkészitett
empirikus mértéket, azaz legyen

1
pn(A) = ~#{j: § €A 1<j<n}, Aex.

Tekintsitk a p, empirikus mérték, v,, v,(A) = V/n(u.(A) — pu(4)), A € X, nor-
malizaltjat, valamint vegylink egy k-véltozés f(xq,...,x) k-valtozds fliggvényt az
(X*, X*) szorzattéren. Ezutdn definidljuk az f fiiggvény (véletlen) integraljat a nor-
malizalt v,, mérték szerint, azaz tekintsiik az alabbi integrélt:

Tl = g [ Flnw) V(i) = ()i dug) = ),

ahol a f/ azt jelenti, hogy az u; = u;, 1 < j <1<k, 4tlokat

(1)

kihagyjuk az integralasi tartomanybol.

Célunk az, hogy jé becslést adjunk a P (|J, x(f)| > x) valészintiségre minden z > 0
szamra. (Megjegyzem, hogy az 4tl6k kihagyésa az integrélasi tartomanybdl természetes,
ugyanis az érdekes alkalmazasokban ilyen tipusi integralokat kell vizsgdlni. Masrészt
az integrdl viselkedése lényegesen kiilonboz6 lenne az atlékban. Az atléban ugyanis,
amikor az egyes mintaelemek hozadékat tekintjiik az empirikus mérték normalizaltjanak
szorzataban, az egyes mintaelemek t6bbszorés multiplicitassal jelennek meg.)

A kérdés vizsgalata elott megjegyzést tettem arrdl, hogy miért lehet fontos a fel-
vetett kérdés vizsgdlata. Ilyen probléma jelenik meg akkor, ha a matematikai statisztika
egyik fontos problémajanak a mazximum likelihood moédszernek természetes altalanosita-
sat az ugyneveztt nem-paraméteres mazximum-likelihood médszert vizsgaljuk, és megproé-
baljuk bebizonyitani a paraméteres esetben alapveté eredmények altaldanositasat ebben
az esetben is.

A maximum likelihood mddszerrél szolé talan legfontosabb eredmény azt allitja,
hogy nagyon altalanos feltételek mellett a maximum likelihood becslés hibdja beszorozva
v/n-nel aszimptotikusan normalis eloszlasi nulla varhaté értékkel és ismert szérdsnégy-
zettel. Az eredmény bizonyitdsaban egy viszonylag bonyolult egyenlet, az igynevezett
maximum-likelihood egyenlet gyokeinek a viselkedését kell vizsgalnunk. Ez a feladat ere-
deti form&ajaban meglehetésen nehéz, de leegyszertisodik, ha az egyenlet linearizaltjat
tekintjiik. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy az egyenlet baloldalan szereplé kifejezésnek
tekintjiik a Taylor sor fejtését az (ismeretlen) becsiilendé paraméter koriil. Ekkor egy

1



olyan egyenletet kapunk, amelynek a gyokét jél tudjuk vizsgalni. Ahhoz, hogy bebi-
zonyitsuk a kivant eredményt, be kell latnunk, hogy a linearizalds segitségével kapott
kozelito becslés jol kozeliti a valédi egyenlet gyokét. Ezt viszonylag egyszeriien megmu-
tathatjuk a Taylor-sorok tulajdonsagainak felhasznalasaval.

Ha a maximum likelihood moédszert megprébaljuk altalanositani a nem-paraméteres
esetre (aminek a definicidja korantsem egyszerii, és annak megtaldldsa nem tekinthet
lezart, megoldott problémanak), akkor felmeriil az a kérdés, hogy lehetséges-e a fent
vazolt mddszer altalanositasa erre az altaldnosabb esetre. Jelenleg csak részleges ered-
ményeket tudok bizonyitani, amelyek azt mutatjak, hogy bizonyos specidlis nem-trivialis
esetekben ez megtehets. Viszont ezekben a vizsgdlatokban annak a lépésnek a bi-
zonyitasa, hogy a keresett gyoknek a linearizalt egyenlet segitségével kapott kozelito
megoldasa kozel van az igazi megoldashoz nem olyan egyszerli, mint a parametrikus
esetben. Annak érdekében, hogy ezt megmutassuk, sziikséges az eléadas elején meg-
fogalmazott feladatot megoldani. Ugyanis a linearizacié soran olyan hibatag jelenik
meg, mint amilyet ebben a problémBan vizsgalunk, (pontosabban egy ilyen kifejezés
beszorozva az n~'/2 konstanssal.) Bar egyelSre csak bizonyos speciélis esetekben tudtam
ezt a modszert alkalmazni, mégis azt sejtem, hogy az sokkal altalanosabb koriilmények
kozott is alkalmazhaté. Ezért ugy vélem, hogy az eléadésban vizsgalt probléma nagyon
fontos.

Megjegyzem, hogy valdjaban egy altalanosabb problémat kell vizsgdlni, de annak
az itt targyalt kérdés az els6 megkeriilhetetlen része. Az altalanos kérdés a kovetkezo:
Legyen adva k-véltozés f(x1,...,xx) figgvényeknek egy F csalddja, és adjunk j6 becs-

lést a P | sup |Jp k(f)] > = | valészintiségre. Azt véarjuk, hogy amennyiben ez a fligg-
fer

vénycsalad szép, akkor hasonld becslést kaphatunk, mint akkor, ha csak egy fliggvényt
tekintiink. Természetes jeloltek az ilyen feltételt teljesito fiiggvénycsaladokra az ugy-
nevezett Vapnik—Cervonenkis osztalyt alkoto fiiggvénycsaladok. Ezzel a most meg-
fogalmazott kérdéssel azonban ebben az el6addsban nem foglalkoztam. Csak megje-
gyeztem, hogy miért jelenik meg ez a probléma a nem paraméteres maximum-likelihood
becslésben.

Tekintsiik a kovetkezo tipikus a nem-paraméteres maximum likelihood médszerrel
megoldandé feladatot: Becsiiljiink meg egy ismeretlen F'(-) eloszlasfiiggvényt bizonyos
megfigyelések alapjan valamely F),(-) véletlen becsléfiiggvénnyel. A becslés hibajanak
szuprémumat, azaz a sup |F,(x) — F(x)| kifejezést akarjuk vizsgalni. E kifejezés

—o0<x0o0

vizsgalata soran az F,(z) — F'(x) valésziniiségi valtozdt tekintjiilk minden —oo < 2 < o0
szamra. Alkalmazzunk alkalmas linearizaciot, Ezutdn egy olyan kifejezést kell vizsgal-
nunk, mint amilyent az eladas elején emlitettem, annak érdekében, hogy megbecsiiljiik
a linearizacié soran elkovetett hibat. Viszont vizsgdlandd integralban megjelend f
fiiggvény fligg attdl az x szamtdl, ahol az F,(x) — F(x) kiilonbséget vizsgaljuk. Mivel
minket az F),(z) — F(z) kifejezések szuprémuma érdekel, ezért nem egyetlen (véletlen)
integral értékét kell vizsgalnunk, hanem az el6z6 paragrafusban emlitett problémat kell
tekinteniink, azaz alkalmas fiiggvényosztlyba es6 figgvények integraljdnak szuprému-
mat kell becstilniink.



El6szor megfogalmazom azt az eredményt, amely megadja a felvetett kérdésre a
valaszt, azutan Osszehasonlitom ezt az eredményt néhany mas eredménnyel, annak
érdekében, hogy jobban megértsiik a kapott becslés jelentését.

Tétel A. Tekintsink valamilyen figgetlen (X, X) térbeli értékeket felvevd fiiggetlen,
egyforma eloszlasu &1, . . ., &, valdsziniiségi vdltozokat, amelyek p eloszldsa nem atomos.
Legyen f = f(x1,...,71) olyan mérhetd figguény a (X%, X% u¥) szorzattéren, k > 1,
amelyre

[fllo =" sup  |f(z1,...,2)| <1, (2a)
r;eX, 1<j<k

I =B €6 = [ Pl mutdn) . n(dm) <0* - (2)

valamilyen o > 0 szammal. Ekkor léteznek olyan C = Cp > 0 és a = ai > 0, k =
1,2,..., konstansok, amelyekre az (1) formuldban definidlt J,, i (f) integrdl teljesiti a

P (|Jun(f)] > z) < Cmax (exp {—a (g)z/k} exp {—a(nx2)1/<k+1>}) (3)

egyenlotlenséget minden x > 0 szamra. A C' = Cy > 0 és a = ay > 0 konstansok csak
a k paramétertol figgnek.

Jegyezzitk meg, hogy nagy n szémra a /n(u,(-) — p(-)) normalizalt mérték kozel
van egy (véletlen) Gauss eloszlasi mértékhez. Ez azt sugallja, hogy egy k-valtozos
fliggvénynek a Tétel A-ban vizsgalt normalizalt empirikus mérték szorzatmértéke szerin-
ti integralja hasonléan viselkedik, mint egy k-valtozos fiiggvénynek egy Wiener-folyamat
szerinti tobbvaltozos ugynevezett Wiener—Ito integralja. Az alabbi Tétel B-ben megfo-
galmazzuk a Tétel A egy olyan analogonjat, ahol tobbvaltozos fliggvények Wiener—Ito
integraljat tekintjik.

Tétel B. Legyen f(x1,...,xy) k-vdltozos valds értéki figgvény, amelyre

1 [e.¢] oo
—/ / fA(z1,.. . xp)dey ... dog < o (4)
kL Jo 0

valamely o > 0 szdmmal. Legyen W (x) Wiener folyamat a x > 0 félegyenesen, és
tekintsuk az

Lon(f) :/OOO-/Ooof(xl,...,xk)W(dxl)...W(dmk) (5)

k-valtozos Wiener—Ito integralt. FEz a Wiener—Ito integral teljesiti a

xT

PULs(f) > 2) < Crewp { o (£) 7'} )

g
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egyenlitlenséget valamilyen oy > 0 és Cx > 0 konstansokkal, amelyek csak a k paramé-
tertol fiiggnek.

Annak érdekében, hogy a Tétel B tartalmat jobban megértsiik, a kovetkezd meg-
jegyzést teszem.

Megjegyzés: Ha ¢ standard normélis eloszlasi valészintiségi véltozé, akkor P(o|¢F| >

x) < const. exp {—% (%)2/ k}, és ez az egyenlOtlenség lényegében éles.

Valéban,

P(oleh| > 2) = P (ygy > (g)”k) < const. exp {_% (f)Q/k} ,

mivel egy ¢ standard normaélis eloszlast valdszinliségi valtozé esetén P(|¢| > u) <

—u?/2

const. e , és ez a becslés lényegében éles.

Osszehasonlitva a Tétel B eredményét a Megjegyzés allitasaval azt latjuk, hogy
egy k-valtozés Wiener—Ito integral eloszldsara hasonlé becslést tudunk adni, mint egy
const. o&¥ valészintiségi valtozé eloszldsira, ahol o2 a Wiener-Ito integréal szérasnégy-
zete. (Jegyezzilkk meg, hogy a (4) formulaban megfogalmazott feltételnek a baloldaldn
szerepld kifejezés a Wiener-1t6 integral szérasnégyzetével egyenld.) Erdemes a Tétel A és
Tétel B eredményét is Osszehasonlitani. Azt lathatjuk, hogy a Tétel A-ban és Tétel B-
ben szerepl6 két becslés hasonlé. Két kiilonbség van. Az egyik az, hogy a Tétel A-
ban szerepl6 becslésben, a (3) formuldban szereplé maximumban van egy masik tag,
aminek a megfelel6je a Tétel B-ben megfogalmazott (6) formuldban nem szerepel. Je-
gyezzilkk meg, hogy abban az esetben, ha a tekintett f fliggvény négyzetintegralja vagy
masképp megfogalmazva a tekintett véletlen integral szérasnégyzete nem tul kicsi, akkor
a (3) képlet jobboldaldn szerepl§ kifejezésben az els6 tag adja meg a maximum értékét.
Ezért ebben az esetben a normalizalt empirikus mérték k-szoros szorzata szerinti szto-
chasztikus integrél eloszlasfiiggvényére hasonld becslés érvényes, mint egy Wiener folya-
mat szerinti k-szoros integralra. A masik kiilonbség a két eredmény korott az, hogy a
Tétel A feltételei k6zott szerepel egy a (2a) formuldban megfogalmazott feltétel, aminek
nincs megfeleléje a Tétel B-ben.

Azt mondhatjuk, hogy a normalizalt empirikus mérték szerinti k-valtozos integralok
hasonléan viselkednek a k-valtozés Wiener-Ito integralokhoz, feltéve, hogy ezen in-
tegralok szérasnégyzete nem til kicsi. (Az, hogy mely o2 érték szamit kicsinek az
egyrészt a minta n elemszamtol, masrészt attdél az x szamtdl fiigg, amely meghatarozza,
hogy mely pontban akarjuk a véletlen integral eloszlasfiiggvényét becsiilni.) Felmeriil az
a kérdés, hogy ez a szorasnégyzetrol sz6lé megszoritas lényeges-e vagy esetleg van remény
arra, hogy egy finomabb érvelés segitségével meg lehet téle szabadulni. A kovetkezo
példaban megmutatjuk, hogy egy ilyen megszoritas valéban sziikséges. Az egyszerliség
kedvéért csak k = 1 esetben mutatok példat, de némi plusz munkaval hasonlé példat
lehet konstrudalni tetszoleges £ > 1 multiplicitasi integralokra is.

Példa: Legyen &1, ...,&, figgetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsu val6szi-
niségi valtozok sorozata, és tekintsiik a kovetkezo valamely p paramétertol, 0 < p < %,
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fiiged f(x) = fp(x) fiiggvényt a [0, 1] intervallumon:

1 haO<z<p,

f@)=fola)={ -1 hap<w<2p
0 ha2p<ax<1.

Tekintsiik a most definidlt f(-) fliggvény integréljat a &1, ..., &, valdszintiségi valtozdk
Ly, empirikus mértékének normalizéltja szerint. Vegyiik észre, hog jelen esetben o? =
fol f2(u) du = 2p. Alsé becslést adunk az [ fi,(u)yv/n(un(du) — du) integrélra, és ebbdl
a becslésbdl lathaté lesz, hogy kis p, azaz kis 02 esetén a (3) formuldban az els6 tag,
azaz a Gauss kozelités altal adott becslés nem teljesiil a vizsgalt valészintiségre. Ezért
kellett egy masodik korrekcios tagot is megadni ebben a becslésben.

Vezessiik be az

1 h30§€k<p,

valoszinliségi valtozdkat. Ekkor

me=ﬁéﬂmwm—m=ﬁéﬂmmm=%Xﬂ.
k=1

Tovabba, mivel P(ny =1) = P(ny = —1) = p, P(nr, = 0) = 1 — 2p, azért

P(Jn,l(f) > x)

:P(an>\/ﬁx>zp me=1,ha0<k<vnz, » n>0

k=1 k=v/nz+1
nx n 1
_ _ 1. _ he L
=[[Pm=1-P| > m=>0]=p 5
k=1 k=v/nz+1

Kis p = "—22 paraméter esetén ez a valdsziniiség viszonylag nagy (6sszehasonlitva a Gauss
approximécié altal sugallt becsléssel). Ugyanis

P(Jna(f) >x) = pV™* -

alkalmas (univerzdlis C' konstanssal), mig a Gauss kozelités azt sugallné, hogy
2

P(Jpi(f) >2) < Cexp{—;%z -l—loga}.
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Ha /nzlog % < %, azaz T > \/no? log %, akkor a Gauss approximacio altal sugallt
becslés nem érvényes a Tétel A-ban vizsgalt kifejezésre. Ez példat mutat arra, hogy a
nrmalis kozelités altal sugallt kifejezés mellett sziikség van még egy korrekciés tagra a
(3) formuldban megadott becslésben.

Lattuk, hogy az empirikus mérték szerinti tobbszoros integralokra a Tétel A-ban
adott becslés hasonlé a Tétel B-ben megfogalmazott, és Wiener—Ito integralokrol szold
becsléshez. Természetes azt varni, hogy a Tétel B bizonyitasaban alkalmazott mdédszer
alkalmas adaptacidja segitségével be lehet bizonyitamo a Tétel A-t. Az egyik lehetséges
ilyen hozzadallason alapuld bizonyitas a kovetkezo: frjuk fel a

2M
P () ()] > ) < ZuslV T

Markov egyenl6tlenséget, amely érvényes minden M = 1,2,... szdmra, és alkalmazzuk
azt az M paramétert, amelyik a leheto legjobb becslést adja. Ez a mddszer alkalmazha-
t6, de ehhez sziikséges j6 becslést adni a .J,, ;(f) véletlen integralok momentumaira. Az
alabb megfogalmazott eredmény olyan becslést ad, amelyikbol viszonylag egyszertien
levezetheté a Tétel A eredménye.

Segédtétel. Ha adottak &y, ..., &, fuggetlen p eloszldsi valdsziniiségi vdltozok, valamint
eqy | = f(x1,...,2k) k-vdltozds fiigguény, amely teljesiti az

Ifllo = sup  [f(z1,...,2%)| < 1,
z;€X, 1<j<k

Hﬂ@Z/f%mw~wwM®ﬂ~JNwwéaa

feltételeket, és a pu mérték nem atomos, akkor léteznek olyan Cy, konstansok, k =1,2,...,
amelyekre minden M = 2™ alakid szdmra, ahol m nem negativ egész, valamint minden
n=1,2,... paraméterre

no?

EJn’k(f)QM < (Cka2Mk)M - max (1, ( M )M> ) (7)

A Cy szamok csak a k paramétertdl fiiggnek, azaz nem figgnek az f fligguénytdl.

Jegyezziik meg, hogy a (7) formuldban szerepld kifejezés 6 tagja, a (C’kcrzM k)M
kifejezés, olyan nagysagrendii, mint egy const. o€ valészintiségi valtozé 2M-ik momen-
tuma, ahol ¢ standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd. Ez azt jelenti, hogy
a Jp véletlen integrdlok momentumai ugy viselkednek, mint ahogy azt a normalis
kozelités sugallja, feltéve, hogy azok o? szérasnégyzete nem tul kicsi. De annak érde-
kében, hogy minden o > 0 paraméterre érvényes becslést kapjunk sziikség volt egy
korrekcids tagot is megjelentetni a (7) formuldban.
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Felmeriil az a kérdés, hogy hogyan lehet a most megfogalmazott Segédtételt be-
bizonyitani. Vizsgaljuk meg, hogyan lehet az I,, ;(f) Wiener-1t6 integralok momentu-
mainak becslésérol szélé analog eredményt bebizonyitani.

A momentumok becslését megtehetjiik a sztochasztikus integralokrdl szold egyik
alapveté eredmény, az ugynevezett diagram formula segitségével. Ezen eredmény meg-
mutatja, hogy hogyen lehet két I, 1 (f) és I,i(g) k illetve | multiplicitdsi Wiener—
It6 integrél szorzatat felirni alkalmas (kiilonb6z6 multiplicitast) Wiener—Ito6 integralok
Osszegeként. (Az integrdlokban szerepld integrandusokat bizonyos diagramok segitségé-
vel definialjak, innen szérmazik az eredmény diagram formula elnevezése.)

E formula azért hasznos, mert a Wiener—Ito integralok elsé és méasodik momen-
tumat egyszertien ki tudjuk fejezni. Nevezetesen,

8
El, ;. (f k"/ / f2xl,...,a:k)dfz:l...dxk:az. (8)

Ezutén az ET, (f)* negyedik momentumot a kovetkez6 médon becsiilhetjiik meg a
diagram formula segitségével: Irjuk fel az Lix(H) = Lnx(f) - Imk(f))2 azonossagot, és
fejezziik ki az I, i (f)- L x(f) szorzatot a diagram formula segitségével, mint Wiener—It6
integralok osszegét. Ez azt jelenti, hogy elég Wiener—Ito integralok 0sszegének négyzetét
becsiilni, ami lehetséges a (8) formula segitségével. Ezutan felirva az

Luk(£)® = (Lup(f) - Tni(£))*

azonossdgot, hasonléan megbecsiilhetjiik az EI, ;(f)® momentumot a negyedik mo-
mentumra adott becslésék segitségével, majd indukciéval becsiilhetjiik az ET,, ,(f)?M
momentumokat minden M = 2™ alaku kitevére. Az itt vazolt mddszer kidolgozasaval

be lehet latni, hogy
EL i (f)*M < (Cro?M*)™

minden M = 2™ alaku szdmra, ahol 02 = fooo ‘o fooo f(z1,...,2p)dxy ... dvy. Ezen
becslés segitségével be lehet bizonyitani a Tétel B-t.

Lehet-e ezt a mddszert adaptélni tigy, hogy annak segitségével be tudjuk bizonyitani
a Tétel A eredményét? A vélasz erre a kérdésre igenlO, de a program végrehajtasa sok
technikai nehézség legyézését igényli. Igaz a (8) formula kdvetkezé médositott valtozata:

k
BT < ,f—/ [ 15w du) ),
EJ,1(f)? < = /f2 1y ) p(duy) . .op( dug).

Ez a formula némileg eltér a Wiener—Itd integral els6 két momentumat kifejezd (8)
formulatol. Emiatt megjelenik néhany technikai probléma, de igazi nehézséget ez a
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kiilonbség nem okoz. Megjegyzem, hogy az eltérés oka az, hogy mig a Wiener—It6 in-
tegralokban szereplé Wiener mértékre igaz, hogy diszjunkt halmazok Wiener mértéke
fliggetlen, addig diszjunkt halmazok normalizalt empirikus mértéke kozott van bizonyos
enyhe fiiggés. A fontos kérdés azonban az, hogy be tudjuk-e bizonyitani a diagram
formula megfelel6jét abban az esetben, ha tobbvaltozés Wiener-1t6 integrélok helyett a
normalizalt empirikus mérték szerinti tobbvaltozds integralokat tekiniink, és be tudjuk-
e bizonyitani egy ilyen formula segitségével a segédtételt. A vilasz ezekre a kérdésekre
igenl6. A lényeges ujjdonsag az, hogy a normalizalt empirikus mértékek szrinti integralok
szorzatat kifejez6 diagram formuldban 1j diagramok és 1j e diagramoknak megfelel6 in-
tegralok is megjelennek. Ezeket az 14j integrdlokat is meg kell becsiilni. Ez megoldhato,
bar nem egyszerl feladat. Ezek az 1j diagramok, illetve a nekik megfelel6 integralok
adjak azt a hozadékot, amelynek becslése miatt megjelenik a korrekcids tag a (8) for-
mulaban.



