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Idézziik fel a kovetkezo valdszintliségszamitasi eredményt:

1. Tétel. Legyen X,(w), EX, = 0, EX2 =1, n = 1,2,..., figgetlen egyforma
n

Y Xjw),n=12,... a
=1

eloszldsi valdszinidségi valtozok sorozata, és jeldlje Sy (w) =
j

beloliik készitett részletosszegek sorozatdat. Ekkor

n

1 1
o Z EI <S'i/(g> < x) — ®(x) egy valdsziniséggel (%)

k=1
minden valds x szamra, ahol I(A) az A halmaz indikdtorfigguényét jeloli, és ®(-) a
standard normdlis eloszldsfiigguény.

Tegyiink néhany megjegyzést ezzel az eredménnyel kapcsolatban.
A centralis hatareloszlastétel szerint

Sk >
P|—<z|~®(x) nagy k szdmokra.
(5% (@) nagy
Tehat a fent idézett eredmény azt jelenti, hogy az A, = {% < a:} események bekovet-

kezésének silyozott atlaga alkalmas silyokkal egy valdszintiséggel 1étezik, és megegyezik
n

a klim P(Ayg) szémmal. (Jegyezziik meg, hogy > 7 logn.) Felmeriilnek a kovetkezo
—00 k=1
kérdések:

1. Mi az oka a fent idézett eredménynek?

2. Miért éppen az 1. Tételben emlitett sulyozast tekintettiik?

3. A megfogalmazott tétel egy partikularis allitas vagy annak hatterében egy mélyebb,
altalanosabb eredmény all?

Eléadasomban ezeket a kérdéseket és néhdny hozzajuk kapcsoléodd problémat tar-
gyaltam.
Ha az 1. Tételben tekintett silyozott atlag helyett a kozonséges, silyozas nélkiili

atlagot, azaz az
1« S
LS (S <o)
nio \Vk

kifejezéseket tekintjiik, és elvégezziik az n — oo hataratmenetet, akkor ezeknek a kife-
jezéseknek nem elfajulé hatéreloszlasuk van (x = 0 esetén a limeszt a val6szintiségsza-
mitds egyik hires eredménye, az arcus-sinus torvény irja le). Ez azt is jelenti, hogy
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ebben az esetben nem érvényes az 1. Tételben megfogalmazott eredmény természetes
analogonja.

A késébbi targyalds érdekében érdemes megfogalmazni a (x) relacidnak egy &lta-
lanosabb alakjat. Definidljuk a kovetkezd Si(t,w), 0 <t <1, k =1,2,..., (véletlen)
torottvonalfiiggvényeket.

Sk (%,w) = SJ\/(%)), 0<j<k, ésSi(t,w) linearis fiiggvény a [%, %}

intervallumban.

Legyen F folytonos (vagy kissé altalanosabban a Wiener mérték szerint egy valdszi-
niiséggel folytonos), korlatos funkciondl a C([0,1]) téren, azaz a [0, 1] intervallumon
folytonos fliggvények terén a szuprémum normaval. Ekkor

1
logn

Z %f(Sk(',w)) — /F(u()) di,(u)  egy valdszintiséggel, (%)
k=1

ahol p1,, a Wiener mérték, azaz a Wiener folyamat eloszldsa a C([0, 1]) téren. Specidlisan,

az
1 hau(l) <z

Flul) = { 0 hau(l)>zx

vélasztassal kapjuk, hogy a (x) formula a (xx) reldcié specidlis esete.

Kovetkezo célunk az, hogy megértsiik: Miért érvényes a (xx) formula? A kovetkezd
a.) és b.) észrevételt tessziik.

a.) Ha W (t), t > 0 Wiener folyamat a [0,00) félegyenesen, F folytonos funkcionél a
C([0,1]) téren, akkor érvényes a

1
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T—oo logT

1
/ Z]—"(Wt(-))dt = /}"(a:) diy(x)  egy valdsziniiséggel
1

W (st,w)

Vi
paramétertol fiiggod alkalmas atskalazasa.

reldcié, ahol Wy(s,w) = , 0 <

s < 1, t > 1, a Wiener folyamat a ¢

b.) A valészinliségszamitds egyik klasszikus eredménye szerint (invariancia elv) a ko-
rabban mér definialt Sy (-) torottvonalfiiggvények teljesitik az

Sk(-) = pw, hak— oo

reldciét, ahol p,, a Wiener mérték, és = a gyenge konvergenciit (az eloszlasbeli
konvergencia altalanositdsat) jeloli dltalanosabb terekben. FEz az eredmény azt
sugallja, hogy a
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kifejezések hasonld torvényszeriiségeknek tesznek eleget.

A késébb részletesebben megmagyarazandé a.) és b.) allitasok a kovetkez6 képet
sugalljak: Az a.) allitdsban a hatarfolyamatra fogalmaztunk meg valamilyen térvény-
szeriiséget. A b.) allitds azt sugallja, hogy az ilyen térvényszeriiségek 6roklédnek azokra
a folyamatokra is, melyek a hatarfolyamat vonzasi tartomanydaban vannak.

Az a.) éllitast a kovetkez6 médon magyarazhatjuk meg, illetve dltaldnosithatjuk.
Legyen W (t,w), t > 0, Wiener folyamat. Ekkor a valdsziniiségszamitas egyik klasszikus
eredménye szerint az
W (et,w)

U(t,w) = i/

transzforméciét alkalmazva az igynevezett Ornstein—Uhlenbeck folyamatot kapjuk, és
ez egy stacionarius, ergodikus folyamat. Ezért alkalmazhato rd a matematikai analizis
egyik alapvetd eredménye, az ergod-tétel, mely szerint

logT
TIE)I;O 10;T /0 G(TU(-,w))ds = EG(U(-,w)) egy valdszintliséggel,
ahol T U(t,w) = U(t + s,w), az U(-,w) trajektéria eltoldsa s-sel, és G tetszbleges
korlatos funkciondl a [0, 0o) félegyenesen értelmezett fiiggvények terén. Ezt az Ornstein—
Uhlenbeck folyamatrél sz6l6 relaciot atirva a W (t,w) = t'/2U (logt, w) Wiener folyamat-
ra, és a G = G(F) funkciondlt alkalmasan vélasztva megkapjuk az a.) &llitds eredményét.

Felmeriil a kérdés: Mennyire kotédik a fenti érvelés, illetve annak eredménye a
Wiener folyamathoz, illetve a Wiener folyamat transzformaltjaként kapott Ornstein—
Uhlenbeck folyamathoz? Részletesebb vizsgalat megmutatja, hogy ez az érvelés, illetve
az a.) allitds megfelelgjének a bizonyitdsa elvégezhetd az ugynevezett énhasonld (az
angol nyelvii irodalomban self-similar-nek hivott) folyamatokra is.

Egy X(t,w), t > 0, sztochasztikus folyamat akkor énhasonlé o > 0 paraméterrel,
ha az X (t,w) és az s~ 1/* X (st,w) folyamatok eloszldsa minden s > 0 esetén megegyezik.
Ezek a folyamatok azért jatszanak fontos szerepet a valésziniiségszamitasban, mert ezek
eloszlasai lépnek fel hatareloszlastételek limeszeként. Megadjuk ennek a ténynek egy
informalis, vazlatos magyarazatat.

Ha fiiggetlen valdszintiségi valtozék normalizalt Gsszegeire érvényes hatareloszlés-
tételeket vizsgalunk, akkor az ilyen allitasok atfogalmazhatdak, mint ezen fiiggetlen
valészintiségi valtozdk eloszlasainak a konvolucidira, illetve azok atskaldzasara felirt
alkalmas relaciok. Egy természetes hataratmenetet elvégezve azt kapjuk, hogy azok
az eloszlasok lépnek fel hatareloszldsként, melyek teljesitenek egy bizonyos fix-pont
egyenletet. Ha nem feltétleniil fliggetlen valdszintiségi valtozok alkalmasan normalizélt
osszegeinek lehetséges hatareloszlasait akarjuk leirni, akkor nem elegendé az egydi-
menziés eloszldsokat tekinteni, mert azok nem adnak teljes informaciét. Ekkor az
egész folyamat eloszlasat kell tekinteni, és azt érdemes vizsgalni, hogy mely folyamatok
eloszlasai jelenhetnek meg, mint hatarértékek. Ebben az esetben is adaptalhatjuk a
fliggetlen valdszinliségi valtozok esetében végrehajtott hataratmenetet, és azt kapjuk,
hogy a hatarfolyamat eloszlasa teljesit bizonyos szimmetriatulajdonsagot. Kidolgozva a
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részleteket azt kapjuk, hogy a lehetséges hatarértékek megegyeznek a énhasonld folya-
matok eloszlasaival.
Maésrészt nem nehéz belatni a kovetkezo lemmat.

Lemma. Egy X(t,w) szochasztikus folyamat akkor és csak akkor énhasonlé a > 0
paraméterrel, ha az
X (e, w)

Y(t,w) = o

t>0

sztochasztikus folyamat staciondrius.

Vegyiik észre, hogy a Lemméban definidlt Y (¢,w) folyamat definicidja nagyon ha-
sonl6 az Ornstein—Uhlenbeck folyamatnak a Wiener folyamat segitségével megadott
konstrukcigjdhoz. Mivel az ergod-tétel alkalmazhaté tetszéleges stacionarius folyamat-
ra, ezért az a.) allitas érvelése altalanosithaté 6nhasonld folyamatokra is. Ilyen médon
azt kapjuk, hogy ha X(-,w) 6nhasonlé folyamat o > 0 paraméterrel, akkor enyhe
feltételek mellett (azt kell feltenni, hogy az Y (¢,w) stacionérius folyamat egyben er-
godikus is, és az X(-,w) folyamat trajektoridi simak)

1 (71
Tlgréo logT/1 Zj:(Xt("w)) dt = EFX:1(-,w) egy valdsziniiséggel, (+)
X (ut
ahol X;(u,w) = %, 0 <wu<1t>0,¢é F C(0,1]) (vagy a valdszini-

ségszamitasban szintén gyakran hasznalt nagyobb D([0, 1])) térbeli folytonos korlatos
funkcional. So6t, ez az allitas némileg élesithet6. Megadhatdé w elemi eseményeknek
olyan egy valdszinliségii halmaza, melyekre a (+4) relaci6 teljesiil minden folytonos és
korlatos F funkciondlra. (Ez az allitds megfogalmazhaté gy is, mint egy majdnem
biztos funkciondlis hatédreloszlastétel.)

Ilyen modon azt a figyelemremélté eredményt kapjuk, hogy az egy valdsziniiségii
hatareloszlastételben ugyanazok a folyamatok lépnek fel hatarfolyamatként mint a va-
16szintiségszamitas klasszikus hatareloszlastételeiben.

A b.) részben megfogalmazott allitds bizonyitdsahoz érdemes belatni a (+) for-
muldban megfogalmazott allitds kovetkezo diszkrét valtozatat.

2. Tétel. Legyen B,, pozitiv szamoknak olyan monoton sorozata, melyre lim B, = oo,
n—oo

Bn—|—1

és lim = 1. Tegyiik fel tovabbd, hogy a (4) formula bizonyitasdnak a feltételei
n—oo

teljestilnek. "Ekkor

n

1 B
lim ———— E log k+1}"(XBk(-,w)) = FEF(Xi(-,w)) egy valészintiséggel (++)
n—o0 log B§+1 k=1 By
1 =

X(st,w)

minden a C([0, 1]) téren folytonos és korldtos F funkciondlra, ahol X;(s,w) = e

t>0,0<s<1.



Megjegyzés: A (+) éllitas bizonyitdsdnak hatterében az ergod-tétel &ll. Az ergod-
tételnek 1étezik idében diszkrét valtozata is, és természetes gondolat lenne megpréobalni
azt, hogy a (++) relaciét az ergod elmélet diszkrét véltozatanak a segitségével bi-
zonyitsuk be. Ez a mddszer azonban nem miikodik, mert az ergod-tétel diszkrét val-
tozataban az idopontokat specidlisan kell megvalasztani. A 2. Tétel bizonyitasanak a
kulcsa mégis az ergodtétel. Az ergod-tétel és az X (t,w) trajektoridinak folytonossaga
segitségével ugyanis megmutathatd, hogy a (+) formuldban szerepl6 integralt jol kozeliti
a (+4) formuldban szerepl6 Osszeg. Ezért a két kifejezésnek ugyanaz a limesze. Egy
részletesebb targyaldsban el kellene magyardzni pontosabban, hogy milyen értelemben
van ez a két kifejezés kozel egymashoz. Ennek kifejtésére azonban egy rovid, bevezeto
jellegii eloadasban nem volt lehetéségem.

A b.) részben megfogalmazott allitds azt sugallja, hogy prébaljuk meg a kovetkezd
allitast belatni. Ha X (f,w) a paraméterii 6nhasonlé folyamat, melyre érvényes a 2. Té-
Z(Bpt,w)
0 <t < 1, folyamat teljesiti a Z,(t,w) = X;i(t,w) reldciét n — oo esetén alkalmas
B,, n = 1,2,..., sorozattal, ahol = gyenge konvergenciat jelent, akkor érvényes a
(+4) formula azon moddsitésa is, melyben az F (Xp, (-,w)) kifejezést az F (Zx(-,w))
kifejezéssel helyettesitjiik.

Ez az allitas kozvetleniil nem bizonyithatd, mivel a bizonyitasban a fent definialt
Xn(t,w) és Z,(t,w) folyamatoknak a Z,(t,w) = X(t,w) relaciétdl eltéré kozelségét
kell alkalmazni. A bizonyitas komolyabb analizist igényel. Sikeriilt belatni, hogy
ha fliggetlen egyforma eloszldsi valdszinliségi valtozok normalizalt részletosszegei tel-
jesitenek valamilyen hatareloszlastételt, akkor ezek a részletosszegek teljesitik a megfele-
16 egy valdszintiségli hatareloszlastételt, illetve annak funkcionalis valtozatat is. Ennek
a vizsgalatnak a részleteirél nem volt idom beszélni. Természetes azt varni, hogy ennek
az eredménynek a megfelel6je érvényes fliggd valdszintiségi valtozdk részletosszegeire is.
Ez az allitas azonban jelenleg még nincs bebizonyitva, és a bizonyitas sok munkat és 1j
gondolatokat igényel.

Végiil jegyezziik meg, hogy a fenti eredmények azt is megmagyarizzdk, hogy miért
természetes az el6adés illetve az itteni ismertetésés elején megadott (%) formuldban
szerepld silyozott atlagot az ott tekintett silyozéassal tekinteni. Ugyanis fliggetlen,
egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok részletosszegei hasonléan viselkednek, mint
fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdoszinliségi valtozdk részletosszegei. Ezekre
viszont alkalmazhaté a 2. Tétel eredménye B, = n és a = 2 valasztassal. Ez az érvelés
() formuldhoz hasonlé eredményt szolgiltat. Az egyetlen kiilonbség az, hogy jelen

tel, és Z(t,w), t > 0, olyan sztochasztikus folyamat, melyre a Z,(t,w) =

1 _
esetben a — sulyok helyett a log stulyokat kell valasztani. De mivel
logn k logn k
k—1 1 1
log = T % +0 (ﬁ)’ nem nehéz belatni, hogy a két relacié ekvivalens egymassal.

Az el6adasban csak rovid betekintést tudtam adni az egy valészinliségli hatarelosz-
lastétel témakorébe. Egy részletesebb targyalas és az itt megfogalmazott allitasok teljes
bizonyitasa megtaldlhato a kovetkezo két részbdl 4ll6 cikkemben:
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