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Tekintsiik at valdszinliségi valtozdk varhaté értékének, szorasnégyzetének, elosz-
lasdnak altalanos definicidjat, a varhatd érték és szorasnégyzet kiszamitasat, eloszlas-
fliggvény, struségfiiggvény definicidjanak altalanos alakjat, annak leirasat, hogy hogyan
szamithatjuk ki fiiggetlen valdszinliségi valtozok Osszegének az eloszlasfiiggvényét az
eredeti eloszlasfiiggvények ismeretében.

Egy valdszintiségi valtozé egy (2, A, P) valésziniiségi mezén értelmezett (mérhetd)
fiiggvény. Ennek varhaté értéke e valdsziniiségi véltozé (Lebesgue értelemben vett) in-
tegralja. Ennél a definicional sokkal fontosabb az aldabb ismertetend6 eredmény, mely
megadja, hogy hogyan kell a varhato értéket effektive kiszdmitani konkrét feladatok-
ban. Altaldban nem adjak meg konkrétan a valdszinliségi mezot, amelyen dolgozunk,
csak a vizsgdlandd valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Nagyon fontos, hogy egy
valoszinliségi valtozé varhatd értéket ennek az eloszlasfiiggvénynek a segitségével is
kiszamithatjuk. Ennek az eredménynek az ismertetése érdekében bevezetiink elébb
néhany fogalmat.

Eloszlasfiiggvény és sturiuségfiiggvény definiciéja. FEgy £ wvaldsziniségi vadltozo
eloszlasfiggvénye az F(x) figgvény, ha P(§ < z) = F(x) minden —c0 < x < 0
szamra. Azt mondjuk, hogy az F(x) eloszlasfiggvénynek létezik f(z), —oo < x < 00
striségfigguénye, ha F(x) = ffoo f(t)dt minden —co < x < o0 szdmra.

Megjegyzés: Az eloszldsfligguény definicidja az irodalomban nem teljesen egyértelmd.
Van ahol ezt az F(x) = P(§ < z) formuldval definidljik, azaz a < reldcio helyett
< reldciot irnak. FEz a két definicio akkor tér el, ha olyan valdsziniiségi vdltozokat
tekintink, melyek bizonyos értékeket pozitiv valdsziniséggel is felvehetnek. Nem lehet e
két lehetséges definicio eqyikét sem jobbnak tekinteni a mdsikndl. Viszont a finomabb
vizsgdlatokban fontos az eqyik definico rogzitése, és aztan annak kovetkeztetes alkalma-
zdsa.

1. Ha ismert egy & valdsziniiségi véltozé F(x) eloszlasfiiggvénye, akkor ezen F(x)
eloszlasfiiggvény segitségével kiszamithaté annak valészintisége, hogy ez a valdszi-
niiségi véltozo egy [a,b) balrdl zart jobbrdl nyilt egy zart intervallumba, egy zart
[a, b] egy nyilt (a,b) intervallumba vagy mondjuk két (diszjunkt) [a, b] és [c, d] inter-
vallum [a, b] U [¢, d] egyesitésébe esik. Altaldban kiszamithaté annak valészintisége,
hogy £ egy “természetes modon definialhaté halmazba essék.

P(€ € [a,0)) = P({w: {(w) < b} \ {w: {(w) < d]]) = P(§ <b) = P < a) =
F(b) — F(a). P( € [a,b]) = nan;oP(SE [a,b+1)) = nli_)ngo (F(b+2)—F(a)).

(Ebben a reldciéban kihasznaltuk, hogy ha adva vannak egymésba skatulyédzott
Ay D As D .-+ halmazok az (2, A, P) valdsziniiségi mez6n, akkor P < U An) =
n=1

lim P(A,). Ez mint megbeszéltiik azzal fligg &ssze, hogy a valésziniiség nem csak
n—oo

additiv hanem o-additiv is.) Hasonléan P(§ € (a,b)) = lim P (£ € [a+ 2,b)) =
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lim (F(b) — F (a+ 1)). Végiil P(¢ € [a,b]U]c, d]) = P(€ € [a,b])+P(£ € [c,d]) =

n—oo

lim (F (b+3) = Fa)) + lim (F(d+ ) = F(c)).
Hazi feladat:

Fejezziik ki annak valdsziniiségét, hogy egy F'(x) eloszlasu val6szintliségi valtozd
egész értéket vesz fel az F(x) eloszlasfiiggvény segitségével.

Tétel. Legyen & egy valdsziniségi vdltozo F(x) eloszlasfiggvénnyel. Ekkor a & valdszi-
niségi valtozo varhato értéke kiszdmithato az

B¢ = /Z 2 F(dx)

képlet segitségével. Ha az F(x) eloszldsfigguénynek létezik f(x) stiriségfiggvénye, akkor

E{z/_o;xF(dx) :/Oo of(z) dz.

— o0

Altaldnosabban, ha h(z) (mérhetd) figgvény a szimegyenesen, akkor a h(€) valdszini-
s€gi vdltozo kiszdmithato az
o

B¢ = [ h(@)F(do)

— 00

képlet segitségével. Ha az F(x) eloszldsfigguénynek létezik f(x) stiriségfiggvénye, akkor

Eh(¢) = /00 h(x)F(dz) = /00 h(x)f(x)dz.

— 00 — 00

Valészintiliségi valtozo szérasnégyzetének a definicidja. Egy £ valosziniségi vdl-
tozo szordsnégyzetét az dltaldnos esetben is a Varé = E ((5 — Ef)2) képlet hatdrozza

meg. Tovdbbd igaz, hogy Varé = EE&? — (E§)2. Ezért az eloz6 eredmény alapjan egy
F(x) eloszldsi € valdszintségi vdltozo szordasnégyzete

Var § = /_0;1:2F(dx) — (/_ZmF(d:c)>2
_ /_O;:z;zf(x)dx— (/_O;:z:f(:v)dx)Q

ha az F(x) eloszldsfigguénynek létezik f(x) siiriségfiggvénye.

Tétel. Ha & és n két tetszoleges wvaldsziniiségi vdltozo, a és b wvalds szdmok, akkor
E(a& +bn) = aE¢ + bEN.



Ha € ésn két fiiggetlen valoszindségi valtozo, a és b valds szamok, akkor Var (a& +
bn) = a?Var & + b>Var.

Ahhoz, hogy a fenti eredményt pontosan értsiik tisztazni kell mint jelent valdszi-
niségi valtozok fiiggetlensége. Ezért felidézziik a kovetkezo definicidt:

Valészintiiségi valtozok fiiggetlensége. Legyen &1, ..., &, n valdszinidségi vdltozo egy
(Q, A, P) valészintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy a &1, ...,&, valdszinlségi valtozdk
(teljesen) figgetlenek, ha minden (mérheté) By, ..., B, halmazra a szamegyenesen tel-
jesul a

P(& € By,....&n € By) = P(& € B1) - P(&n € By)

az0nossdg.

[gaz a kovetkezo tétel.

Tétel. Legyen &1, ...,&, n valdszindiségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. A
&1, ..., &, valdsziniségi valtozok akkor és csak akkor (teljesen) fiiggetlenek, ha minden
T1,...,Ty, valos szdmra

P& <my,...,86 <wp) = P(§1 <m1) - P(€n < Tn)

1. Adva egy B esemény ennek indikator fliggvénye az a yp(w) valdsziniiségi valtozo,
melyre xp(w) =1, haw € B, xp(w) =0, haw ¢ B. Az Ay,..., A, események
akkor és csak akkor fliggetlenek, ha ezek x4, (w),..., x4, (w) indikatorfiiggvényei
fiiggetlenek.

Léssuk el6szor azt be, hogy amennyiben a x4, (w),..., x4, (w) valészinliségi val-
tozdk fiiggetlenek, akkor az A;,..., A, események is azok, azaz tetszbleges J =

{j1,--,Jk} € {1,...,n} halmazra P ( N Aj> = ][ P(A4;). Valéban, legyen
JjeT jeJ

zj=1hajeJ, ész; =—1 haj¢J. Ekkor {w: 'ﬂl{x(Aj) >zt = 'ﬂjAj7
j= Jj€
ezért

P ﬂ Aj | =P w: ﬂ X(A4;)(w) > x;
JjeJ j=1

P (x(Aj) > xj, minden j =1,...n szdmra)

H P(x(4; > z;) = [] P(4).

JjET

Megforditva, tegyiik fel, hogy az Ay, dots, A, események fliggetlenek. Ekkor ezek
komplementerei az Ay, ..., A, események is fiiggetlenek, és kényelmesebb lesz ezt
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a tényt felhasznalni a tovabbiakban. Adva valés szamok valamely x4, ..., z, rend-
szere, akkor legyen J = J(x1,...,2p) ={j: 1 <j <n, z; <1}. Ekkor

P({w: x(4;) <zj, 1<j<n})=P ﬂ/_lj
JjeET

=[] P(4) = [] PUw: x(4;) < z;}),

jeJ Jj=1

és ezt kellett bizonyitani.



