Az aprilis 25-i gyakorlat témaja
El6szor megbeszéljiik az eloszlasfliggvény tulajdonsdgait.

1. Ha F(x) eloszlésfliggvény, akkor
(i) F(x) monoton névekvé fliggvény
(i) lim F(z)=0, lim F(z)=1,

(iii) F(x) minden —oo < x < oo szamra balrdl folytonos, és létezik jobboldali
hatarértéke (mert monoton névekvo fiiggvény), azaz . limOF (t) = F(x), és
—r—

létezik a . lirrjlL . F(t) hatarérték is.

. lim O—Val azt jeloljiik, hogy olyan t,, szamsorozatot tekintiink, melyre egyrészt
—xr—

t, — x, masrészt t,, < x minden n indexre. Hasonléan lim -val azt jeloljiik,

t—x+
hogy olyan t,, szamsorozatot tekintiink, melyre egyrészt ¢t,, — x, masrészt
t, > x minden n indexre.

Ha f(z) slirtiségfiiggvény, akkor f(x) > 0 minden z szamra, és ffooo f(z)de = 1.

Valéban, ha F(x) egy & valésziniiségi véltozé eloszlasfiiggvénye, akkor F(x) =
P < z) < P <y) = Fly) az ¢ < y esetben, mert {w: {(w) < z} C
{w: &(w) < y}. Tovébba, tlimOF(t) = tlimOP(f <t) =P < x) = F(x)

a valdsziniiség (o-additivitds miatt teljesiilé) mult gyakorlaton megbeszélt tulaj-

donsdga miatt. (A jobboldali hatarérték létezik az eloszlasfiiggvény monotonitasa

miatt.) Ugyancsak ezen tulajdonsdg miatt lim F(z) = lim P(§ < z) = 0,
r——00

r——00
lim F(z) = lim P <z)=1. lim F(z)=1,
T—00 T—00 T— 00
Mivel egy f(x) sliriségfiiggvény egy fenti tulajdonsagokkal rendelkez6 eloszlasfiigg-
vény derivéltja (amelyik azt a plusz feltételt is teljesiti, hogy el6all mint egy f(-)
fliggvény integralja, ezért mint azt nem nehéz belatni, egy stirtiségfiiggvény teljesiti
a fenti feltételeket.

Megjegyzés: Be lehet bizonyitani, hogy egy a fenti tulajdonsiagokkal rendelkez6
F(x) illetve f(z) fiiggvényhez létezik olyan (2, A, P) valésziniiségi mez6, és azon egy &
valésziniiségi valtozd, melynek ez az F(z) fliggvény az eloszlasfiiggvénye, illetve ez az
f(x) fliggvény a stirtiségfiiggvénye.

2. Egy szabalyos pénzérmét feldobunk haromszor. Tekintsiik azt a valdsziniiségi
valtozot, mely megadja a fejdobasok szamat. Adjuk meg ezt a valészintiiségi valto-
z0t.

Hazi feladat:

Egy szabalyos kockat feldobunk, és tekintjiik a dobéas eredményét megado valdszi-
niségi valtozot. Adjuk meg ezt a valdszintiségi valtozot.

Az eloszlasfiiggvény azért rendkiviil fontos fogalma a valdszintiségszamitasnak, mert
altaldban nem tudjuk, hogy melyek azok a véletlen koriillmények, melyek meghatarozzak
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egy valésziniliségi valtozo értékét, csak azt hogy milyen valészintiséggel vesz fel kiillonb6z6
értékeket. Ahhoz, hogy ezeket a valdszintiségeket meg tudjuk hatdrozni ismerniink
kell az eloszlasfiiggvényt. Ugyancsak fontos fogalom az eloszlasfiiggvény tobbdimenzids
valtozata, amely megadja tobb valdszinliségi valtozd egylittes eloszlasat.

Tobbdimenzios eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva k valos értékii &1, ..., &g
valdszintiségi valtozo eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ezek eloszlasfigguénye az

F(ml,...,$k)zp(£1<1‘1,...,fk<$k),

k wvdltozds fiigguény, ahol —oco < x; < 0o minden 1 < j <k indexre.

77

Azt mondjuk, hogy eqy F(x1,...,x) eloszldsfiggvénynek létezik f(xq,...,xx) sti-
ruségfigguénye, ha

X1 T
F(:z:l,...,xk):/ / flug, ... ug)duy ... duyg

minden —oo0 < x; < 00, 1 < j < k szdmra.

A valészintiségszamitds problémai arrdl szélnak, hogy ha adva van valészintiségi
valtozdk egy sorozata, melynek ismerjik az egyiittes eloszlasat mondhatunk ezekrol,
ezek kiilonbozo fiiggvényei milyen valdszintiséggel jelennek meg. Részletesebb targyalas
és bizonyitas nélkiil megadjuk a tébbdimenzids eloszlasfiiggvény tulajdonsagait. Csak
annyit jegyeziink meg, hogy a kissé bonyolultabb (iii) tulajdonsdg azt fejezi ki az
eloszlasfiiggvény segitségével, hogy annak valdszintisége, hogy olyan (&1, ..., &) valészi-
niiségi valtozok, melyek eloszlasa az (£1,...,&;) eloszlasfiiggvény, nem negativ valdszi-
niiséggel esik egy K téglatestbe, azaz P(a; < §; < bj, minden 1 < j < k indexre) > 0.

Azt is éllitjuk, hogy az aldbbi (i)—(iv) tulajdonsdgokkal rendelkezé F'(z1,...,x)
fiiggvényhez létezik k valdsziniiségi valtozd, melyeknek ez az eloszlasfiiggvénye.

Az F(uy,...,u;) fliggvény akkor és csak akkor eloszldsfiiggvény, ha teljesiti a
kovetkez6 négy tulajdonsagot.

(i) F(u1,...,ux) minden véltozéjdnak balrdl folytonos fliggvénye.
(ii) ughl)noo F(uq,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(iii) lim F(uy,...,ux) =0.
Uj——00

valamely 1<j<k szamrra

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiiggvényre és egy K = [ay,b1) X
- X [ag, by) téglatestre a

/’L(K) :/’LF<K) = Z (_1)X(u17”"uk)F(u17'"auk)
uj= a; vagy b;
j=1,...k
mennyiséget, ahol x(u1, ..., u) jeloli az a;-k szamét az uq, ..., ux sorozatban.
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(iv) prp(K) > 0 minden K téglatestre.

Lassunk példat arra, hogyan lehet kiszamitani, felhaszndlva a mult 6ran targyalt ered-
ményeket, egy ismert eloszlasu valészintiségi valtozo varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Definico. Azt mondjuk, hogy eqy & wvaldsziniségi vdltozo exponencidlis eloszldsu A
paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiiggvénye, F(z) = P(¢ < z) =1 — e, ha x >
0, és F(x) = P(( < z) = 0, ha x < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés: Egy A >
0 paraméterd exponencidlis eloszldsi valdsziniségi valtozé F(x) eloszlasfiggvényének
létezik f(x) siiriiségfiigguénye, és az f(x) = Ae ™%, hax >0, f(x) =0, ha z <0 alaki.

2. Szamoljuk ki egy A\ paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valdszintiségi véltozo var-
hato értékét és szordsnégyzetét.

Megoldas: Parcidlis integralassal kapjuk, hogy

O

oo ° 1
E¢ = / zhe M dx = [— *M +/ ATy = 1
0

%) fo%) 9
FE&? = / 22N N dx = +/ 2xe N dx = ’Vh
0 0
. 2 1 1
Ezért Var & = EE? — (EE)? = sl vinbvt

Definicié Egy ¢ valészintiségi valtozé egyenletes eloszlasu az [a, b] intervallumban, ha

1
—— haa<xz<b és f(r) =0, haxz < avagy x > b.
—a

a stirliségfiiggvénye f(z) = ;

Hazi feladat.

Szamitsuk ki egy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsu valésziniiségi valtozo
varhaté értékét és szorasnégyzetét.

Legyen adva két £ és n valésziniiségi valtozd, melyeknek H(z,y) = P(§ < z,n < y)
az eloszlasfiiggvénye. Ekkor a (£,n) vektor H(z,y) = P(§ < x,n < y) az eloszlasfiigg-
vénye meghatarozza a P(§ +n < u) = F(u) fiiggvényt is tetszdleges —oo < u < o0
szamra, azaz a £ + 1 valészinliségi valtozo eloszlasfliggvényét, illetve stiriiségfiiggvényét
feltéve hogy ez utébbi is létezik. Felmeriil a kérdés, hogyan tudjuk ezeket effektive
kiszamitani. A legfontosabb eset, és a tovabbiakban ezzel foglalkozunk, az amikor a &
és n valdészintiségi valtozok fliggetlenek.

Legyen & és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozo, melyek eloszldsai F(z) és G(x)
eloszlasfiiggvények. Tegyiik fel azt is, hogy ezeknek az eloszlasfiiggvényeknek létezik
f(zx) és g(x) stirtiségfiiggvényiik. A fiiggetlenség miatt a (£, n) vektor eloszlasfiiggvénye
a H(z,y) = P < x,m<y) = P <x)P(n <vy) = F(x)G(y) figgvény. Tovabbd
a H(z,y) = F(x)G(y) eloszlasfiiggvénynek 1étezik stirtiségfiiggvénye, és ez az f(x)g(y)
figgvény. Megadjuk a kovetkezd eredményt, mely megadja a £ + n Osszeg (1étezd)
strliségfiiggvényét.



Tétel. Legyen £ és n két figgetlen valdsziniiségi vdltozo F(x) és G(z) eloszldsfigg-
vénnyel. Tegyiik fel, hogy létezik az F(x) eloszlasfiggvénynek f(x) a G(x) eloszlds-
fiigguénynek pedig g(x) striségfigguénye. Ekkor a & + n valdsziniségi vdltozonk létezik
striségfigguénye. Ezt az

:/_Z f(w—y)g(y)dy:/_O;f(y)g(x_y)dy
:/_o;f@_y) (5+v) dv.

képlet adja meg. A fenti képlettel definidlt f+g(-) fligguényt az f és g siriségfiggvények
konvoluciojanak hivjak.

—oo<r<x

Szamitsuk ki ismert striségfiiggvényti fliggetlen valdszintliségi valtozdk Osszegének a
striiségfiiggvényét a fenti eredmény segitségével.

3. Legyenek & és & fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae™™® ha = > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki &1 4 &5 stirtiségfiiggvényét. Altaldnosabban, legyenek &1, . .. &, figget-
len exponencidlis eloszlasu valdszintliségi valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk
ki & + -+ + &, slrliségfiiggvényét.

Ki kell szémolnunk az f % f(x) illetve f*---x f(x) konvolucidkat a fenti f(z)
—_——

stirliségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha z < 0, a konvoluciét meghatirozé in-
tegralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy  —y < 0. Innen
a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az * < 0 esetben
fy)f(z —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(x —y) > 0 inte-
grandus csak 0 < y < z esetén nem nulla. Innen a & + & valdsziniliségi valtozo

stirtiségfiiggvénye fo(z) = f* f(z) z < 0-ra fa(z) =0, és
falw) = F f@) = [ )=y = [ e gy
e .
= / Ne A dy = A2ze ™, hax > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrlségfiiggvényét, akkor
—_—

m

fm(x) = 0 minden m > 1 szamra, ha * < 0. Azt éllitjuk, hogy f,.(x) =
)\mxm—le
(m —1)!
azt, hogy fm—1* f(x) = fi(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

A ha z > 0. Ezen 4llitds bizonyitasdhoz elég beldtni teljes indukciéval

x 2
o1 s f(a / ot () (@ — ) dy = / At Y o) g



4. Legyenek &; és & fiiggetlen exponencidlis eloszldsu valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae ™™ ha z > 0, és f(z) = 0, ha = < 0.
Szamitsuk ki a & — & slirliségfiiggvényét.

£ — & = & +(—&), és —&, slirliségfiiggvénye f~(z) = f(—x), azaz f~(z) = Ae)?,
ha x < 0, és f~(x) = 0, ha x > 0. Tehdt a minket érdekd & — & valdszinliségi
valtozé striségfiiggvénye

fer@= [ " Fw) Iy - @) dy.

Ha x > 0, akkor az f(y)f(y — x) integrandus y > 0 és y > x, azaz y > z esetén
nagyobb mint 0, ezért

(@) = /_ F) (g — ) dy = / e MAE) gy

—2\z by

= )\2e>‘m/ e 2 dy = )\Zem% = 56_)\9: ha z > 0.
X

Ha x < 0, akkor az f(y)f(y — x) integrandus y > 0 és y > x, azaz y > 0 esetén
nagyobb mint 0, ezért

(@) = / F@)f(y — ) dy = / N MAE) g

1 A
= >\2e’\x/ e N dy = )\26’\905 = Ee” ha z < 0.
0

A
Tomorebb jeloléssel &1 — &5 stirtiségfiiggvénye 56_’\“3'.

Hazi feladat
11

Legyen ¢ és n két fiiggetlen és a [—3, 5] intervallumban egyenletes eloszldst valo-
szinfiségi valtozd, azaz legyen f(z) siirtiségfiiggvényiik f(z) =1, ha —3 <z < 1,

f(x) =0, ha z > % vagy T < —%. Szamitsuk ki & + & slrliségfiiggvényét.

Standard normalis eloszlas és silirtiségfiiggvény definicidja. Egy & valosziniségi
x

1 2
—u™/2 qu. Ezen

= e
oo V2T

striségfigguényét a standard normdlis striséqgfigg-

vdltozo standard normdlis eloszldsu, ha P(§ < x) = ®(X)

1
O(x) eloszlas p(u) = e

V2m

u?/2

vénynek hivjdk.

Tétel. A standard normdlis eloszldsfiigguénynek nevezett

Pé<z)=d(x)= / \/1276“2/2 du
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oo

fugguény valoban eloszlasfiigguény. Ez azt jelenti, hogy teljesil az / —ut/2 gy =

1
—e
oo V2T
1, (és néhdny az adott esetben nyilvanvald dsszfiiggés, melyek ahhoz kellenek, hogy ®(x)
eloszldsfiiggvény legyen.) Egy standard normdlis eloszldsi valdszindiségi vdltozo vdrhato

értéke nulla, szorasnégyzete 1, azaz

oo 1 9 oo 1 5
—u®/2 . . 2 —u“/2 .
U e du=0, és u——e du=1.
/—oo V 27'( /;oo V 27T

Megjegyzés: Ha eqy & wvaldsziniiségi vdltozd eloszlisa a ®(x) standard normdlis

eloszlasfigguény, akkor eqy o& +m valdsziniségi vailtozo eloszldsfigguényét ® u)
o

/ 7/ x - m 1 2 2 77 77 7/ oo Ve /. /7 I .
eloszlas és —p = ———e @M/ giriségfiigguényét normdlis eloszlds il-
o o V2ro
letve normalis striségfigguénynek nevezik tetszoleges —oo < m < 0o és o > 0 esetén.

A normalis eloszlds rendkivil fontos szerepet jdtszik a wvaldsziniségszamitdsban,
mert fiiggetlen valosziniségi vdltozok normalizdlt részletosszegeinek eloszlasa nagyon dl-
taldnos feltételek mellett a normdlis eloszlishoz konvergdl. Jegyezziik meg, hogy mint
azt az eléaddson bebizonyitottdk, két figgetlen normadlis eloszldsiu valdsziniiségi vdltozo
0sszege is normalis eloszldsi.

5. Adva egy ¢ standard normalis eloszldsi valészintiségi valtozé szamitsuk ki 863 és
£* eloszlas és stirtiségfiiggvényét.

21/3 21/3
a.) 8¢3 eloszds és stlirliségfiiggvénye: P(8¢3 < x) = P (§ < T) = <T)’ tehat

1/3
8¢3 eloszlasfiiggvénye & xT)’ stirtiségfiiggvénye pedig ennek derivaltja, azaz

lx—Q/SSD <x1/3) _ 2—2/3 6—1:2/3/8.

6 2 6v/27

b.) &* eloszlas és stirtiségfiiggvénye: P(€* < x) = 0, ha z < 0, és P(&* < 2) =
P(—z'/* < ¢ <2/ = P(€ < 2V/4) - P(¢ < —a¥/*) = (2'/*) = D(—2'/*), ha z >
0. Masrészt, mivel a ®(z) eloszlasfiiggvény p(x) siiriiségfliggvénye paros fliggvény,

—931/4 00 T 4
ezért ®(—z/*) = / o(u)du = / ou)du = 1 —/ ou)du = 1 —

o 1/4 o
®(z'/*). Ezért a &* valésziniiségi véltozé eloszlasfiiggvénye P(£* < x) = 2®(x1/4)—
1, ha z > 0, és nullaval egyenlo, ha x < 0. Strtségfiiggvénye pedig ennek derivaltja
%x_?’/‘lcp(ml/‘l), ha > 0, és nulla, ha = < 0.

Hadzi feladat:
11

Legyen £ egyenletes eloszlast val6szintiségi véltozé a [—3, 5] intervallumban. Sza-

mitsuk ki a &2 és &3 valészintiségi valtozok eloszlés és stirliségfiiggvényét.



