A februar 15-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

A gyakorlat elején mindenki vegyen el egy papirlapot, és a hallgatésag egyik fel egy

pénzdarabot. Mindenki irjon fel egy jelszot a lapjara, melynek segitségével azonositani
tudja a maga lapjat. Akinél van pénzdarab, az dobja fel az érmét 100-szor és irja fel
az egyes dobdsok eredményét (fej vagy irds). Akinél nincs érme az prébaljon szimu-
lalni egy minél valdszeriibb 100 hosszisagu irds—fej sorozatot. Az én feladatom lesz az
osszegyijtott lapok alapjan megéllapitani, hogy melyek a valoédi és melyek a szimuldlt
dobassorozatok.

Feladatok:

1.)

2.)

Egy pénzdarabot feldobunk 2-szer. Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan 1
fejdobas lesz? Mi annak a valdszintisége, hogy legalabb 1 fejdobas lesz?

Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Mi annak a valdszinlisége, hogy a dobéasered-
mények Osszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiillonb6zé médon fordulhat
el6, hogy a dobésok osszege 9 és hany kiilonboz6é mdédon lehet a dobéasok Osszege
107

Mi egy szabalyos pénzdarab 20 egymas utani dobdsanak a természetes valoszintiségi
modellje?

Hazi feladat:

Adjuk meg egy szabalyos dobdkocka 10 egymas utani dobasanak egy lehetséges
valészintiségi modelljét.

Az eddigi feladatok megolddsa:

A feldobott sorozatok lehetséges kimenetei (F.F), (F,I), (LF), (II), mindegyik
kimenetel valdszintisége i. Az az esemény, hogy legaldabb egy fejdobas torténik
az (F,F) (F.I), (ILF) dobéssorozat valamelyikének bekovetkezésekor torténik meg.
Ennek valdszintlisége %. Az az esemény, hogy pontosan két fejdobas lesz, akkor
kovetkezik be, ha a dobdssorozat kimenetele (F,I), (LF). Ennek valdszintisége .

A két dobds eredményének lehetséges kimenetelei (7,7), 1 < 4,7 < 6, mindegyik

kimenetel valészintisége %. Az 06sszeg pontosan 10, ha a kovetkez6 kimenetelek

valamelyike kovetkezik be: (4,6), (5,5), (6,4). Ennek valdsziniige % = % Az

Osszeg akkor 9, ha a kovetkezd kimenetelek valamelyike kovetkezik be: (3,6), (4,5),

(5,4), (6,3). Ennek val6szintisége =5 = .

E feladat megtargyalasanal megbeszéltiik részletesebben a valdsziniiségi mezd fo-
galmat. Definidljuk az elemi események halmazat. Egy w elemi eseményt a je-
len esetben érdemes ugy definidlni, mint egy 20 hosszusigu fej—iras sorozatot.
Egy esemény olyan halmaz, melynek elemei bizonyos w elemi események. A biz-
tos esemény az Osszes elemi eseményt tartalmazé halmaz. Egy elemi esemény
valésziniiségét (egy szabdlyos) dobdkocka 20 egymésutani feldobdsa esetén 2720
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egy esemény (halmaz) valésziniisége pedig a halmazban levs elemi események va-
l6szintiségének az Gsszege.

Hasonlé elvek szerint definialjuk a valészintiségi mezot az altalanos esetben is. Errdl
is sz6 volt, és egy példan keresztiil megtargyaltuk, hogy mar egyszerii, természetes
modellek definicidjahoz sziikséges bizonyos mély mértékelméleti eredmények fel-
hasznaldsa. A tekintett modell a kovetkez6 volt: A [0, 1] intervallumba véletleniil
ledobunk egy pontot gy, hogy az egyenletesen essen le az intervallum valame-
lyik helyére. Ekkor a természetes modell a kovetkezd: Egy elemi esemény a
[0,1] intervallum valamelyik pontja, a biztos esemény a [0,1] intervallum. Egy
tetszoleges véges vagy megszamlalhaté pontbdl allé halmaz valdszintisége nulla.
De ilyen mdédon nem tudjuk definidlni tetszéleges halmaz valdszinliségét. Egy
[a,b] intervallum, 0 < a < b < 1, valésziniisége legyen b — a. FEzutdn a hal-
mazok definicigjat altalanos esetben tgy kivéanjuk definidlni, hogy a [0, 1] inter-
vallum diszjunkt Aj, Ao, ..., halmazaira, (azaz egymast kizaré eseményekre) tel-

jestljon a P < U Ak> = > P(Ay) azonossag. Felmeriil a kérdés, hogy lehetséges-e
k=1 k=1

ilyen valésziniiség definicidja, és egy halmaz definiciéjat egyértelmiien definialtuk-
e ilyen médon. Ezekre a kérdésekre megnyugtaté valaszt lehet adni, de ehhez
mély mértékelméleti eredmények felhasznaldsdra van sziikség. Ugyancsak meg
lehet érteni e példa elemzése réven, hogy miért definialtuk a valdszinliségi mezdok
definiciéjat latszélag bonyolult médon. Az éltaldnos esetben egy (2,4, P) valé-
szinliségi mezo6t tekintlink, és ebben a valdsziniiségi mezoben az A o-algebra nem
tartalmazza az () halmaz minden részhalmazat. A A tartalmazza azokat a hal-
mazokat, melyeknek tudjuk definialni a valésziniiségét. Nem minden halmaz ilyen.
Ez mégsem okoz gondot, mert azok a halmazoknak, melyek szdmunkra érdekesek,
melyeket definidlni tudunk, létezik valdsziniiségiik. Szamossagi meggondolasok
meggondolasokkal be lehet latni, hogy nem minden halmaz ilyen.

Egy szabalyos érmét feldobunk egymaés utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi ennek a valészintiségi
modellje?

Egy lehetséges modell a kovetkez6: Tekintsiik az 6sszes olyan véges fej—iras soroza-
tot, mely egy fejjel fejezodik be, és ezen kiviil pontosan egy fej jelet tartalmaz.
Legyen 2 az Osszes ilyen sorozatot tartalmazoé halmaz, és A legyen e halmaz Osszes
részhalmaza. Legyen 272 sorozat hossza agy elemi eseményt leiré sorozat valészintisé-
ge. Egy altalanos halmaz valdszinlisége legyen az ebben a halmaz altal tartalmazott
elemi események valdsziniiségének az Osszege.

Az egyik hallgaté megjegyezte, hogy ez a modell nem tartalmazza azt az eseményt,
hogy csak egyetlen fej dobas kovetkezik be, és utana csupa iras dobas kovetkezik
be. Ez a megjegyzés jogos, mégsem okoz problémat. Be lehet latni, hogy ennek
az eseménynek a valdszintisége nulla, és egy nulla mértékii halmazt jogunk van
kihagyni a valdszintiségi mezobol. Erdemes megjegyezni, hogy egy valdsziniiségi
problémat leir6 valészinliségi mez6 definiciéjat tobbféleképpen meg lehet adni. fgy
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példaul természetes (talan az el6bbi modellnél természetesebb) a kdvetkezd modell.
Tekintsiik az Osszes végtelen fej-irdas sorozatot. Minden ilyen sorozat legyen egy
elemi esemény. Legyen () az Osszes ilyen sorozatbdl &ll6 halmaz. Rogzitsiink egy n
egész szamot és egy rogzitett n hosszisagu fej-irds sorozatot. Annak a halmaznak a
valészintisége, mely az Osszes ilyen kezdetii sorozatot tartalmazza, legyen 27". Be
lehet latni (néhany mértékelméleti eredmény felhasznaldsdval), hogy ilyen médon
a valoszinliségi mezot egyértelmiien lehet definialni.

Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utdn egészen addig, amig mésodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy az utolséel6tti dobas eredménye fej?

Megoldas: Azon elemi események unidjat kell tekinteni, melyek n irasbdl és utana

o
két fejbdl &ll. Ennek valdszintisége > 2‘"% = %
n=0

Hadzi feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymaés utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy legaldbb harom dobast végziink, és az utolsoét kettovel megel6zé dobés ered-
ménye fej?



