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Rovid osszefoglalo

De Méré lovag problémdja:

Az a;abb megfogalmazott két probléma torténetileg érdekes. Ezekkel a kérdésekkel

fordult de Méré lovag Pascalhoz. Sokan e feladat megoldasatol illetve Pascalnak és
Fermat-nak e probléma megoldasarol szolo levelezésétol szamitjak a valdszinliségszami-
tas megsziiletését.

a.)

Ha egy kockat 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdszintisége, hogy legalabb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valdszinlisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz.

(De Méré lovag arra csodalkozott ré, hogy az els6 valésziniiség %—nél kicsit kisebb,
a masodik valdésziniliség pedig %—nél kicsit nagyobb.)

Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, melynek mindegyik forduldjaban az egyes
jatékosok % valoszinliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az a
jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. A jatékot félbe kell szakitaniuk
akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak pedig 6t nyerése volt. Hogyan
kell igazsagosan osztozkodniuk?

Megoldas:

a.)

5
Annak a valdsziniisége, hogy egy dobds eredménye nem hatos 6 annak pedig, hogy

4
5
4 egymas utéani dobasban nem jelenik meg a hatos (6) . Annak a valdszintiisége,

4
5
hogy négy dobasban megjelenik egy hatos Py = 1 — (6) . Hasonléan, annak
5
a valészintisége, hogy két kocka dobasdban nem jelenik meg a dupla hatos 367
35 24
annak a valdszinlisége, hogy ez 24 dobasban nem jelenik meg <%) . Annak a
35\ 24
valoszinlisége, hogy 24 dobdsban megjelenik egy dupla hatos Po =1 — (%> .
Erdemes megérteni, hogy a P; és P, valészinliségek miért vannak olyan kozel
1 n
egyméashoz. Vezessiik be az a, = (1 — —) , n = 1,2,..., szamokat. Ekkor
n

1-P = a?)-/?’, 1-P, = a§é3. Viszont tanultuk az analizisben, hogy lim a, = e~ !,
n—oo

e=2.71.... Tovabba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az
ag ~ e~ és asg ~ e ! elég jé kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valészintiség jél
kozelithets az 1 — e=2/3 szdmmal. Tovabb4 ismeretes, hogy az a,, sorozat monoton
névekvé, és innen adédik, hogy P; > P,. Torténetesen az 1 —e~2/3 szdm kozel van
%—hez, és a Py és P, valészintliségek ezt a szamot kozrefogjdk.
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b.)

Tekintsiik azt az altaldnosabb problémat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elsO jatékos k a masodik pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a kovetkezo
m—k)+(n—10)—1=2n—k—1—1 fordulét. Az els§ jatékos akkor és csak
akkor nyerné el a tétet, ha ezekben a fordulékban legalabb n — k alkalommal nyer.

2n—k—l-1 /o _ L ] —1
> ( n-k-l ) Jelen esetben az

Ennek valészinésége P = 2F+i+1-2n _
J

j=n—k
els6 jatékos —, a masodik jatékos — valdszintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsagos

tehat a 7 : 1 arayu osztozkodas.

Tovabbi feladatok

1.)

Egy urnaban hisz piros és tiz fehér golyé van. Visszatevéssel kihtzunk harom
goly6t. Mi annak a valdszintisége, hogy az els6 huzasban piros goly6t hiizunk? Mi
annak a valészintisége, hogy a harmadik hiizas eredménye piros? Mi a valdszintisége
annak, hogy az els6 és harmadik hiizas eredménye piros?

2 . . .
Az els6 hizas eredménye — valdszintiséggel piros. Ugyanez igaz a harmadik hiizasra

is, (mert a golydkat visszadobtuk) Annak valdsziniisége, hogy az elsé és harmadik

2
2
htzas eredménye is piros <§) .

Egy urnédban hisz piros és tiz fehér golyé van. Visszatevés nélkiil kihtizunk harom
goly6t. Mi annak a valdsziniisége, hogy az elsé hizasban piros golyot hizunk? Mi
annak a valdszintisége, hogy a harmadik htizas eredménye piros? Mi a valdsziniisége
annak, hogy mind az els6 mind a harmadik huzas eredménye piros? Mi a valdszi-
niisége annak, hogy az els6 és masodik hizas eredménye piros? Mi a valdszintlisége
annak, hogy mind az els6é mind a mésodik mind a harmadik hiizéas eredménye piros?

2
Megoldas: Annak valdszintlisége, hogy az elsé huzds eredménye piros —. Az az

esemény, hogy a harmadik huzas eredménye piros ugy kovetkezhet be, hogy a
harom elsé hiuzas eredméye a PPP, PFP, FPP, FFP huizdssorozat valamelyike.
Mindegyik sorozat valdsziniiségét kiszamoltuk és Osszeadtuk. Azt kaptuk, hogy

annak a valdszintisége, hogy a harmadik hizéasban piros golyot hizunk 3 azaz

ugyanannyi, mint annak a valészintisége, hogy az els6é htizas eredménye piros. Ha-
sonléan kiszamitottuk annak a valdsziniiségét, hogy az elsé és harmadik huzas

eredménye piros. Ez akkor kovetkezik be, ha PFP vagy PPP golyét huztunk az

PR ) ’ s s 20 19 . P
elsé harom huzds sordn. Ennek valdsziniisége 5555, azaz ugyanannyi, hogy az els6

két golyé huzasakor két piros golyot hizunk. Annak valdsziniisége, hogy az elsé
201918

harom huzas mindegyikének eredménye piros 3029 28" Ezen eredmények mélyebb

hatterét a kovetkezo feladat magyarazza meg.

Egy urndban van k piros és [ fehér golyé. Kihuzzik a golydkat visszatevés nélkiil.

Készitsiik el ennek a feladatnak a valdszintiségi modelljét. Lassuk be ennek segitsé-

gével azt, hogy annak valdszintisége, hogy az r-ik hiizés eredménye piros nem fiigg

az r indextol.



Megoldas: Egy elemi esemény, egy lehetséges htizassorozat, mely egy k + [ hosszu-
1

k+1\"
()
Ugyanis, ha felirjuk egy el6irt sorozat hizasanak a valdszintiségét egy olyan k + [
tort szorzatat kapjuk, melynek j — ik tagjanak nevezGjében k + 1 — j + 1 van (a
j-ik hizéas elétt az urnaban lev6 golydk szdma), a szamlléban pedig a j-ik huzés
elott az urnaban levo fehér vagy piros golyodk szama attol fiiggéen hogy a j-ik huizas
eredménye fehér vagy piros. Ezért olyan szorzatot kapunk, melynek nevezdjében
k+1-1

k—1
van, melyben az r-ik elem (az r-ik hizés eredménye) piros. Az el6bbi eredmények
azt jelentik, hogy annak a valdsziniisége, hogy az r-ik hizas eredménye piros nem
fligg az r szamtol, azaz megegyezik annak valdoszinégégével, hogy az els6 huzas
eredménye piros.

sagu sorozat, mely k piros és [ fehér golyobdl all. Ennek valdszintisége

(k+1)!, a szamlaléban pedig k!l! van. Kiszdmoltuk hogy olyan sorozat

Hazi feladat:

Egy urndban 50 piros és 50 fehér goly6 van. Kihizzuk a golydkat visszatevés
nélkil. Mi a valdsziniisége annak, hogy a 40-ik hizas eredménye piros? Mi annak
a valoszintlisége, hogy a 60-ik hiizas eredménye piros? Mi annak a valdsziniisége,
hogy a 40-ik huzéas eredménye piros? Mi a valdszinlisége annak, hogy a 40-ik és
60-ik hizas eredménye is piros?



