A februar 8-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

A gyakorlat elején mindenki vegyen el egy papirlapot, és a hallgatésag egyik fel egy
pénzdarabot. Mindenki irjon fel egy jelszot a lapjara, melynek segitségével azonositani
tudja a maga lapjat. Akinél van pénzdarab, az dobja fel az érmét 100-szor és irja fel
az egyes dobdsok eredményét (fej vagy irds). Akinél nincs érme az prébaljon szimu-
lalni egy minél valdszeriibb 100 hosszusagu irds—fej sorozatot. Az én feladatom lesz az
Osszegyiijtott lapok alapjan megéllapitani, hogy melyek a valédi és melyek a szimuldlt
dobéssorozatok.

Feladatok:

1. Egy pénzdarabot feldobunk 2-szer. Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan 1
fejdobas lesz? Mi annak a valdészintiisége, hogy legalabb 1 fejdobas lesz?

2. Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Mi annak a valdszinlisége, hogy a dobéasered-
mények 6sszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiillonb6zé médon fordulhat
el6, hogy a dobésok osszege 9 és hany kiilonboz6é mdédon lehet a dobéasok Gsszege
107

3. Mi egy szabalyos pénzdarab 20 egymas utani dobdsanak a természetes valdszintiségi

modellje? Mi a valdszintiségi modellje egy szabdlyos dobdkocka 10 egymas utani
dobéasanak?

4. Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig méasodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi ennek a valészintiségi
modellje?

5. Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utédn egészen addig, amig mésodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy az utolséelotti dobas eredménye fej?

Hazi feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymaés utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy legaldbb harom dobdst végziink, és az utolsét kettovel megel6z6 dobas ered-
ménye fej?

De Méré lovag problémaja:

Az utols6 két probléma torténetileg érdekes. FEzekkel a kérdésekkel fordult de
Méré lovag Pascalhoz. Sokan e feladat megoldasatol illetve Pascalnak és Fermat-nak
e probléma megoldasardl szolo levelezésétol szamitjak a valdszintiségszamitas megsziile-
tését.

a.) Ha egy kockét 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valészintisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz.



b.)

(De Méré lovag arra csodalkozott ré, hogy az els6 valésziniiség %—nél kicsit kisebb,
a masodik valésziniiség pedig %—nél kicsit nagyobb.)

Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, melynek mindegyik forduldjaban az egyes
jatékosok % valoszinliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az a
jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. A jatékot félbe kell szakitaniuk
akkor, amikor az egyikiiknek harom a maésikuknak pedig 6t nyerése volt. Hogyan
kell igazsagosan osztozkodniuk?

Megoldds:

a.)

5
Annak a valdszintisége, hogy egy dobas eredménye nem hatos 3 annak pedig, hogy

4
4 egymas utéani dobasban nem jelenik meg a hatos (6) . Annak a valdszintiisége,

4
5

hogy négy dobasban megjelenik egy hatos P; = 1 — (6) . Hasonléan, annak

a valdszintisége, hogy két kocka dobasaban nem jelenik meg a dupla hatos 367

24
annak a valdoszinlisége, hogy ez 24 dobéasban nem jelenik meg <%) . Annak a

24
35
valoszinlisége, hogy 24 dobdsban megjelenik egy dupla hatos Po =1 — (%) .

Erdemes megérteni, hogy a P; és P, valésziniiségek miért vannak olyan kozel

1 n
egymashoz. Vezessiik be az a, = (1 — —) , n = 1,2, ..., szamokat. Ekkor
n

1-P = ag/?’, 1-P, = a§é3. Viszont tanultuk az analizisben, hogy lim a, = e~ !,
n—oo

e =2.71.... Tovabba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az
ag ~ e~ 1 és asg ~ e~ ! elég jé kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valészintiség jél
kozelithetd az 1 — e~ 2/3 szammal. Tovabb4 ismeretes, hogy az a, sorozat monoton
novekvé, és innen adédik, hogy P, > P,. Torténetesen az 1 —e~2/3 szdm kozel van
%—hez, és a P és P, valészintliségek ezt a szamot kozrefogjdk.

Tekintsiik azt az dltalanosabb problémaéat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elsO jatékos k a masodik pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a kovetkezo
m—k)+(n—10)—1=2n—k—1—1 fordulét. Az els§ jatékos akkor és csak
akkor nyerné el a tétet, ha ezekben a fordulékban legalabb n — k alkalommal nyer.

2n—k—l-1 /99 _ k—] —1
Ennek valészinésége P = 2k+i+1-2n ( " .
J

). Jelen esetben az
j=n—~k

7 1
els6 jatékos 3’ a masodik jatékos 3 valészintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsdgos

tehat a 7 : 1 ardya osztozkodés.



