A majus 2-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

El6szor beszékjiikk meg roviden, miért konvolucié segitségével lehet kiszamitani két
ismert stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd valdszinliségi valtozo Osszegének slirtiségfliggvé-
nyét. Ha £ és n két valdsziniiségi valtozd, melyek (egyiittes) stirtiségfiiggvénye a h(u,v)
stiriségfiiggvény, akkor annak val6szintisége, hogy a (xi,n) véletlen vektor a sik valamely
A C R? részhalmazaba esik

P((&n) e A) = //{( e h(u,v) dudv.

Specialisan,

P+n<z)= // h(u,v) dudv,
{(u,v): utv<z}

és ez a képlet adja meg a £ +n valdsziniiségi valtozo F(x) = P(£+n < x) eloszlasfiiggvé-
nyét. Ez az eredmény akkor is érvényes, ha £ és n fliggetlen valdsziniiségi valtozdk f(u)
és g(v) stiriségfiiggvénnyel. Azt is érdemes tudni, hogy ebben az esetben a (£, ) véletlen
vektor stirtiségfiiggvénye h(u,v) = f(u)g(v) alaki. Ekkor £+ siirliségfliggvénye f(z) =

d
%P(é +n < z), tehét

d d
flz) = %P(f-l-n <z)= e //{(u,v): oo fw)g(v) dudv

. Oo [ / ‘: f@)g(v_u)du} = Zf<u>g<x—u> du

A fenti szamoldsok els6 azonossagaban egy integrdltranszforméaciot alkalmaztunk v =
u + v, u = u helyettesitéssel (de u és v helyett u és v valtozdt irtunk.) Felhasznaltuk,
hogy e transzformécié sordn az {(u,v): v+ v < x} tartomany a {(u,v): v < z, —00 <
u < oo} tartoményba megy &t, és a fenti (linedris) transzformécié Jakobidnja azonosan

d oo )

1. Az utolsé azonossigban a o S~ H(v) dv = H(z) azonosségot alkalmaztuk H(v) =
x

25 f(w)g(v — w) du valasztéssal.

Ki tudjuk szamolni tetszoleges fiiggetlen egész értékid valoszinliségi valtozok Gssze-
gének az eloszlasat az adott valdszintiségi valtozok eloszlasanak a segitségével. E sza-
molas megfogalmazdsananak érdekében vezették be diszkrét eloszlasok konvolucidjanak
a fogalmat.

Diszkrét eloszlasok konvoluciéjanak a definiciéja. Legyen P = p(k) és Q = q(k),
k=0,+£1,42,..., két eloszlds az egész szamokon, azaz teljesiljenek a p(k) > 0, q(k) >

0, k =0,£1,£2,..., > pk) =1, > q(k) =1 feltételek. Ekkor e két eloszlds
k=—o0 k=—o0
konvolucioja a
PxQ(k)= Y p(ialk—j),  k=0+1%2,. ..
j=—00



eloszlas.

Tétel. Ha £ és n két diszkrét egész értékeket felvevd fiiggetlen valosziniiségi valtozo P
és Q eloszldssal akkor &+ n eloszlisa a P x Q eloszlds.

(Tulajdonképpen a fenti eredményt mar alkalmaztuk (a formuldk kozvetlen bi-
zonyitdsaval) a mércius 21-i gyakorlat feladatainak megbeszélésénél.)

Vizsgaljuk a kovetkezo problémakort. Egy szabalyos pénzdarabot nagyon sok-
szor feldobunk egymas utan, mondjuk 10 000 alkalommal. Azt varjuk, hogy nagy
valoszinliséggel koriilbeliill 5 000 fej és 5 000 iras dobas jelenik meg. De mit jelent
ebben az allitasban az, hogy koriilbeliil? Képzeljiik el, hogy valaki egy jatékot ajanl.
Egy szerinte szabdalyos pénzdarabot egymas utan 10 000 alkalommal feldob egymas
utan, ha fej az eredmény, akkor én fizetek neki 1 forintot, ha iras akkor ¢ fizet nekem
1 forintot. A jaték soran 10 000 fejdobas eredmény sziiletik. Elhissziik-e ennek az
embernek azt, hogy szabalyos pénzdarabot dobott fel? FElhissziik-e akkor, ha 6 000
fej és 4 000 frasdobas jelenik meg? Akkor, ha 5 500 fej és 4 500 iras vagy ha 5 200
fej és 4 800 irasdobas jelenik meg? Az &ltalanos kérdés az, hogy igaz-e, hogy a fej-
dobasok relativ gyakorisdga kozel van a dobasok valdszintiségéhez? Ha igen, akkor
milyen kozel? Mekkora eltérés tekinthetd tipikusnak és mekkora eltérés atipikus, azaz
rendkiviil valdszintitlen? Természetesen hasonlé kérdések vethetok fel mas problémak
vizsgalatdban is. Példaul egy szabalyos kocka sok egymads utani fiiggetlen dobéasa esetén
mi a valdsziniisége van annak, hogy a hatos dobésok relativ gyakorisaga bizonyos pon-
tossaggal megkozeliti az % szamot, azaz a hatos dobds valdszintiségét? Megbeszéljik azt,
hogy milyen becslést ad erre a valészintiségre a Chebishev egyenlotlenség és a centrélis
(kbzponti) hatéreloszldstétel, a valészintliségszamitéds talan legfontosabb eredménye.

Chebishev egyenlétlenség. Tekintsink eqy S wvaldsziniiségi vdltozot, melyre ES =
M, Var S = D? valamilyen D < oo szdmmal. Ekkor minden 0 < z < co szdmra

Var S
x2

P(S - M|>z) <

Speczalzsan legyenek 53, 1<j5<n, fuggetlen valoszmusegz vdltozok E€; = m;, Var§; =

2.1<j<n,S= 253 Ekkor ES = Zm],VarS Za ezért
j=

9
n ;"j
P S—ij > SJ_xQ

Centralis hatareloszlastétel. Legyenek &;, j = 1,2,... fuggetlen egyforma eloszldsi

valdszintiségi vdltozok sorozata, EEy = m, Varéy = 02, S, = > §,n=12,.... Ekkor
j=1

nm

S, — z 1 2
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minden —oo < x < 00 Szdmra.

Megjegyezziik, hogy a fenti tétel altalanosithaté. Hasonld tétel mondhaté ki fiiggetlen
nem feltétlentil egyforma eloszlasu valészinliségi valtozok normalizalt 6sszegeinek elosz-
lasai (azaz az Osszegek olyan linedris transzformaltjanak eloszldsai, melynek a varhaté
értéke nulla és szordsnégyzete egy) enyhe feltételek mellett konvergdlnak a standard
normalis eloszlashoz. Ennek a problémanak a részleteit azonban itt nem targyaljuk.

Vizsgéljuk a kovetkez6 feladat megoldasat:

1. Tekintsiink egqy szabdlyos pénzdarab 10 000 egymds utdni (figgetlen) feldobdsdbdl
szdrmazo fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a Chebishev egyenlétlenség segitsé-
gével annak wvaldszinidségére, hogy a fej-dobdsok szdmdnak eltérése a wvdrt 5000
szamtol legaldbb 100-zal, illetve legaldbb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre
a valdszintiségekre a centrdlis hatdreloszldstétel?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, < j < 10 000 valésziniiségi véltozokat, melyekre
¢ = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds.
Ekkor £;, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valészintiségi valtozdk, FE{; = %, Var§; = i,

10000 10000
ésaP || > (§—FEE&) >100) és P[] > (& — EE)| > 200 | valészintiségekre kell
j=1 j=1
) , o o 10000-1 1
becslét adnunk. A Chebishev egyenlétlenség az els6 valdszintliségre a 1002 — 1 a
(o e 100003 1 . . :
méasodik valdszintiségre pedig a ———— = — felsd becslést adja.
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; (& — E¢;)
A centrélis hatareloszldstétel szerint P | <= >u | ~1—®(u). Innen
1/10000 - 4
kapjuk, hogy az elsé valdszintiség kiszamitasahoz az v = + ;?80 = 12 értékeket kell

tekinteni, és a vizsgalt valészintliség kozelitdleg (1 — ®(2)) +2(I>(—2) =2(1 —®(2)) ~
2(1-10.97720) = 0.0456. A mdasodik valésziniiség hasonléan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0,
(az els6 4 tizedesjegy 0).

Hazi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastél fliiggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelito becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az O0sszeg 420 és 720 kozé esik.



