A majus 9-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Megbeszéltiink néhany feladatot, mely arra adott példat, hogy bizonyos valdszinii-
ségeket hogyan lehet jol megbecsiilni a centralis hatareloszlastétel segitségével. Eldtte fe-
lidéztiik, hogy a ®(-) normalis eloszldsfiiggvény teljesiti a ®(—z) = 1 —P(x) azonossdgot
tetszoleges —o0o0 < x < oo szamra, és ez lehetdvé teszi, hogy elég legyen a normalis
eloszlasfiiggvényt csak nem negativ szamokra tabuldlni a tablazatokban.

Az emlitett azonossig abbdl kdvetkezik, hogy a normélis eloszlasfiiggvény o(-)
eloszlasfiiggvénye péros, ezért ®(—z) = [~° p(u)du= [ p(u)du=1— ®(z).

Vizsgéljuk a kovetkez6 feladat megoldasat:

1. Tekintsiink egqy szabdlyos pénzdarab 10 000 egymds utani (figgetlen) feldobdsdbdl
szdrmazo fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a Chebishev egyenlétlenség segitsé-
gével annak wvaldszinidségére, hogy a fej-dobdsok szdmdnak eltérése a vdrt 5000
szamtol legaldbb 100-zal, illetve legaldbb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre
a valdszintiségekre a centrdlis hatdreloszldstétel?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, < 7 < 10 000 valdszintiségi valtozokat, melyekre
& = 1, ha a j-ik dobas eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye iras.
Ekkor &;, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valészintiségi valtozdk, F{; = %, Var§; = i,
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becslést adnunk. A Chebishev egyenlétlenség az els6 valdszintiségre a 100z 1 a
isodik valdszintisé di 10000'%—1f1”b lést adj
mésodik valdszinliségre pedig a — 5= = 7 felsd becslést adja.
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A centrélis hatareloszldstétel szerint P | 2= >u | ~1—®(u). Innen
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kapjuk, hogy az els6 valészintiség kiszdmitdsahoz az v = £ 2% = +2 értékeket kell
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tekinteni, és a vizsgalt valészintliség kozelitSleg (1 — ®(2)) —|—2<I>(—2) =2(1 - ®(2)) ~
2(1-10.97720) = 0.0456. A mdasodik valésziniiség hasonléan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0,
(az elsé 4 tizedesjegy 0).

2. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastol fiiggetlen idGtar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = Wlo paraméterrel.
(A lampék élettartamanak exponenciilis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampék valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 ora.

Jelolje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(&; + -+ + &100 >
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1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az Gsszegben fliggetlen exponencidlis
eloszlasu valoszintliségi valtozok szerepelnek A = 1—10 paraméterrel. Vezessiik be az n =
&1+ -+ &roo jelolést. Ki tudjuk-e szamitani a P(n > x) valdsziniiségeket tetszOleges x
szamra pontosan? A vélasz erre a kérdésre az, hogy igen, de a jelen feladat megoldasahoz
nem érdemes ezt az utat valasztani.

Ugyanis ki tudjuk szamitani m fliggetlen A paraméterii exponencialis eloszlasi
valészintiségi valtozo Osszegének a stirtiségfliiggvényét. FEz ugyanazt jelenti mint m darab
exponencialis striségfiiggvény konvolucidjat kiszamitani, és ezt a feladatot az aprilis 25-
i gyakorlat 3. feladataban targyaltuk. Eszerint esetiinkben a keresett stirtiségfiiggvény
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flu) = %6_)‘” A= % és m = 100 vélasztassal. Tovdbba P(n > z) =
fxoo f(u)du. Ezt az integrélt szukcessziv parcialis integraldssal ki tudjuk szdmolni, és
kapunk egy szaztagu Osszeget. Ez egy elvi lehet6séget ad a minket érdekld valdszintliség
kiszamitasara x = 1150 valasztassal. Ez azonban sok szamolast igényel, és {é16 hogy a
kerekitési hibdk miatt a kapott eredmény félrevezetd lesz még hibatlan szamolas esetén

is. Ennél egyszeriibb és hasznosabb a centralis hatareloszlastétel alkalmazasa.

Kiszdmoltuk (dprilis 25-i gyakorlat 2. feladat), hogy jelen esetben En = mE&; =

o 10, Varn = o~ 10000 (m = 100 és A\ = — valasztdssal. Ezért a centralis
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valészlntiségi valtozod, és P(&1 + -+ - + 100 > 1150) =

jo kozelitéssel standard normalis eloszlast
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>15~1—®(1.5).

3. Vegylink egy olyan pénzdarabot, mely % valészintiséggel esik a fej és % valészinti-
séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdsziniisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1430 kiizé esik? Adjunk erre a valészintiségre jo kozelito becslést.

Az elvégzett dobasok szama negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd n =
1200 p = % paraméterekkel, és egy ilyen valoszinliségi valtozonak kiszdmoltuk a pontos
eloszldsat, azaz azt, hogy milyen értéket milyen valdszintiséggel vesz fel. (Lasd mércius
28-1 gyakorlat 6. feladat.) Elvileg, ez lehet6séget ad a kivant valdszintiség kiszamitasara.
Ennél hasznosabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, mely a kivant

valoszinliséget j6 pontossaggal kiszamitja a centralis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje &, 2 < j < 1200 a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobdsok szamat
(a j-ik fejdobdst beleszémitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobdsok
kozé), és legyen & az elsé fejdobdsig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobdsok szama.
Ekkor a §; valészintiségi valtozok fliggetlenek, negativ binomidlis eloszldstak n = 1,
p = % paraméterekkel, és minket a P(1680 < &; + --- + &1200 < 1830) valdsziniiség
1
érdekel. Megmutattuk (mdrcius 28-1 gyakorlat 6. feladat), hogy E¢,; = -, = 3,
-P
Var§; = P 6. Ezért a centrdlis hatareloszlastétel alapjan n = &1 + - - - + &£1200

(1-p)?
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jeloléssel minket a P | —v/2 < 77—51 < L_ valészintiség érdekel. A centralis
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hatareloszlastétel alapjan P (—\/5 < n — 120056, < £> ~ o <£> + ®(v/2) — 1.
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Még volt néhany egyéb probléma targyalasa is, melyeket csak késobb irok le. A le
nem irt anyag nem fog szerepelni a majus 16-an irand6 dolgozatban.



