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El6szor néhany szé a feladatsor 6. kitlizott feladatarol. A feladat gy értendd, hogy
tiz almat leszediink az elso fardl, melyek egymastol fliggetleniil férgesek % valdszintliség-
gel, és betessziik egy laddba, majd a masik fardl is leszediink 10 almét, melyek egymastol
fiiggetleniil 1—10 valészintiséggel férgesek, és ezt betessziik egy mésik ladaba. Szamoljuk ki
elOszor annak a feltételes valdszinliségét, hogy abban az esetben, ha a kivalasztott almék
mindegyike férges, akkor az elso fardl kivalasztott fa almait probaltuk ki. Ezutan ennek
a feltételes valdsziniliségnek az ismeretében annak valdszinliségét, hogy a masik fardl
valasztott alma férges-e. A feladat célja a feltételes valdsziniiség fogalmanak megértése.

1.) Egy pénzdarabot feldobunk 100-szor egymds utdn. Szdémoljuk ki a fej-dobasok
szamanak a varhato értékét. Szamitsuk ki a varhatéd értéket eloszor a definicié
segitségével. Majd tekintsiik a j-ik dobasbdl szarmazé fejek szamat, (mely egy
vagy nulla, attdl fiiggden, hogy fej vagy irds-e a j-ik dobds eredménye), és szamitsuk
ki a fenti varhaté értéket, mint az egyes dobasokbdl szarmazo fejek szamanak az
Osszegét.

Beszéljiik meg e feladat megoldését részletesebben. Elészor idézziik fel egy (diszkrét
értékii) valészintiségi valtozé varhaté értékének a definicidjat.

Diszkrét valdsziniliségi valtozo varhato értékének definicidja. Legyen £ egy

olyan (diszkrét értékii) valdsziniségi vdltozo, mely x1, o, ... valds értékeket vesz fel, és
oo

P =uzr) =pk, kK =1,2,.... Ekkor a & valdsziniségi virhatd értéke E€ = > prpxy

k=1
feltéve, hogy ez az Osszeq konvergens. Ha ez az 0sszeq nem konvergens, akkor a &

valdszinidségi vdltozonak nem definidljuk a vdrhato értékét. (A konvergencia ebben a
definicicban abszolut konvergenciat jelent.)

Valészintiliségi valtozo szérasnégyzetének a definicidja. Egy £ valosziniiségi vdl-
tozo szordsnégyzete Varé? = E [(5 — Eé’)z], feltéve hogy ez a kifejezés értelmes. Be
lehet ldtni, hogy ez a kifejezés Var£2 = E [(f — Eﬁ)z] = E(&?) — (E¢)2.

E definici6 alapjan a kovetkezoképpen kell szamolnunk. Annak valészintisége, hogy
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pontosan k fejdobas torténik 100 dobas esetében ( i )2_100, 0 < k <100. Ezért a

100 100
keresett varhaté érték E& = > k( i

)2_100. Ezt az Osszeget ki tudjuk szdmitani a
k=0

. " , s n n—1
kovetkez6 észrevétel segitségével: k i =n 1) hal <k <n. Innen n = 100
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5 = 50.



Ezt az eredményt egyszeriibben is meg lehet kapni, és ez az egyszeriibb modszer
mely a heurisztikus elképzeléseinket forditja le a matematika nyelvére altalanosabban is
hasznalhaté. A kovetkezo eredményre van sziikségiink:

Tétel. Ha & és n két tetszOleges wvaldsziniségi vdltozo, melyekre léteznek az EE és En
vdrhato értékek, akkor E(§+n) = E{+ En, E(a&+b) = aE{ + b, tetszdleges valds a és
b szdmokra.

Tekintsiink egy (€2, .4, P) valdsziniiségi mezot, mely természetes modellje a 100 dobésbdl

allé fej-iras sorozatoknak. Legyen egy elemi esemény egy lehetsages 100 hosszisagu

fej-irds sorozat, w = (F,---,I1---), P(w) = 27190 és definidljuk a kovetkezd &;(w)

valdszintiségi valtozdkat: £;(w) = 1, ha az w 100 hosszisagu fej—irds sorozat j-ik helyén

fej van, és £;(w) = 0, ha az w fej—irds sorozat j-ik jegye irds. Vegyiik észre, hogy a minket
100

érdekl6 mennnyiség a 100 dobésbdl all6 fej-irds sorozatok szdma &(w) = ) §;(w). Ezért
j=1

az elobb kimondott tétel alapjan

100 100

Ef(w)=FE Zﬁj(w) =ZE€J'(W)-

Viszont E¢j(w) =4 -1+ 3-0= 3, ezért B =100 § = 50.
2.) Egy pénzdarabot feldobunk 100-szor egymds utan. Szamoljuk ki a fej-dobasok
szamanak a szérasnégyzetét.

Ezt a feladatot is kiszamolhatjuk a szérasnégyzet definicidja segitségével. Eszerint,

100 100
az elézd feladat jeloléseit haszndlva Varé = E&2 — (E€)? = 5 j2( , )2_100 — 2500.
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Mésészt j2 (n) = j(j—1) (”) 1 (”) = n(n—1) <77 )—I—n (Tf ) ahonnan n = 100
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valasztdssal j2( , )2—100 =100-99 Y j2( : )2—100 + 100 > j2( ) )2—100 =
=0 J j=0 J j=0 J
100 - 99 -  + 50 = 2525, és innen Var £ = 25.

Ezt a feladatot is meg lehet egyszeriibben oldani a kovetkezd eredmény segitségével:
Tétel. Legyenek £1,&s, -+ ,&n fliggetlen valosziniségi valtozok. Ekkor
Var (& + -+ &,) = Var&y + -+ - + Var g,
Var (a¢ + b) = a*Var €.
minden valos a és b szamra.

Tekintsiik egy 100 hosszisagu dobédssorozatnak az el6z6 feladatban elkészitett mo-
delljét. Ekkor azt kapjuk, hogy
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Var {(w) = Var Zf‘j(w) = ZVargj(w) = 100Var & (w) = 100 - % = 25,
j=1 j=1
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mert Var§;(w) = E&?(w) — (Efj(w))2 = % % i
3.) Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobaseredmények
Osszegének a varhato értékét.

4.) Egy szabélyos dobdkockét feldobunk egymés utdn 10-szer. Mi a dobasok 6sszegének
a varhatd értéke és szérasnégyzete? FEzeket a feladatokat az el6z6 két feladat
(egyszeriibb) megolddsdhoz hasonléan oldhatjuk meg. Tekintsiik a feladat egy
természetes valészinliségi modelljét. Legyenek az elemi események a 10 hosszusagu
1,2,3,4,5 vagy 6 szamot tartalmazo sorozatok, minden elemi esemény valdszintisége
legyen (%)10. Definialjuk a &;(w) valészintliségi véltozdkat, ahol £;(w) = k, ha az
w sorozat j-ik jele k, azaz a j-ik dobas eredménye k. Ekkor a {;(w) valdszintiségi

10
valtozok fliggetlenek, és minket a {(w) = > &;(w) Osszeg varhaté értéke és szoras-
j=1

négyzete érdekel
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E¢=) E{=10-E& =35

j=1
. 91 350
Var = ;Varﬁj =10-Var& =10 (E - 3.52> =5

mert B¢ = §(1+2+3+4+5+46) =35, B = (144454164254 36) = 3.
Hazi feladat:

Egy dobdkockat feldobunk tizszer. Szamitsuk ki a paratlan dobaseredmények
Osszegének a véarhatd értékét. (A péros dobdseredményeket nem vessziik figye-
lembe).

5. Egy urnaban 20 piros és 10 fehér goly6 van. Kihtuzunk visszatevéssel 10 golyot. Mi
a kihuzott piros golydk szamanak a varhaté értéke és szérasnégyzete?

Ezt a feladat is hasonléan targyalhaté az el6zoekhez. Egy visszatevéses urnamodellt
tekintiink, és abban definidljuk a &;, 1 < j < 10, valészinliségi véltozokat tgy, hogy
&j(w) =1, ha a j-ik hizas eredménye piros, {;(w) = 0, ha a j-ik hizds eredménye fehér.
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Ekkor a &; valésziniiségi valtozok fliggetlenek, E¢; = %, Var§; = 5 — 5 = %. Minket a

10
&= 21 & varhaté értéke és szérdsnégyzete érdekel. B¢ = 22, Varg = 2.
j:



