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1. Egy urndban 20 piros és 10 fehér golyd van. Kihtzunk visszatevés nélkiil 10 golyot.
Mi a kihtizott piros golyok szaménak a varhaté értéke és szérasnégyzete?

Ezt a feladat is hasonldéan targyalhaté mint az el6z6 gyakorlaton targyalt felada-
tok. Egy visszatevéses urnamodellt tekintiink, és abban definidljuk a &§;, 1 < j < 10,
valoszintiségi valtozokat ugy, hogy &;(w) jeloli a j-ik hizasban kihitzott piros golydk

szamat, azaz &j(w) = 1, ha a j-ik huzds eredménye piros, a {;(w) = 0, ha a j-ik
10

hizéds eredménye fehér. Minket a £ = ) §; vérhato értéke és szérdsnégyzete érdekel.
i=1

A ¢ valészintliségi valtozok nem fliggetlenek, és azt akarjuk megérteni, hogy ilyen es-
etben hogyan lehet kiszdmolni a varhaté értéket és a szérasnégyzetet. Tudjuk, hogy

10 10
E¢E=F (Z §j> = > FE¢;, és B¢, = P(§; = 1), ami annak a valdsziniisége, hogy a j-
j=1 j=1

ik hizas eredménye piros. Megtargyaltuk kordbbi feladatokban, hogy ez a valdsziniiség
nem fiigg a j indextél, ezért annak valészintisége, hogy a j-ik (az elsé hizas eredménye)
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piros % értéke és E¢; = % Ezért EE=FE | > & | = > E¢ = %. A szérdsnégyzet
i=1 i=

kiszamitasa érdekében idézziik fel, hogy
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Adva két n és ¢ valdszintiségi valtozo, ezek kovarianciafiiggvényét tigy definidljuk mint
Cov (n,¢) = En¢ — EnE(. Ekkor az el6z6 szamolasok alapjan

Var £ = ZVar§J+2Z Z Cov (&5, &k)-

Jj=1k=j+1
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A szérésnégyzet kiszamitdsa érdekében tehat a Cov (5, = E€;&, — EE;E€), kovari-
ancidkat kell kiszamolni. Viszont E¢;§, = P(§;&x = 1 annak a valdszintisége, hogy
mind a j-ik mind a k-ik htzasban piros golyét hiizunk. Lattuk kordbban, hogy ennek a
valészintisége nem fligg a j és k indextol, azaz ugyanannyi mint annak a valdszintisége,

hogy az els6 és masodik hizasban piros golyét huzunk. Ezért E;, &, = E&,& = %%.
Ezért Cov (§5,&,) = E&i&r — E§GES, = —%, Var{; = % — % = %. Ezen men-

nyiségek ismeretében kiszamithtd az osszeg szorasnégyzete a kovetkezo altalanos képlet
segitségével:

Var ij :ZVar£j+2 Z Cov (&5,&k).
j=1

j=1 1<j<k<n
A fentiekbol kovetkezik, hogy

20 180 1200
V: - - _ - - -
= 967 T 801

Hazi feladat:

Egy urnaban 20 piros és 10 fehér golyé van. Kihtzunk egymas utan 10 golydt
ugy, hogy minden hizds utan a kihtuzott golyét visszadobjuk egy vele azonos
szinll golyoval egyiitt. Mi a kihuzott piros golyék szamanak a varhato értéke és
szérasnégyzete? (A megoldds soran emlékezziink arra, hogy megtargyaltuk an-
nak valdszinliségét, hogy egy ilyen modellben mi a valdszintlisége, hogy egy adott
sorszamu huzasban kihtzott golyd piros szinti illetve annak a valdszintiségét, hogy
két adott sorszamu hiizasban piros goly6t hizunk. Lattuk, hogy ezek a valdszinii-
ségek nem fiiggnek a huzasok sorszamatél. Hasznéljuk fel ezeket az eredményeket
a megoldéasban.)

Idézziik fel a kovetkezo fontos eredményt is:

Tétel. Legyen &1,...,& flggetlen wvaldsziniiségi valtozok, melyeknek létezik vdrhato
értékuk. Fkkor e valosziniségi valtozok szorzatanak a varhato értéke eqyenlé a vdrhato
értékek szorzatdval, azaz képletben kifejezve:

B &) = E& -+ Eg,

2. Ha & és n fliggetlen valdsziniiségi véltozok, akkor Cov (§,7) = 0.

3. Ha&y,...,¢&, fiiggetlen egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozék D? = Var & < oo,
12 D?

akkor Var (— > §k> = —. Ezért a Chebishev egyenlotlenség alapjan minden
np—1 n

n
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4. Legyen ¢ tetszbleges valészintiségi valtozd, E¢? < 0o, a > 0 tetszéleges valds szam.
Mutassuk meg, hogy E(§ —a)? = Varé + (E€ — a)?. Ezért Varé = E(€ — E£)? =
inf E(¢—a)%
—oo<a<oo
E(¢ —a)* = E[(€ — B) + (B¢ — a))* = E(¢ — EE)® + B¢ —a)?
+2E[(E¢ — a)(§ — E€)] = Var + (E€ - a)?,
mert E [(E€ — a)(§ — E€)] = E(E¢ — a)E(§ — E€) = 0.

5. Legyen & egy A paraméteri Poisson eloszlasu valdszinliségi valtozéo A, A > 0,
k

A
paraméterrel, azaz legyen P({ = k) = Fe*’\, k =0,1,2,.... Szamitsuk ki e
val6szintiségi valtozé E€ vérhaté értékét és Var & szérdsnégyzetét.
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Innen Varé = E€2 — (EE)? = A+ 22— 22 =\

6. Legyen £ és n két fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozd A illetve u
paraméterrel. Bizonyitsuk be, hogy & + n Poisson eloszldast valdszinliségi valtozd
A + p paraméterrel.
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Hazi feladat

Egy & val6szintliségi valtozdt (n,p) paraméterii binomidlis eloszlasi valdszintiségi
n

véltozénak neveziink, n =0,1,2,...,0<p <1, ha P({ = k) = p pE(1 —p)nk,

k = 0,1,...,n. Legyen £ és n két fiiggetlen binomidlis eloszlast valdszintiségi
véltozé (m, p) illetve (n,p) paraméterekkel. Ekkor & 4+ n binomidlis eloszlasi valé-
szintiségi véaltozé (m + n, p) paraméterekkel.



