A marcius 7-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Eloszor a kovetkezo feladatot targyaljuk:

1. Egy estélyen megjelenik 100 hézaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdszinlisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egyiitt? Mi ez
a valdszinliség n hazaspar esetén, és mi ennek a valdsziniiségnek a hatarértéke, ha
n — oo.

Ennek a feladatnak célja megmutatni, hogy az események halmazokkal val6 repre-
zentalasa, az eseményalgebraval valé szdmolas, illetve bizonyos alapveté valdszintiségi
(valgjaban leszamolassal kapcsolatos kombinatorikai) azonossagok segitséget jelentenek
bizonyos feladatok megoldasaban.

Tekintstink egy valészinliségi mez6t, melyben ez a feladat megfogalmazhaté. Szé-
mozzuk meg a résztvevé hazasparokat 1 és 100 kozotti szamokkal. Legyen {l1,...,l100}
az az elemi esmény, mely azt jeloli, hogy az els6é férj a [1-ik a masodik férj az ls-ik a
szazadik férj az l199-ik feleséggel tancol.

Defini’aljuk a kovetkezdé A; eseményeket:

A; = a j-ik hdzaspar egiitt tancol. 1 < j < 100.

Azaz az A; esemény azon (li,...,l100) soroztokbdl &ll, melyekre I; = j. Ekkor minket
a P(Al N---N AlOO) =1- P(Al U---u AlOO) V&léSZfHﬁSég érdekel.

—k)!
2.) Mutassuk meg, hogy n hézaspar esetében P(A;, N---NA;, ) = u

n!

Azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet kiszdmoni a P(A; U--- U A,,) valé-
szintiséget, ha ismerjiikk a P(A;, N--- N Aj, ) valdsziniiségeket. A bizonyitandé allitast
hivjak szita formulanak. Lassuk be el6szor ennek a kdvetkezd specialis esetét:

3.) P(A;UAs) = P(A1) + P(As) — P(Ay N Ay).

4.) Lassuk be az ugynevezett szita formulét, azaz azt, hogy
P(AlUUAn) :Sl _S2+S3_"'+(_1)n+15n,

ahol
Se= Y. PA;n-nA4;), 1<k<n,

1<j1<-<gr<n

(Alkalmazhatunk példaul teljes indukciot a bizonyitdsban.)

Némileg finomabb érveléssel belathatd, a kovetkezo allitas is, amelyik

Nem kotelezé hazi feladat:



Legyenek Aj,..., A, események valamely (0,4, P) valdszinliségi mezén, S, =
> P(A;; N---NAj), 1<k<n. Ekkor
1<j1<-<ger<n
Si—Sa 4+ (—1)**S9p_1 > P(A U~ UA,) > 81 — Sy + - (=1)F 18y,
ha 2 <2k <n.

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

_(n\(n—k)! 1
Sk"(k) nl kU

Innen adédik, hogy az elso feladatban kérdezett valdszintiség altalanos n szamra

PA, U UA,) =1-P(A; U---UA,)

=1-51+S5+---+(-1)"S,
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Innen kovetkezik, hogy

n o1\ o 1\k
P(AyU---UA,) = (kll) —>Z(k1') :é ha n — oo.
k=0 ’ k=0 ’

Események fliggetlenségének definicidja: Az Aq,..., A, események akkor (telje-
sen) figgetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {j1,...,5k} C {1,...,n} rész-
halmazdra

P(Aj, 0 NA;) = P(Aj) - P(A).

Események végtelen Ay, Aa, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az A, ..., A, események figgetlenek.

5. Lassunk példat arra, hogy példaul k = 3 esetében egy A, B és C halmaz esetében
a PLANBNC) = P(A)P(B)P(C) feltétel teljesiilése nem elegend6 az A, B és C
események fiiggetlenségéhez. Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A ={1,2,3}, B ={1,2,4},

C = {2.3,4}, P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = ——, P({5}) =1 — ——.
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Ekkor ABC = {2}, P(ANBNC) = ﬁ, P(A) = P(B) = P(C) = 73, P(AN

B) = P({2,3}) = % Ezért P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), de P(ANB) #
P(A)P(B).

6. Ha Ay, Ao, ..., A fiiggetlen események, akkor flﬁl,Ag, ..., A szintén fluggelten

események. Kissé altaldnosabban: Ha A~! = A jeléli az A esemény komple-

menterét, A' = A, g; = £1, 1 < j < k, A;y,..., Ay, fiiggetlen valésziniiségi
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valtozok, akkor az A®' ..., A%+ valdszimiiségi valtozok tetszéleges e1,...,er £1
sorozatra.

. Ha Ay, Ay, As, ..., Ay fliggetlen események, akkor az A1NAs, As, ..., Ar események
fiiggetlenek. Tovabbé ebben az esetben az A; U Ao, As, ..., A események is fiig-
getlenek.

. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk kétszer. Az A esemény jelolje azt, hogy a két
dobéas eredményének az Osszege 9, a B esemény azt, hogy az els6 dobés eredménye
1, 2 vagy 3, a C esemény pedig azt, hogy az els6 dobas eredménye 2, 3 vagy 4.
Milyen fiiggetlenségi relacidk érvényesek ezen események kozott?

Megoldads: Az A esemény azt jelenti, hogy a (3,6), (4,5) (5,4), (6,3) dobéssorozatok
4

valamelyike kovetkezik be. Ennek valészintisége %o A B és C események

1
valésziniisége P(B) = P(C) = 3" Az AN B esemény azt jelenti, hogy a (3,6)

1
dobéssorozat kovetkezik be. Ennek valésziniisége P(ANB) = 36 Az ANC azt je-

lenti, hogy a (3,6) (4,5) események valamelyike kovetkezik be. Ennek valdszintisége

2 1
P(ANC) = %= 18 Ezért P(ANC) = P(A)P(B),de P(ANB) # P(A)P(c). Ez
azt jelenti, hogy az A és C' események fiiggetlenek, de az A és B események nem

fiiggetlenek. Hasonléan a B N C' esemény azt jelenti, hogy az els6 dobas eredménye
1

2 vagy 3, ezért P(BNC) = 3 # P(B)P(C). Tehat a B és C események sem

fliggetlenek.



