Az oktéber 31-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Feladatok:

El6szor felidézzik a kovetkezo definiciot.

Rendezett minta definicidja. Legyenek &1,...,&, fiuggetlen egyforma eloszldsu va-
loszindiségi valtozok valamilyen G(-) eloszldsfégguénnyel. Rendezziik ezeket a (véletlen)
szamokat £ < &5 < -+ < & monoton novekvd sorrendbe. Ekkor a £ < &5 < --- < &
sorozatot n elemi G(x) eloszlsiu rendezett mintanak nevezzik.

1.

2a.

Legyen & < & < --- < &' n elemi rendezett mint olyan G(-) eloszlasfiiggvénnyel,
melynek 1étezik g¢(-) siirtiségfiiggvénye. Ekkor e rendezett mintédnak létezik (n-

n
dimenziés) h(xy, .. ., x,) strliségfiiggvénye, és h(zy,...,x,) =n! [] g(zk), hax; <
k=1
xg < oo <y, és h(xy,...,x,) =0, ha ez a feltétel nem teljesiil.
Legyenek &1, ..., &, fliiggetlen exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok A > 0
k

paraméterrel, S, = > &, 1 < k < n. Legyen Uyi(z) < -+ < Up_1(z) n —
j=1

1 figgetlen a [0,x] intervallumban egyenletes eloszldsi valdszintiségi valtozobol
vett rendezett minta. Ekkor P(S7 < wui,...,Sn-1 < un—1|S, = ) = P(U; <
Uy, o+, Up—1 < Up—1) minden uq,...,u, szdmra. Ez az eredmény ugy is inter-
pretalhaté, hogy az (Sq,...,S5,-1) vektor feltételes eloszldsa feltéve, hogy S, = x
egy a [0, z] intervallumban egyenletes eloszldst rendezett mintaval egyezik meg.
Sl Sn—l
S S
tozétdl, és e vektor elemei a [0, 1] intervallumban fliggetlen, egyenletes eloszlasi
valoszinliségi valtozokbol allé rendezett mintat alkotnak.

Az el6zo jelolésekkel, a ( ) vektor fliggetlen az S,, valészinliségi val-

Legyen & < & < --- < & < & valamilyen [a,b] intervallumban fiiggetlen,
egyenletes eloszlasu valdszintliségi valtozokbol készitett rendezett minta. Lassuk
be, hogy a & < --- < &' sorozat feltételes eloszlasa feltéve, hogy &7 = x, & =
y megegyezik n — 2 az [z,y] intervallumban vett fiiggetlen, egyenletes eloszldsi
valészintliségi valtozébol képzett rendezett minta eloszlasaval.

Legyenek &4, ..., &, fiiggetlen normalis eloszasu valészintiségi valtozok ugyanazzal a
_ n
vérhat6 értékkel és szérdsnégyzettel. Ekkor a £ = — > &, valdsziniiségi valtozé és
N k=1

a (51 —& 6 — f) véletlen vektor fliggetlen. Tovabba, a véletlen vektor eloszlasa
nem fiigg a valdsziniiségi valtozok varhatéd értékétol.

. Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen normalis eloszasi valdszintiségi valtozok ugyanazzal a

, RPN /1 & e
varhato értékkel és szorasnégyzettel. Ekkor az s = [ — &2, valésziniiségi valtozé
" k=1
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a 5—1, ceey 6—”} véletlen vektor fliggetlen, tovabba a véletlen vektor egyenletes
s S

eloszlasu az egységgomb feliiletén.

és

Annak érdekében, hogy ezeket a feladatokat megoldjuk elészor értsiik meg, hogy
egy (slrtségfliggvénnyel rendelkezd) valdsziniiségi vektor transzforméltjanak a stirtiség-
fliggvényét hogyan tudjuk kiszamolni, illetve hogyan szdl az az integraltranszformacios
képlet, amelyik egy ilyen szamolas alapjat képezi. Az eredmény megfogalmazasahoz
eloszor felidézziik egy sima transzformaécié Jacobian-janak a definiciéjat.

Jacobian definiciéja. Legyen yr = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
eqy tartomdnydnak sima transzformdltja az n-dimenzios tér eqgy mdsik tartomdnydba. E
transzformdcio J(T(xq,...,x,)) Jakobiinja egy (x1,...,x,) pontban a

(aT’“m""’xk)) , 1<Lk<n,
axl

n X n-es (az (x1,...,x,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdinak az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,z,) pont kis
kornyezetének a térfogatit a T = (T1,...,T,) transzformdcio hdnyszorosdra nagyitja

ki)

Integraltranszformaciordl sz6l6 képlet. Legyen adva az n-dimenzids tér eqy A tar-
tomanydnak egqy sima yr = Tx(x1,...,2,), 1 < k < n, transzformdltja az n-dimenzios
tér eqy masik B tartomdnydba. Legyen tovdbbd adva a B tartomdnyon eqy f(y1,---,Yn)
fliggvény. Ezen f(y1,...,Yn) figgvénynek o T = (T1,...,T,) transzformdcid dltal meg-
hatdrozott ésképén azt az A tartomdnyon értelmezett g(xy,...,x,) = T f(21,...,2,)
fuggvényt értjik az A tartomdnyon, melyre

g(x1,. ., xn) = f(T1(x1,. oo xn)y .o Ty, .o T))

minden (x1,...,z,) € A pontban. Ekkor

/f(yl,---,yn)dyl---dyn
B

T ' f(zy,....x
:/ f@y,. ) T dzy ... dx,.
A
olyan (z1,...,2n ) €A pontok j(T('Zb cee 7Zk))
melyekre Tk (21,...,2n) =Tk (T1,...,Zn)
k=1,....,n

Az 1. feladat megolddsa: Legyen B az A = {(x1,...,2,): — 00 < 1 < X9 <
-+ < xp, < 00} halmaz tetszéleges, (mérhetd) részhalmaza az n-dimenziés térben.

Ekkor P((€],..,&) € A) = nlP((&1,...,&0) € A), mert P((&,...,&) € A) =
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P((&xys- -+ &xm)) € A) az {1,...,n} szdmok tetszéleges m permutécidjira, és
kiilonboz6 permutacidékra diszjunkt eseményeket tekintettiink. Innen,

P((&,...,&) e B) = /Bn!g(xl) oo g(xp)dxy ... doy,

ha B C A, és P((&5,...,&5) € B) =0, ha BN A = (). Innen kovetkezik az allités.
A 2. feladat megolddsa: Szamoljuk ki az (S1,...,S,) vektor stiriiségfiiggvényét.

P(S1 <ui,...,S <un)=P((&,...,&) € B) = / N~ Myt tyn) dyi ... dyn,,
B

ahol B = B(ui,...,un) = {(Y1,---»¥n):y; > 0y1 +y2+ - +y; < uy, j=
1,...,n}.

frjuk at a fenti integrdlt az x; = y1 +--- +y;, j = 1,2,...,n transzformdciéval.
E transzformécié invertédlhaté. Jacobianja 1, a B halmazt az {0 < z; < uj, j =
1,...,n} halmazba képezi, ezért

P(S1 <ui,...,S <up) :/ Ne ™ n dgy L day,
{0<z1 <ao <Ly, xj<uy, j=1,...,n}
ahonnan az (Si,...,S,) vektor stirtiségfiiggvénye f(z1,...,2,) = A"~ ha 0 <
1 <o < --- <y, 6s f(x1,...,2,) = 0 egyébként. Innen az S, stiréségfiiggvénye
OO - A" 1_—X
Tp) = T1y...,xp)dry ... dr,_ 1 = ———x" e "
fn( n) /;OO /;wf( 1 ) n) 1 n—1 (n—l)' ’

ha x, > 0. Megtargyaltuk, hogy a P(S; < u1,S,—1 < u+ n|S, = x) feltételes
flz1,...,xp_1,x)
véletlen vektor, az f, fiiggvény pedig az .S, valdszintiségi valtozoé stirtiségfiiggvénye.
(n—1)!
rn—1 ’
h(zy1,...,2n—1) = 0 egyébként, és ez n—1 fliggetlen és a [0, x] intevallumban egyen-
letes eloszlasu valészintliségi valtozobdl készitett rendezett minta stirtiségfiiggvénye.
Sl Sn—l

_7 ) -
Sn Sn
tor stirtiségfiiggvényének ismeretében.

eloszlas striségfiiggvénye az fiiggvény, ahol az f az (S1,...,S,)

Ez jelen esetben a h(zy,...,x,_1) = ha<zi <ay<---<z,_1 <z, 6

Szamitsuk ki az < , S | vektor stiriségfiiggvényét az (S1,...,.S,) vek-

S Sn—
P<—1<U1,..., Snl

Sn
= P(Sl < Snul, .. -7Sn—1 < Snun_l,Sn < .T)

< Up_1,9, < a:)

/ flyr, -y yn) dys - .. dy,.
{0<y; <u;yn,j=1,...,n, 0<y, <z}
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Végezzik el az x; = y;yn, j = 1,2,...,n — 1 és x, = y, helyettesitésket. E

transzforméacié Jacobidnja x7 1 és

Sl Sn—l
Pl —=—<wuy,..., < Up_1,% <
(Sn 1 Sn n—1,n
x x
:/ xﬁ_lf(—l,...,ﬂ,xn) dxq...dx,.
{0<z<uj, j=1,...,n,0<z, <z} Ln Tn
Innen a keresett stirtiségfiiggvény f(z1,...,Tn_1,2n) = Ae  Mnz"~1 ha 0 <
1 < x1 < lexp—1 <1, és z, > 0. Ez azt jelenti, hogy f(x1,...,2p-1,2,) =
g(z1, ..., xn_1)h(xy,), ahol g(z1,...,2p—1) = (n =1L ha 0 <27 < -+ < g,
n—1
x
g(z1,...,xn_1) = 0, egyébként, g(z,) = ﬁe_)‘x”, ha z,, > 0, g(z,) = 0, ha
n—1)!
S Sn—1

T, < 0. Ez azt jelenti, hogy az ( ) vektor és 5, valoszintliségi valtozdk

TPRRRRERN
fiiggetlenek, a tekintett vektor eloszldsa megegyezik n — 1 fiiggetlen, a [0, 1] inter-
vallumban egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozébdl készitett rendezett mint
eloszlasaval, az S,, vektor eloszlasa pedig n fiiggetlen A paraméterti exponencialis
eloszlasu valészintiségi valtozd Osszegének az eloszlasa.

A 3. feladat megolddsa: A £ < &5 <-.. < &r 1 <& vektor slirliségfiiggvénye a
n!

g(xy,...,2n) =14 (b—a)"
0 egyébként

haa<zi << --- <z, <b

fliggvény.

Innen, és az el6z6 gyakorlaton targyalt eredmények alapjan a (£5,...,£%5 ;) véletlen
vektor feltételes siirtiségfiiggvénye, feltéve a & = z, & =y, a < x < y < b,
9(x, 22, . Tn1,Y) n?

feltételt, a M
f(z,y)

fiiggvény, ahol f(z,y) = n(n —1) b= a <

)
x < y < b figgvény a (£7,&) vektor sirliségfiiggvénye. Ez viszont megegyezik
n—2 fliggetlen, az [z, y] intervallumban egyenletes eloszldst valészintiségi valtozébdl
készitett rendezett minta eloszlasaval.

Hadzi feladat:

Legyenek &1, ...,&, fiiggetlen, egy [a,b] intervallumban egyenletes eloszlasi valo-

szinfiségi véltozok, és definidljuk a £ = min §; és & = max ; valdszinliségi
1<j<n 1<j<n

*

véltozokat. Bizonyitsuk be, hogy a (£7,&") valdszintiségi vektornak van siiriiség-
(y—=2)"?

(b—a)

fiiggvénye, és az az f(z,y) = n(n — 1) fliggvény, ha a < x < y < b, és

f(x,y) = 0 egyébként.

A maésodik feladatban szereplo érvelés segitségével belathatjuk a kovetkez6 ered-
ményt: Legyen (&1,...,&,) egy n-dimenzids véletlen vektor f(x1,...,z,) slrtségfiige-
vénnyel, n = (11, ...,1n,) ennek olyan ng = Ti(&1,...,&n), k = 1,...,n, transzformaltja,
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melyre az yi, = Tx(z1,...,2n), k = 1,dots, n, figgvények simdk, és a T = (Ty,...,T},)
transzforméacié az R™ térbdl az R™ tér egy tartomanyaba invertalhato, azaz a

T(x1,...,2n) = (Y1, -, Yn)

egyenletnek legfeljebb egy megolddsa van minden (y1,...,y,) pontra. Ekkor az elébb
definialt (ny,...,n,) véletlen vektornak van g(yi,...,y,) strliségfiggvénye, és

flxy, ... zp)
J(T(x1,...,20))

9(Y1s- -y Yn) = ha (y1,...,yn) = T(x1,...,25),

(és g(y1,...,yn) = 0, ha a fenti egyenletnek nincs megoldasa.)
Val6ban, jeldlje, S a T transzformacié inverzét, és I(C') egy C' C R™ halmaz indik-

N ha T = Tk(yla---yyn>7

torfiiggvényét. Ekkor J(S(z1,...,z,)) =
1<k<n,és

T(T(y1,---,n))

P 771:---777n ) ((Slvafn) GS(B))
/f Y,y I (W1, - un) €S(B)}) dys ... dyn

= /f(S(:L’l,...,xn))I((xl,...,:cn) € B)J (S(z1,...,x,)) dzy .. .dz,

f(S(JJl, ey l’n))
B J(T([S(z1, ..., 2n]))

d:z;l...dxn:/g(:z;l,...,xn)dxl...dxn
B

minden mérheté B € R™ halmazra, ahonnan kovetkezik az allitas.

A fenti eredményt lehet altalanositani arra az esetre, amikor a T transzformécié
nem invertalhatd, de ezzel a kérdéssel nem foglalkozunk.

A 4. feladat egy lehetséges megolddsa: Vezessiik be az n, = &, — € jelolést, k =
n—1

1,...,n. Ekkor n, = — > g, ezért elég megmutatni, hogy az (n1,...,7n_1,¢)
k=1

vektor utolso koordinétéja?iiggetlen az els6 n — 1 koordinatatol. Ezt megmutatjuk,
ha ennek a vektornak megadjuk a stirtiségfiiggvényét, és azt megfelel¢ alakban irjuk
fel. A strtségfiiggvényt ki tudjuk szamitani az el6z6 megjegyzés alapjan.

1 n
Definidljuk a T = (T1,...,T), Tr(z1,...,2p) = 2 — — >_ x5, 1 <k <n—1,

n ;=
To(z1,...,2p) = Xn: , leképezést az R™ téren. Ekkor (m1,...,7m,_1,§) =
T(&,...,8,). AT le?kepezés lineéris, ezért Jacobian-ja konstans. (Ezt a kon-
stanst ki tudndnk szdmolni, de erre nem lesz sziikségiink.) Ha T(zi,...,x,) =
(Y1, - -+ Yn), akkor xp = yp+yn, 1 <k <n—1,2, =y, —nil y;. Innen kovetkezik,
j=1



hogy amennyiben a ({1,...,§,) vektor stiriségfiiggvénye f(z1,...,7,), akkor az
(115 -+« M1, §) stirliségfiiggvénye

n—1

g1, yn) = const f | Y14 Yn, o Yn 1+ YnoUn — Y Uj
j=1

alkalmas konstans szorzdval.

Szamitsuk ki a g(y1,...,yn) slrliségfiiggvényt abban az esetben, ha f(x1,...,z,)

fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozékbol allé vektor stirti-
1 n
ségfiiggvénye, azaz, f(x1,...,2,) = const. exp {—5 ( > xi) } (Az altaldnos eset
k=1
hasonléan targyalhato.)

1 n—1 n—1 2
9(y1, - yn) = const. exp § =5 | D (WE T yn) + [ vn = Dy
k=1 j=1

2

1 1 n—1 n—1
= const. exp {—inyi} exp —5 Z 9]2 + Z Yj
j=1 j=1

Innen kiivetkezik az allitas.

Az 5. feladat megolddsa: Vegyik észre, hogy a &i,...,&, vektor f(x1,...,2,)
stirtiségfiiggvénye, csak az (x1,...,x,) vektor hosszatdl figg, azaz f(x1,...,x,) =

F(r), r = z?, alkalmas F(r) fuggvénnyel. Tekintsiink egy az n-dimenzids

k=1
egységgdmb hataran egyenletes eloszlasu (Uy,...U,) véletlen vektort, azaz legyen

n

n

> U2 =1 egy valészintiéseggel, és legyen az (Uy,...U,) eloszldsa invaridns az n-
k=1
dimenzids tér minden forgatdsa esetén. Legyen V az (Uy,...U,) vektortdl fiiggetlen
F(x) eloszlasu valdszintiségi valtozd, és (Z1,...,2Z,) = (U1V,...,U,V). Ekkor a
(Z1,...,Zy,) vektor eloszldsa megegyezik az &1, . . ., &, vektor eloszlasaval. Tovabba,

n 7 I, .. ,
az S=,/>. ZJ2 =V és <?1, el ?) = (Uy,...,U,) vektorok fiiggetlenek, és az
i=1

utébbi vektor az egységgiimb hataran egyenletes eloszlast. Mivel e valdszintiségi

51 £n

valtozok egylittes eloszldsa megegyezik az s és =, ..., == valdszinliségi valtozok

s s
egylittes eloszlasaval, innen kovetkezik a feladat allitasa.



