A majus 8-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai

1. Legyen n = (m1,...,nk) k-dimenziés normalis eloszldsu valdszintiségi valtozé nulla
varhato értékkel és D kovariancia matrix-szal. Legyenek a A\1,..., A\x szamok a D
matrix sajatértékei (multiplicitdssal). Bizonyitsuk be (alapvet linedris algebrai is-

k
meretek felhaszndldsaval), hogy a > 7732 valoszintliségi valtozo eloszlasa megegyezik
j=1
k
egy >, )\Jf? valoszintiségi valtozd eloszlasaval, ahol &1, ..., & fliggetlen standard
j=1
normalis eloszldsi valdszintliségi valtozok.

Megoldds: A D matrix felithaté D = UAU* alakban, ahol U unitér, A pedig olyan
diagondlis mdtrix, melynek atléjdban a D madtrix \; sajitértékei vannak. (Az
U matrix is felirhaté explicit médon a D natrix sajatvektorainak segitségével, de

erre a tényre itt nincs sziikségiink.) Az n = (n1,...,nx) véletlen vektor eloszlasa
megegyezik egy 7 = (71,...,7k) = EAYV2U* = (&1,...,&)AY2U* véletlen vektor
eloszlasaval, ahol a & = (&1,...,&k) véletlen vektor standard normadlis eloszldsu.

Valéban 7 normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek varhaté értéke nulla és ko-
variancia métrixa a (AY/2U*)*AY2U* = UAY2AY2U* = UAU* = D métrix. Ezért
a i 77]2. valoszintiségi valtozod eloszlasa megegyezik a i 77?- valészintiségi valtozé
elés:zllésa',val. Vegyiik észre, hogy az 77 = (71,...,Mk) = T_J][:]l: (71, . ..,mk)U vektorra
teljestil a i = ‘k

77]2- azonossag, mert U unitér, tehat tavolsagtartd transz-
j=1 J=1

k
formacié. Viszont 71 = qU = EAV2U*U = ¢AY2. Ez azt jelenti, hogy a 3 77]2-
j=1
e , . koo 12 k
valoszinliségi valtozd eloszlasa megegyezik a ‘21()\ y &) = '21 )\jsz valoszinliségi
Jj= j=
valtozé eloszlasaval, és ez a feladat allitasa.

2. Legyen (&1, ...,&n) m-dimenzids valdszintiségi valtozd pq(tq,...,t,,) karakterisz-
tikus figgvénnyel, (11, ...,n,) n-dimenziés valészinliségi valtozd po(t1, ..., t,) ka-
rakterisztikus figgvénnyel. A (&1,...,&m) és (M1, ...,m,) véletlen vektorok akkor
és csak akkor fiiggetlenek egymastol, ha a (&1,...,&mn, M1, -, Mn) N+ m-dimenziés
val6szintiségi valtozé ¢q(ty,. .., t,1m) karakterisztikus fliggvénye

Qp(tla o 7tn+m) - Sol(tla s 7tm)§02(tm+17 o 7tm+n)

alakban irhaté.

Megoldds: Ha a (&1,...,&m) és (m1,...,1n,) véletlen vektorok fliggetlenek, akkor a
&1y &msM,y - - - M) valdsziniiségi véltozo karakterisztikus fiiggvénye

gp(t]_’ e ’tn+m) — Eei(tl51+-..—|—tm§'m+tm+l'£rn+1+"'+tm+n£nl+n)

— Eel(tlfl"_+tm§m)E€'L(tm+1€m+1++tm+n§m+n)
= Sol(tlv s ;tm)@2(tm+17 s 7tm+n)
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alakban irhato.

Megforditva, ha a (£1,...,&m, M, - - -, Mn) Véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye
teljesiti a @(t1,...,tntm) = @1(t1, -y tm)P2(tms1, - - - s tmin) azonossagot, akkor
o1(t1, -y tm) = @(t1, ..o tm,0,...,0) a (&1,...,&mn), és hasonldéan @o(ty, ..., t,)
az (n1,...,mn) véletlen vektornak a karakterisztikus fiiggvénye. Tekintsiink két
fliggetlen m illetve n-dimenzids véletlen vektort, melyek eloszlasa megegyezik a
(&1, .., &m) illetve (71, ...,1m,) véletlen vektorok eloszldsdval, és ezenkiviil fiigget-
lenek egymastél. Ezeknek a valdszinliségi valtozoknak a karakterisztikus fiiggvénye
a ¢ illetve pq, egylittes eloszlasuk pedig a o(t1,...,ty1m) figgvény. Mivel egy
véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye egyértelmiien meghatéirozza e véletlen
vektor eloszlasét, innen kévetkezik, hogy a (§1,...,&m) és (1, ..., 1) véletlen vek-
torok fiiggetlenek.

Nem kotelezd hézifeladat:

Valoszintliségi valtozok &,, n = 1,2,..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy
val6szintliséggel egy £ valdszintiségi valtozéhoz, ha az n,, = sup |§; — | valdsziniiségi
>n

véltozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden ¢ > 0 szdmra
P(lim sup |k — €| >5) = 0.

n—00 >n
Nem kotelez6 hazifeladat:

Ha &,, n = 1,2,..., valészinliségi valtozok sztochasztikusan konvergilnak egy
¢ valoészintiségi valtozdhoz, akkor a &, valdszinliségi valtozdk eloszlasban is kon-
vergalnak ehhez a ¢ valészintiségi valtozéhoz.

Ennek az allitdsnak a megforditasa nem igaz. Példaul, ha &,, n =1,2,..., fligget-
len, egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozok, melyek nem elfajultak, azaz nincs
olyan konstans melyeket ezek a valdszintiségi valtozok egy valdszinliséggel vesznek
fel, akkor a &, valdsziniiségi valtozok eloszlasban konvergdlnak a &; valdszinliségi
valtozohoz, viszont nem konvergalnak sztochasztikusan.

Viszont igaz a kovetkezo allitas: Ha &,, n = 1,2, ..., valoszinliségi valtozok elosz-
lasban konvergalnak egy a konstanshoz, (azaz egy olyan valésziniiségi valtozéhoz,
mely egy valészinliséggel az a konstanst veszi fel, akkor a &,, n =1,2,..., sorozat
sztochasztikusan is konvergal ehhez az a konstashoz.

Nem kotelezd hazi feladat.

A € valdszintiségi valtozo abszolut értékének akkor és csak akkor létezik varhatd

oo
értéke, ha > P(|¢] > n) < 0o, a |£| valdsziniiségi véltozénak akkor és csak akkor

n=1
van véges mésodik momentuma, ha > nP(|¢] > n) < co. Altaldnosabban E|¢[F <
n=1
0.@)
oo valamilyen k = 1,2,..., szdmra akkor és csak akkor, ha > n*~'P(|¢| > n) <

n=1
Q.



Nem kotelez6 hézi feladat

Legyen &, k= 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintliségi valtozdk soro-
zata, az f(x) = ————, ha |z| > 2. f(z) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott
x? log |x|
Cdx

stirliségfiiggvénnyel.  ( / = 1.) Definidljuk az S, = > &, n =
| k=

2|>2 T2 log |z|
1,2,..., részletosszegeket. Lassuk be, hogy F|{1| = oo, ezért ezek a valdsziniiségi

valtozék nem teljesitik a nagy szamok erds torvényét. Mdasrészt az — atlagok szto-

chasztikusan tartanak nulldhoz, azaz minden ¢ > 0 szamra P ( —
n

> 6) — 0, ha
n — OoQ.

Seg@tseg Leg}’eﬂ & =& = &I (|&| < an), & = g}in) = &I (|6k] > an), és Sy =
Z & Sn Z & Ekkor P(|S:| > en) < P (ISal > Sn) + P (|Sa] > Sn) <

Var S ——— +nP (51 # O> Adjunk az a,, konstans alkalmas megvalasztdsaval (példdul

ap, = n) jé becslést a P(|S,,| > ne) valésziniiségre.

. Legyenek &1, &9, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyekre

E¢ = 0és BEE < co. Legyen S, = > &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valés
k=1

Sn
szamok valamely a,, sorozatdra a — valdszintiségi valtozok akkor és csak akkor
Qn

tartanak sztochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim — = oc.
n—oo \/_
a
Megoldds: Ha lim —= = oo, akkor

n—oo /M

an \/nVarﬁl \/nVarél - vnVar &
tetszéleges ¢ > 0 és K > 0 szdmra, ha n > ng(e, K). Ezért a centrélis hatar-
n Sn
eloszlastétel alapjan P (u > ) <9, han > ng =ng(s,d), azaz az — sorozat
a

n n
sztochasztikusan tart nullahoz.

a
Megfordita, ha az —= sorozat nem tart végtelenhez, akkor létezik a természetes

vn

szamoknak olyan nj — oo részsorozata, melyre lim su
k—o0 ng

1 fP E>1) =1 f P g > g
o < an, s vnipVar&, — /niVaré

S| L )
> 1i fP >0
1m1n (\/nVargl v/ Var &;
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al ’ 7z / . 7 7 S
a centralis hatareloszlastétel alapjan. Ezért ebben az esetben az —- sorozat nem
Gnp
tar sztochasztikusan nullahoz.



