A december 11-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Ezen a gyakorlaton is els6sorban azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet megérteni annak
a jegyzetnek néhany eredményét, mely a vizsgan kérdezett anyagot tartalmazza. Elotte
azonban beszéljiikk meg roviden a pdtdolgozaton feladott elsé feladatot, mert erre a

konvolucio segitségével is megoldhato feladatra senki nem adott jé megoldast. A feladat
a kovetkezo:

Legyen &; és & két fliggetlen, a [—%, %] intervallumban egyenletes eloszlasu va-
16szinfiségi véltozé azaz legyen ¢; siirliségfoggvénye f(z) = 1, ha —1 < o < 3,
és f(z) = 0 egyébként, j = 1,2. Szamitsuk ki a & + £ valdszinliségi véltozo
strtiségfiiggvényét.

Megoldas a konvolucio segitségével: A &1+&5 valdszintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye

ahonnan

N=

/ dr=1—2x, ha0<x<1
B
“+x

/ dr=14+x, ha —1<2x<0

N[= N|=

N=

(
\ 0, egyébként

Masik megoldds: A (&1,&2) vektor siirliségfiiggvénye 1 a B = {—%, %} X {—%, %}
négyzeten, ezért tetszéleges (a sikon értelmezett) A halmazra P(£1,&2) € A) =
A(A N B), ahol A a Lebesgue mérték, azaz az A N B halmaz teriiletét tekintettiik.
Viszont a {& + & < z} esemény megegyezik a {(£1,&2) € A(x)} eseménnyel,
ahol A(x) = {(u,v): u+v < z}. Innen P(& + & < x) = A(A; N B), ahonnan
P +&<z)=3(142)%ha-1<2<0,éPG+&L<z)=1-P&G+& >
) = AB\ A(z)) =1-3(1—2)% ha 0 <z < 1. Tovdbbd P(& + & < z) = 0,
haxr < —1és P(§1 +& < x) =1, hax > 1. Derivdlva a & + & fent kiszamitoott
eloszlasfiiggvényét megkapjuk a & + & striiségfliiggvényét.

Megjegyzések a fiiggetlenség és Kolmogorov 0—1 torvénye fejezethez.

El6szor értsék meg o-algebraknak a 2.1 definicidban megadott fiiggetlenségét. Itt
szerepel események illetve valdszintiségi valtozdk fliggetlensége is. En ez utdbbiakat
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tételnek nevezném. Nevezetesen arrdl van sz, hogy a kordbban tanult o-algebrék fo-
galma nélkiil definialt fiiggetlenség definiciéja megegyezik az itt megadottal. E fejezet
megértéséhez elengedhetetlen a farok o-algebra 2.2 definiciéja. A legérdekesebb eset, és
gyakorlatilag az 0sszes tekintett példa olyan, amelyikben bizonyos valészintiségi valtozdk
altal generalt o-algebrat tekintiink. Ekkor a farok o-algebra szemléletes tartalma az,
hogy ez azon eseményekbdl all, melyek be vagy be nem kovetkeztét meg tudjuk allapitani
akkor is, ha ezen valdszinliségi valtozok koziil néhanynak az értékét nem ismerjiik.
Példaul az az esemény, hogy valdszinliségi valtozok atlaga kisebb mint egy rogzitett
x szam nem fiigg véges sok az atlagban résztvevd valdszinliségi valtozd értékétol. A
fejezet 16 eredménye a 2.6 Tétel, a Kolmogorov féle 0—1 torvény. Ez azt mondja ki,
hogy fliggetlen o-algebrak, specidlisan fiiggetlen valészintiségi valtozok altal generalt o-
algebrak farok o-algebraja olyan eseményekbol all, melyeknek valdszintisége nulla vagy
egy. A bizonyitas eszméje a kovetkezo: Tekintiink egy rogzitett A eseményt a farok
o-algebrdban, és keresiink olyan (halmaz) algebrédkat illetve o-algebrékat, melyeknek
elemei fliggetlenek ettél az A halmaztdl. Belatjuk bizonyos analizis segitségével, hogy
a farok o-algebra eseményei ilyenek. Az &llitds bizonyitasaban kulcsszerepet jatszik
mértékek kiterjeszteésének egyértelmiisége algebrardl az altala generalt o-algebrara. Ez
azt jelenti specidlisan, hogy az A halmaz énmagatdl is fiiggetlen, azaz P(A) = P(A)?,
és innen kovetkezik a kivant allitas. Feltétleniil javaslom, hogy nézzék at a fejezetben
szerepl6 példakat is. A fejezetben szereplé Borel-Cantelli lemma megegyezik a bevezetd
valoszinliségszamitasban szereplé hasonld nevii eredménnyel.

Konvergenciafogalmak a valosziniiségszdmitdsban. A nagy szamok erds és gyenge tor-
vénye.

El6szor idézziik fel e fogalmak definiciéit. Megjegyzem, hogy az egy valdszintiségii
konvergenciat majdnem mindeniitt valé a sztochasztikus konvergenciat pedig mértékben
valo konvergencianak is hivjak.

Az egy valdsziniliségili konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok &, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl egy valosziniséggel eqy & wvalosziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a wvaldszintiségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdén
vannak definidlva, mdsrészt)

P <w: lim &, (w) = f(w)) = 1.

n—oo

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdszinidségi vdltozok €,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvaldsziniségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdszindségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra

lim P (€ (w) — &(w)] > €) = 0.

n—oo

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valosziniségi vdltozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszldasban egy F(u) eloszlasfiigguvényhez vagy az ezen
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eloszldsfiiggvény dltal meghatdrozott eloszldshoz, ha lim P(§, < w) = F(u) minden

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fliggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,m=1,2,..., valosziniséqgi vdltozok sorozata eloszlasban konvergdl eqy & valosziniiségi

vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszlasban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfigguény-
hez.)

Floszlasfiiggvények F,(u) sorozata akkor és csak akkor konvergdl egy F(u) elosz-
lasfugguényhez, ha valdsziniségi valtozok olyan &,, n = 1,2,..., sorozata, melyekre &,
eloszlasa Fy,(u) eloszldsban konvergdlnak az F(u) eloszlasfiggvényhez. Mds szavakkal ez
azt jelenti, hogy nli_)n;o F,(u) = F(u) az F(-) figgvény minden folytonossdgi pontjdaban.

Igaz a kovetkezo kapcsolat: Egy valészintiségi konvergencia = Sztochasztikus konver-
gencia = Eloszldsban valé konvergencia.

Megmutatjuk hogy, ha &,(w) — &(w) egy valdsziniiséggel, akkor definidlva az
A, = An(e) = {w: sup [€x(w) — E(w)] < 8} halmazokat kapjuk, hogy az egymésba

>n

skatulydzott A, halmazokra, (azaz A;(w) C Ay C --+), P U An) = 1. Ezért
n=1
hm P(A,) = 1. Mivel {|{,(w) —&(w)] < e} D A, P(Jén(w) —&(w)| < ) — 1, azaz
(|£n( )—&(w)| > e) — 0, han — oco. Ez azt jelenti, hogy az egy valészintiségii konver-
genciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia. A jegyzet tartalmazza a kovetkezo
eredményt is (Lemma 5.7 (i):

Valészintiségi valtozok &,, n = 1,2,..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal
egy valdszintiséggel egy £ valészinliségi véaltozohoz, ha az n,, = sup |§; — | valdsziniiségi
>n

valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden & > 0 szadmra

P(lim sup & — &| >e> =0.
n—00 k>n

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozokat konstrudlni, melyekre a &,,, n = 1,2, ..., sorozat sztochasztikusan tart &-hez,
de a &, sorozat nem konvergdl egy valdszintiséggel a & valdszintiséggel a & valdszinliségi
valtozéhoz.

Tekintsiik a kovetkezd (2, A, P) valdszinliségi mez6t: Q a [0,1] intervallum, A a
Borel mérhet$ halmazok o-algebrédja a [0.1] intervallumon, a P valészin{iségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

@) 1 haze[(n—2"27% (n+1-—2")27"]
gn x) =
1 haze[(n—2"27% (n+1-—2")27"]
akkor ha 2% <n < 281 k=12, .

és £(x) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra. Ekkor P(|&, — &| > ¢) = 27% minden ¢ > 0
szamra, ha 2F <n < 21 Tehat a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél
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a & valdszintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 0 minden 0 < z < 1 szamra,
n—od
ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valoszinliséggel a & valdoszinliségi valtozéhoz.

Azt mondjuk, hogy &1, &, ..., fliggetlen egyforma eloszldsi valészintiségi valtozok

teljesitik a nagy szdmok gyenge torvényét, ha ezek S, = & + - + &, Osszegeire — —
n

o S
E¢, sztochasztikusan, teljesitik a nagy szdmok erds torvényét, ha — — E&; egy
n

valészintiséggel, ha n — oo. Valéjaban, olyan becsléseket bizonyitanak, melyek fiiggetlen
(esetleg csak korreldlatlan), de nem feltétleniil egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk
normalizalt 0sszegérol szélnak.

Az 5.1 illetve 5.2 Tétel tartalmazza a nagy szamok gyenge torvényének a bi-
zonyitasat. A bizonyitas lényege a Csebisev egyenlétlenség.

Az itt szereplo eredményekben fontos szerepet jatszik az, hogy milyen momen-
tum feltételek teljestilnek az egyes valdszintliségi valtozokra. Az, hogy egy valdsziniiségi
valtozonak léteznek a magas momentumai azt jelenti, hogy viszonylag kis valdszinii-
séggel vesz fel nagyon nagy értékeket, ezért nem kell attél tartani, hogy néhany tag
extrém viselkedése rontja el a nagy szamok erds torvényének az érvényességét. fgy az
5.5 Tételben négy momentum létezése van feltéve. A nagy szamok torvényének az igazan
éles és nehezebben bizonyithato alakja a nagy szamok Kolmogorov féle erds torvénye,
5.11 tétel. Eszerint az eredmény szerint a nagy szdmok erds torvényének sziikséges
és elégséges feltétele az, hogy a valdszintiségi valtozok abszolut értékének legyen véges
varhaté értéke. A bizonyitasban szereplo elégségesség bizonyitasanak alaplépése a Kol-
mogorov egyenlotlenség. Ez az egyenlotlenség ugyanazt a becslést adja arra, hogy
fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok részletosszegeinek maximuma nagy-
obb mint egy x szdm, mint amit a Csebisev egyenl6tlenség ad arra, hogy a maximumban
résztvevo Osszegek koziil az utolsé nagyobb mint ez az x szam. Egy masik fontos tech-
nikai 1épés a bizonyitdsban a (nem valdszinliségszamitds tartalmi) Kronecker Lemma
((5.9) Lemma). Ennek bizonyitdsdban az ugynevezett Abel féle dtrendezés jatszik fontos
szerepet, melyet a jegyzetben “parcidlis szummazas”-nak neveznek.

Erdemes réviden elmagyarazni azt, hogy a nagy szamok erés torvényének miért
sziikséges feltétele az, hogy az Osszeadandok abszolut értékének legyen véges varhatéd
értéke. Azaz tegyik fel, hogy &1,&s, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszintliségi

Sn, .
valtozdk, S, = & + - -+ + &,. Azt allitjuk, hogy amennyiben lim — — ¢ valamilyen
n—oo N
konstanshoz (vagy valamilyen valdszin(iségi valtozohoz), akkor F|£1| < oo.

Be lehet latni, hogy F|¢| < oo akkor és csak akkor, ha Z P(|¢] > n) < oco. Jelolje

ugyanis F'(-) a £ valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét. Ezzel a jeloléssel F|E] < oo
akkor és csak akkor, ha [ |u|dF(u) < co. Tovabba ez az integral akkor és csak akkor

véges, ha > nP(n < |¢] <n+1) < co. (Miért?) Ezt az Osszeget atrendezve

n=0
S nP(n <l <n+1) =3 n(P(el > n) - P(le] > n+1)
n=0 n=0
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oo

Z (1] > n)[(n+1) —n] =Y P(¢| > n)
n=0

Innen kovetkezik az allitas.

Belatjuk az el6z6 eredmény és a Borel-Cantelli lemma segitségével, hogy ha a
&1,&9, ..., fiiggetlen egyforma eloszlast valdszintiségi valtozok sorozata olyan, hogy
o

n
azt jelenti, hogy ebben az esetben nem teljesiil a nagy szamok eros torvénye.

S
E|&1] = oo, akkor az n(w) sorozat egy valoszintiséggel divergens, ahol S, = > &. Ez
k=

Valéban, ha E|¢;| = oo, akkor > P(|&,| >n) = > P(|{&1] > n) = co. Tovabba az
=0 =0

n= n=
{w: [€n(w)] > n} események fiiggetlenek, ezért a Borel-Cantelli lemma szerint majdnem
minden w € € esetén |£, (w)| > n végtelen sok n indexre.

Ha w € 2 olyan pont, melyben az n(w)7 n =1,2,..., sorozat konvergens, akkor
n

Sn ) Shn Shn )

ebben az w pontban sup () < K(w), és lim ( BIC) — (w)) = 0. Vi-
1<n<oo n n—oo n+1 n
Sp+1(w)  Sn(w) Ent1(w) Sp(w)  Sp(w)

t7 - = ) 07 n < 1

o n n+1 * n(n+1) o n(n+1) Enr(@)] < m+

Sn :

minden n = 1,2,... szamra, ha az () sorozat konvergdl. Ez viszont csak nulla

valészintiségli w € €2 halmazra érvényes. Megfogalmazom bizonyitas nélkil, hogy
érvényes ennek az allitasnak a megforditdsa is, nevezetesen a kovetkezd tétel, amelyik
szerepel a jegyzetben.

Tétel. Legyen &1, &o, ..., fliggetlen egyforma eloszldsi valdsziniiségi vdltozok sorozata,
n Sn
és definidljuk az S, = > &k, n = 1,2,..., részletosszegeket. Az (w)’ n=12,...,
n

k=1
sorozat akkor és csak akkor konvergdl pozitiv valdszintiséggel, ha F|&1| < oo. Ha E|&1| <

00, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy szdmok erds torvényét, azaz

Sn
lim M = FE& majdnem minden w € Q-ra.

n— o0 n

Az iterdlt logaritmus tétel.

Ez az eredmény felfoghaté tigy mint a nagy szamok erds torvényének az élesitése.
Ez pontosabban kifejezi azt, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészinliségi valtozdk
Osszegeinek a lim sup-ja mekkora. Ez akkor érvényes, ha a valészintiségi valtozdknak
létezik masodik momentuma. Az iterat logaritmustétel a kovetkez6t mondja ki:

Iteralt logaritmus tétel. Legyenek &1 (w),&2(w),..., figgetlen, egyforma eloszldsi
valdszinidségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdszintiségi mezén, melyekre E&1(w) = 0,
Var & (w) = 0% < co. Ekkor

lim sup Glw) - thalw)

n—oo  4/2no?loglogn ’

majdnem minden w € () elemi eseményre,



§i(w) +---+En(w)

lim inf = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre,

n—oo  /2nc?loglogn

sot 1gaz a kovetkezo némileg élesebb allitas is:

I R 1 )

V/2no?loglogn Y

sorozat torloddsi pontjainak halmaza a [—1,1] intervallum egy valdszinidséggel.

Nem nehéz belatni a Csebisev egyenlotlenség vagy a centralis hatéareloszlastétel
segitségével, hogy tetszéleges a(n) — oo, ha n — oo esetén

(I&(w) £+ én(w)]
vna(n)

lim P

n—oo

< 6) =1 minden € > 0 szamra,

S(w)+ -+ & (w)
vna(n)

azaz a valoszinliségi valtozok sztochaszikusan konvergalnak nulla-

hoz.

A jegyzetben az allitas csak normalis valésziniiségi valtozok Gsszegére van bizonyit-
va. Az bizonyos fokig standard, de meglehetésen faraszté 1épéseken alapul. Egyrészt a
normaélis eloszlasfiiggvény végtelenben valé viselkedését kell leirni, (Lemma (6.2) ezutén
részben a Borel-Cantelli lemmaét alkalmzzuk illetve a

b (8@ T b
\/2no?loglogn

és

Pl sup GW +-+&w)
1<k<n +/2no?loglogn

alaki eseményekre kell jo becslést adni. Ez utébbi célbdl szerepel a bizonyitasban a
tiikrozési elv (Lemma 6.3).

Megjegyzések a gyenge konvergencia cimi fejezethez.

A legfontosabb azt megérteni, hogy a gyenge konvergencia fogalma a szamegyenesen
mér targyalt eloszldsban valé konvergencia dltaldnositdsa (szeparabilis) metrikus tereken
értelmezett valdszinliségi mértékekre. Azaz, arrél van szd, hogy amennyiben olyan
valésziniiségi valtozok (mérhet6 fliggvények) sorozatat vessziik, melyek értékiiket nem
feltétlentil a szamegyenesen, hanem esetleg egy altalanos téren veszik fel, akkor mikor
mondhatjuk, hogy ezen valdszintiiségi véltozok eloszlasban (azaz gyengén) konvergélnak
egy ugyanazon a téren értelmezett valdsziniségi valtozéhoz. Az el6bb mondottak spe-
cidlisan azt jelentik, hogy valds értékli valdsziniiségi valtozok eloszlasban valo, illetve
gyenge konvergencidja megegyezik.

Megbeszéltiik, hogy a szamegyenesen is az eloszlasban vald konvergencia esetén az
eloszlasfiiggvények konvergenciajat csak a hatareloszlds folytonossagi pontjaiban kove-
teljiik meg. Nem meglepo, hogy ennek a megszoritdsnak valamilyen médon 6roklodni
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kell altalanos terekben is. Raadasul altalanos esetben nem beszélhetiink eloszlasfiiggvé-
nyekrol. A fejezet {6 eredménye a 7.2 Lemma, amelyik ekvivalens megfogalmazésait adja
a gyenge konvergencidnak. Ezek koziil az (i) jellemzés a szamegyenesen megegyezik az
eloszlasban valé konvergencia altalunk megadott jellemzésével. Annak érdekében, hogy
megértsitk a (iii) és (iv) jellemzéseket, azt hogy miért van limsup a lim helyett zart
halmazok, illetve liminf a lim helyett nyilt halmazok esetén, tekintsiik a kovetkezd

egyszeri példat. Tekintsiik a szamegyenest, és legyen rajta x,, n = 1,2,..., olyan
szamsorozat, melyre x,, — xg valamilyen xy szamra Legyen tovabba az x, sorozat
olyan, hogy x, # xg, ha n > 1. Definidljuk azon u,, n = 0,1,2,..., valésziniiségi
mértékeket, melyek az x, pontba vannak koncentralva, n = 0,1,2,..., azaz legyen

pn(A) =1, haz, € A, és p,(A) =0, ha x,, ¢ A. Ekkor mint azt természetes varni, a
pn mértékek gyengén konvergdlnak a pg mértékhez. Tekintsiik az F' = {x(} egyelemii
halmazt. Ekkor F' zért halmaz, ., (F) =0, han > 1, és uo(F) = 1. Ez azt jelenti, hogy
lim sup p, (F) < po(F') erre a zart halmazra, ami konzisztens a (iii) tulajdonsdggal, de
nem irhatunk limeszt és egyenlGséget a limsup és < helyett. Hasonldéan, ha a G =
R\ {z} halmazt tekintjiik, azaz az F halmaz komplementerét, akkor a G halmaz nyilt,
pn(G) = 1, han > 1, és ug(G) = 0. Ez azt jelenti, hogy a (iv) tulajdonséig teljesiil
ebben az esetben, de nem irhatunk egyenlGséget és limeszt ebben a formuldban sem.

A feltételes valosziniiségril és feltételes varhato értékrol

A feltételes valdszintiség és feltételes varhatd érték nulla valdszintiségi feltételek
mellett is definidljdk, de az igy definidlt fogalmak a valdsziniiségszamitas legnehezebb
fogalmai kozé tartoznak. Ahhoz, hogy e fogalmakat jobban megértsiik, probaljuk el6szor
megérteni azt, hogy milyen szemléletes képet akarunk ennek a definiciénak a segitségével
megfogalmazni. Ennek érdekében tekintsiik a kovetkezd példat.

Van tiz darab lampank, ezek élettartama egyméstdl fiiggetlen, (exponencidlis el-
oszlassal és) 25 éra varhaté értékkel. Egy foglalatba betessziik az elsé lampét, hogy
bevilagitson egy termet. Ha a lampa kiégett azonnal kicseréljiik a kovetkezé lampara.
Els6 kérdés: Mit varunk varunk, mennyi ideig elegendo a tiz lampa egylittesen a terem
bevilagitasahoz? A természetes valasz az, hogy ez a tiz lampa egylittes élettartamanak
a varhato értéke, azaz 10x25 éra. A méasodik probléma a kovetkezd: Megfigyeljiik, hogy
melyik idépontban cseréljiik ki a masodik lampat. Mit varunk ennek az informaciénak
az ismeretében a tiz lampa egyiittes élettartamara? Ha ez a csere 48 ora 22 perc miilva
torténik meg, akkor a természetes becslés a 10 lampa egyiittes élettartamara 48 ora 22
perc plusz 8 x 25 ora, azaz 248 ora 22 perc. Ha ez a csere 51 6ra 19 perc mulva torténik,
akkor hasonldéan azt varjuk, hogy ez az idétartam 251 6ra 19 perc.

A fenti példa nem 6nmaga miatt érdekes szamunkra, hanem azért, mert ramutat
arra, hogy természetes felvetni a kovetkez6 kérdést. Adva egy esemény vagy egy valdszi-
niségi valtozo, akkor érdekelhet minket ennek az eseménynek a valdszintisége vagy va-
16szintiségi valtozonak varhato értéke. El6fordulhat, hogy mas eseményekenek bekovet-
kezését vagy be nem kovetkezését mas valdszintliségi valtozok felvett értékét meg tudjuk
figyelni, és ezen plusz informaécié ismeretében akarjuk megbecsiilni a minket érdeklo
esemény valoszinliségét vagy valdszinliségi valtozo varhato értékét. Ekkor természetes
olyan becslést adni, amelyik ezeket a plusz informacidkat is figyelembe veszi. Az el6zo
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paragrafusban is ilyen kérdést fogalmaztunk meg. Ott meg akartuk becsiilni tiz valo-
szintiségi valtozo Osszegének a varhato értékét azon feltétel mellett, hogy az els6 két
valtozd Osszegének az értéke ismert. Ennek a kérdésnek a természetes altalanositasa
vezet a feltételes valdsziniiség és feltételes varhato érték fogalmahoz.

Az el6z6 példa azt sugallja, hogy egy A halmaz feltételes valdszintiségét feltéve
bizonyos &1, ...,&, valdszinliségi valtozdkat gy érdemes definidlni, mint a &1,...,&
valésziniiségi valtozok alkalmas (Borel) mérhet6 fiiggvényét, azaz P(A|€1 = x1,...,&k =
r1) = fa(xy,...,21), ahol fa(wy,...,zx) Borel mérheté fiiggvény az RF k-dimenzids
euklideszi térben, és azt méri mennyire valészinli az A esemény feltéve, hogy & =
T1,...,& = x. Ezt a valdszintiséget implicit médon tudjuk definidlni. Azt varjuk,

hogy

P (&1, &) € [m1, 21 +da] X -+ X [mg, 71 + dag] N A)
=P (&, &) € [r1, 21 +dzq] X - X [xg, 2 + dag]) fa(ze, ... xp)

Ez az azonossag azonban semmitmondd, mert az azonossag mindkét oldala nulla. Vi-
szont ez egy tartalmas allitassa valik, ha ezt az azonossagot kiintegraljuk. Ez azt su-
gallja, hogy teljesiilnie kell a

P(AN{(&,...,&) € B})

= / fA(xla e 7mk)P (61 S [xlaxl + d$1]7 cee 3516 € [xkaxk + d(L’k])
(ml,...,mk)EB

:/ falzy,...,zp)F(dz, ..., doy) (%)
(ZEl,...,xk)GB

azonossagnak, ahol B az RF k-dimenziés tér tetszSleges (Borel) mérheté halmaza,
F(zy,...,x,) pedig a k-dimenzids (&1, .. .,&k) valoszintiségi véltozd eloszlasfiiggvénye.
Az analizis egy fontos eredményébdl, a Banach—Hahn tételbol kovetkezik, hogy létezik
olyan f4(-,-,-) fliggvény mely teljesiti a (*) azonossigot minden mérheté6 B halmazra,
és ezek az azonossigok lényegében egyértelmiien meghatarozzak ezt az fa feltételes va-
16szintiség fiiggvényt. Annak érdekében, hogy megértsiik a lényegében egyértelmiien
kitétel értelmét jegyezziik meg, hogy ha egy fa fliggvény teljesiti a (x) azonossdgok
rendszerét, akkor megvaltoztatva ezt az fa fiiggvényt egy a (&1,...,&) valdsziniiségi
valtozok F eloszlasa altal meghatarozott mérték szerint null mértékii halmazon, akkor
olyan 1j fliggvényt kapunk, mely szintén teljesiti a fenti egyenletrendszert. Az, hogy a
(%) azonossagot minden B halmazra teljesito f4 fiiggvény lényegében egyértelmiien meg
van hatdrozva azt jelenti, hogy ha két fu és fa fiiggvény teljesiti a (%) azonossagot a

k-dimenziés euklideszi tér minden B Borel mérhetd halmazara, akkor fa(x1,...,7x) =
fa(zy,...,xp) az F eloszlds szerint meghatérozott mérték szerint majdnem minden
(1,...,2)) pontra.

Hasonlé gondolatmenet segitségével kapjuk meg egy n valdszintiségi valtozd, E|n| <
00, gn(x1,...,28) = EM|&1 = x1,...,& = xy) feltételes varhaté érték definicidjat
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feltéve a &1 = x1,..., &k = x feltételeket. Ezt az

En()I ({w: (&1(w), ..., & (W) € A}) = /An(w) dP(w)

()

= / gn(z1,. .. xp)F(dey, ..., doy)
A

relacidk definidljak, ahol I(B) jeloli egy B C € halmaz indikétor fiiggvényét, A a
k-dimenziés R* euklideszi tér tetszéleges Borel mérhetd részhalmaza, F(x1,..., 1) a
(&1,...,&,) véletlen vektor eloszlasfiiggvénye. Azt, hogy ilyen g, (z1,...,x) fliggvény
valoban létezik, és ez a g, fliggvény az F'(z1,...,xy) eloszldsfiiggvény altal meghatéaro-
zott mérték szerint egy valdsziniiséggel meg van hatarozva szintén a Banach—Hahn tétel
segitségével lathatjuk.

Miel6tt megtargyalnank a fent emlitett Banach—Hahn tételt, megfogalmazzuk a
feltételes valészinliség és varhato érték fogalmat némileg dltalanosabb esetben. Eléfor-
dulhat ugyanis, hogy az elézetes informacioéink, melyek alapjan egy halmaz valészinti-
ségére vagy egy valdsziniiségi valtozd értékére becslést akarunk adni nem tomorithet6
véges sok valdsziniiségi valtozd megfigyelt értékébe. Ahhoz, hogy a feltételes valészini-
ség és feltételes varhaté érték fogalmat természetes modon meg tudjuk fogalmazni ebben
az altalanosabb esetben is, el6szor azt kell tisztaznunk, hogy mit jelent az &ltalanos
esetben az, hogy bizonyos megfigyelt események fliggvényéként akarunk valamit meg-
becsiilni.

Ha meg tudunk figyelni megszamlalhaté sok eseményt, akkor meg tudjuk figyelni
ezek unigjat, metszetét, illetve mindegyik esemény komplementerét. Ez azt jelenti,
hogy ezek az események egy o-algebrat alkotnak. FEzért az altaldnos kérdés ugy fo-
galmazhat6 meg, hogy adva egy (2,4, P) valdsziniiségi mezén F C A o-algebra és
egy n valésziniiségi véltozo, melyre E|n| < oo, illetve A esemény, akkor definidljuk a
P(A|F)(w) feltételes valoszintiségi valtozdt, illetve E(n|F)(w) feltételes varhaté értéket
feltéve a F o-algebrat. Az, hogy a F o algebra ismeretében akarjuk megbecsiilni az A
halmaz valdsziniiségét illetve n valésziniiségi valtozé értékét a P(A|F)(w) és E(n|F)(w)
feltételes valészintiség definicigjaban, azt jelenti, hogy

i.) A P(A|F)(w) feltételes valdszintiség F mérhet6 fiiggvény.
i"). Az E(n|F)(w) feltételes varhaté érték F mérhetd fliggvény.

A F o-algebra szerinti feltételes valészintiség és feltételes varhato érték definicidjat
a (x) képlethez vezetd érveléshez hasonléan a kovetkezé médon prébaljuk definidlni a
P(A|F)(w) feltételes valdszintiséget és E(n|F)(w) feltételes varhatd értéket.
ii.) P(ANB) = / P(A|F)(w) dP(w) minden F mérhet6 B halmazra.
B
ii.") / N(w) dP(w) = / E(n|F)(w) dP(w) minden F mérhet§ B halmazra.
B B

A feltételes valdsziniliség és feltételes varhaté érték definicidja. Legyen adva
eqy (Q, A, P) valdsziniségi térnek eqy F C A rész o-algebrdja. Legyen tovabbd adva egy
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A € A esemény vagy egqy n(w), En(w)| < oo wvaldszinidségi viltozé ezen a valdsziniiségi
mezén. Az A esemény P(A|F)(w) feltételes valosziniisége feltéve a F o-algebrdt olyan
valdszinidségi valtozé mely teljesiti az i.) és ii.) tulajdonsdgokat. Az n(w) valdsziniségi
vdltozé E(n|F)(w) feltételes varhato értéke feltéve a F o-algebrat olyan valdsziniségi
vdltozd, mely teljesiti az i.") és ii'.) tulajdonsdgokat.

Tisztdzni kell, hogy a fenti definici6 tényleg meghatarozza a P(A|F)(w) feltételes
valdszintiséget és F(&|F)(w) feltételes varhato értéket. Ez az aldbb megfogalmazandd
Banach—Hahn tétel kovetkezménye. Ezenkiviil meg kivanjuk érteni az altalanos es-
etben defininidlt P(A|F) illetve E(n|F) feltételes valésziniiség és feltételes vérhaté
érték kapcsolatat az el6zdleg specidlis esetben definidlt P(A|{; = x1,...,& = o) és
E(n|€ = x4, ..., & = x3,) kifejezésekkel.

Annak érdekében, hogy a Banach—Hahn tételt megfogalmazhassuk el6bb be kell
vezetni a kdvetkezo definiciét.

Definicié: Egy mérték abszolut folytonossaga egy masik mérték szerint.
Legyen 1 véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv) elGjeles mérték egy Q) téren
értelmezett F o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p
mérték szerint, ha minden olyan C € F halmazra, melyre ;1(C) =0, a v(C) = 0 reldcio
18 teljestil.

Banach—Hahn tétel. Legyen adva egy §2 tér, rajta eqy F o-algebra, tovabbd ezen a F
o-algebrdn eqy p (véges) mérték ésv (véges) eldjeles mérték. Tegyiik fel, hogy a v eldjeles
meérték abszolut folytonos a pu mértékre nézve. Akkor létezik olyan az 2 téren definidlt
valds értékii F mérhetd f(w) figguény, melyre [ |f(w)]du(w) < oo, és [, f(w) du(w) =
v(C) minden C' € F halmazra. Tovdbbd ez az f(w) figgvény egyértelmi a kiévetkezd
értelemben. Ha két f1(w) és fo(w) F mérhetd figguény teljesiti a fenti reldciét minden
C € F halmazra, akkor fi(w) = fa(w) a p mérték szerint majdnem minden w € €
pontban.

Jegyezziik meg, hogy az a kitétel, hogy a Banach-Hahn tételben meghatarozott
f(w) mérték csak p majdnem mindeniitt van meghatdrozva természetes. Ha egy f(w)
fiiggvény teljesiti a Banach—Hahn tételt, és a p mérték szerint null mértékii halmazon
megvaltoztatjuk ezt a fiiggvényt, akkor ez a megvaltoztatott fiiggvény is teljesiti a
Banach—Hahn tételben megkovetelt tulajdonsagokat.

A Banach—Hahn tételbdl egyszeriien kovetkezik a feltételes varhato érték 1étezése.
Valéban, ha adva van egy (£2,.A, P) val6sziniiségi mez6, azon egy F C A o-algebra
valamint egy &(w) valésziniiségi valtozo, melyre F|{| < oo, akkor alkalmazzuk a Banach—
Hahn tételt a kovetkez6 valasztéssal: Legyen a p mérték a P valdszinliségi mérték,
pontosabban annak megszoritasa az F o-algebrara, és definidljuk a v eldjeles mértéket
az F o-algebran a kovetkezd formula segitségével: v(F) = [, n(w)dP(w) minden F € F
halmazra. Ekkor a Banach—Hahn tételt alkalmazhatjuk a p mértékre és a v elGjeles
mértékre, mert a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mérték szerint. E tétel szerint
létezik olyan f(w) F mérhetd figgvény, melyre v(F) = [, f(w)u(dw) minden F € F
halmazra. Ez pedig azt jelenti, hogy a Banach—Hahn tétel segitségével konstrualt f(w)
figgvény az F(n|F)(w) feltételes varhaté érték.
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A gy(z1,...,21) = E(|& = 21, ..., & = xy) feltételes varhato értéket hasonléan
definidlhatjuk csak ekkor mas p mértékkel és v el6jeles mértékkel dolgozunk. Ekkor
mind a p mértéket mind a v elSjeles mértéket az R* k-dimenziés euklideszi tér Borel
mérheté halmazain definidljuk. A p mérték a (&1,...,&) véletlen vektor eloszldsa az
RE tér B € B Borel mérhetd részhalmazain, azaz pu(B) = P((¢1,...,&) € B), B € B,

.....

Hahn tétel alapjan létezik olyan g, (z1,..., ) Borel mérhetd fiiggvény a k-dimenzids
euklideszi téren, melyre v(B) = [, gn(21,...,2x)p(dxy, ..., dzy). Ekkor be lehet latni,
hogy ez a g, fliggvény a g,(z1,...,2x) = E(n|§1 = x1,...,& = xy) feltételes varhato
érték.

A feltételes valdszintiség fogalmaval nem kell kiilon foglalkoznunk, mert a feltételes
valészintiiség és feltételes varhaté érték definicigjabdl kovetkezik, hogy tetszoleges mér-
het6 A halmazra és annak [ 4(w) indikator fiiggvényére P(A|F)(w) = E(1z(w)|F)(w) és
P(Al& (w) = 21, .., &k(w) = x) = E(xa(w)|é1(w) = 21, ..., & (w) = k). A tovabbi-
akban egyrészt meg kivanjuk targyalni az E(n|F)(w) és E(n|é1(w) = 21, ..., {k(w) = xx)
feltételes varhaté értékek kozotti kapesolatot abban az esetben, ha F = o(£y1,...,&k), a
&1, ..., & valdszintliségi valtozok altal generalt o-algebra, azaz az a legsziikebb o-algebra,
melyben az 6sszes &1 (w), ..., &k (w) valdszintliségi valtozé mérhetd fliggvény. Ezenkiviil
felsoroljuk a feltételes varhaté érték legfontosabb tulajdonsagait, és azt, hogy hogyan
lehet szdmolni a feltételes varhato értékkel. Ez azért is fontos, mivel a feltételes varhato
értéket csak implicit médon (a Banach—Hahn tétel segitségével) tudjuk definidlni. Ez
a f6 oka annak, hogy csak nehezebben tudunk a feltételes varhato érték segitségével
szamolni.

Az els6 kérdés megértéséhez sziikségiink van a kovetkez6 (nem trividlis) mértékel-
méleti eredményre.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd, azon &1 (w), . . ., &k (w) valdszindsé-
gi valtozok. Jeldlje F a &1 (w), ..., &k (w) valdszindiségi vdltozok dltal generdlt o-algebrdt.
Egy n valoszinidségi viltozo akkor és csak akkor mérhetd erre az F o-algebrdra, ha létezik
a k-dimenziés R* euklideszi térben olyan Borel mérhetd f(z1,...,x1) fiigguény, melyre

nw) = fl&(w), . & (w)).

(Megjegyezziik, hogy a tételben tekintett f(x1,...,xx) Borel mérhetd fiiggvény
nincs egyértelmiien meghatarozva. A fent kimondott tétel tulajdonképpen a jegyzetben
szerepl6 1.13 Allitds némileg altaldnosabb forméban.)

Legyen F egy &1(w),...,&k(w) valdszintliségi valtozok éltal generdlt o-algebra, és
n(w), Eln| < oo tetszéleges valészinliségi valtozo. Ekkor az E(n|F)(w) F mérhetd
val6szintiségi véltozé az el6z6 tétel alapjan felirhaté E(n(w)|F) = gn(&1(w), ..., &k (w))
alakban, ahol g,(z1,...,z) k-véltozés Borel mérhetd fiiggvény. Azt allitjuk, hogy
ekkor E(n|¢1(w) = z1,...,&k(w) = x,) = gy(x1,...,2). Ehhez azt kell ellendrizni
integréltranszformacié segitségével, hogy a ii’.) relaciébdl kovetkezik a (xx) relacid, ha
a ii’.) reldciéban B = {w: (§1(w),...,&k(w)) € A} halmazt vélasztunk. Hasonl6an
be lehet latni, hogy ha E(n|¢1(w) = z1,...,&(w) = zx) = gy(z1,...,25), akkor
EnF)(w) = gn(&1(w),...,&k(w)). Ehhez, azt kell észrevenni, hogy az elébb kimon-
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dott tétel alapjin egy B € F halmazra létezik olyan A Borel mérhet halmaz az R*
k-dimenzids téren, melyre B = {w: (&1 (w),...,&k(w)) € A}. Ezutan be lehet latni az
integréltranszformdcié segitségével, hogy a (xx*) relaciobdl kovetkezik a ii’.) reldciébol.

Felsoroljuk a feltételes varhato érték legfontosabb tulajdonsigait. Ezek bizonyi-
tasat, ami viszonylag egyszeri elhagyjuk. Ezek és néhany egyéb allitas szerepel a 9.5
tételben. Rogzitsiink egy (2,4, P) valdszintiségi mez6t. Az alabbi tulajdonsdgokban
szereplo valészintiségi valtozok ezen a valdsziniiségi mezon vannak értelmezve.

1. Ha ) |ag|E|&k| < 00, F C A tetszOleges o-algebra, akkor
k=1

E (Z arE (&
k=1

2. Ha E|f| < o0, G C F C A tetszbleges o-algebrdk, akkor E (E(¢|F)|G) (w) =
E(£|G)(w) majdnem minden w € 2 pontban. Specidlisan E (E¢|F) = E¢.

3. Ha £ olyan valdsziniiségi valtozd, melyre P(a < £ < b) = 1 alkalmas —o0 < a <
b < oo szamokkal, F C A o-algebra, akkor a < E(¢|F)(w) < b majdnem minden
w € ) pontban.

4. E(§|A)(w) = &(w). Ha A jeloli a trividlis o-algebrat, amelyik csak az  és () {ires
halmazbol 411, akkor E(€]Ag)(w) = EE.

5. Ha FE|{] < 0o, F C A, a £ valésziniiségi valtozé fliggetlen az F o-algebratdl, azaz
ha tetszéleges F' € F és a szdmegyenesen 1évé Borel mérheté B C R! halmazokra,
P{w: {(w) € B}NF)=P({w: £(w) € B})P(F), akkor E(¢|F)(w) = EE.

6. Ha E£? < oo, En? < 0o, F C A, a € val6szintiségi véltozé F o-algebrara mérhetd
val6szintiségi valtozd, azaz tetszéleges a szdmegyenesen 1é6v6 Borel mérheté B C R!
halmazra, {w: {(w) € B} € F, akkor E(¢n|F)(w) = &(w)E(n|F)(w) majdnem

minden w € €2 pontban.

f) (w) = Z ar E(&x|F)(w) majdnem minden w € Q pontban.
k=1

A fenti allitasok egyik érdekes kovetkezménye a kovetkezo tulajdonsag. Tekintsiink
egy & valészintiségi valtozét, melyre E¢2 < oo. Ekkor a

(W) = E(E]F)(w) + (£(w) = E(¢|F) (W)

felbontas olyan, hogy az 6sszegben szerepl6 két valdszintiségi valtozd egymasra meroleges
az (€, A, P) téren négyzetesen integralhato6 fiiggvények (Hilbert) terében, azaz

E(EF)(w) (€(w) = E(¢]F)(w)) = 0.

Ebbél a ténybdl, illetve a Hilbert terek néhény (egyszerii) alapvetd tulajdonsdga segit-
ségével lathato, hogy

TEW - BEPH@ = it B(Ew) — ()’

,,,,,
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A hatodik pontban megfogalmazott tulajdonsidg fontos mind a valészin(iségszami-
tasban mind a statisztikaban. Ugy lehet interpretalni, hogy az E(£|F)(w) feltételes
varhatd érték a & valdszinliségi valtozd legjobb kozelitése F mérhetd valdszintiségi
véltozéval (az Lo(2, A, P) térben).

A matematikai statisztikdban bizonyos vizsgalatokban sziikség van feltételes elosz-
lasokkal val6 szamoldsra. Az itt felmeriil6 kérdések azonban egyszertibbek. Olyan tipusi
kérdések meriilnek fel, melyekben adott egy (&1, ..., &k, Ekt1,- -, Ekt1) Véletlen vektor,
melynek 1étezik f(x1,...,z,4;) slrliségfiiggvénye, és ki akarjuk szdmitani a

(517 C a€k7€k—|—17 s 7€k+l)

véletlen vektor egy h(&1,..., &k, Ektts - - -, Eprr) Tliggvényének feltételes varhatd értékét
a &kl = Thaly--- &k = x4 feltételek mellett. Ez azért egyszerlibb az el6zoleg
vizsgalt kérdéseknél, mert ebben az esetben a felmeriil6 feltételes eloszlasokat explicit
moédon kiszamithatjuk. Azt &allitjuk, hogy ebben az esetben a (&1,...,&) feltételes

strliségfiiggvénye feltéve a x11 = Tpy1, ..., 1 = T4 feltételeket
fl@, o o, Ty, Teg)
f(:L'l, ooy TR | Th41y - - - xk—i—l) =
T T I( Tkt 1y Thtt) ’
ahol
g(xk—klv s 7'rk+l) = /f(mla sy Ty Tht1y - - - 7xk—|—l) dl’l, s dl‘k,
azaz a Ek41,. .., &K+ véletlen vektor slirtiségfiiggvénye. Ez azt jelenti, hogy tetszoleges

Borel mérheté A C R* halmazra

P({w: (&1(w), - k(W) € Aér41(W) = Tht1, - -5 Spr(w) = Thp1)
:/Af(x17'“7xk’xk+17~";xk+l) d.’L’l d:l?k

Illetve a (%) formula alapjén azt kell ellenérizni, hogy minden A ¢ R¥ és B € R! Borel
mérheto halmazparra

P{w: (&i(w),... & (w)) € Ay N{w: (§kt1(w), ..., &k+i(w)) € BY)

:/ /f(:l]‘l,...,$k|$k+1,...,1’k+l)dl‘1... d:l’:k g(a:k+1,...,xk+l)da:k+1...da:k_i_l.
B A

Ez az azonossag viszont érvényes, mert

/ [/ [y, k| Trg1s - Thgr) doy oo dog | g(Trg1s - o Thogt) dTggr - .- dTpyg
B lJa

:/A Bf(xl,...,xk,xk+1,...,xk+l)d$1... dwkdazk+1... d:L'k_H
=P ({w: (&1(w), -, &(w)) € A} N{w: (Ert1(w), -, Erri(w)) € BY) .
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Be lehet latni, hogy egy h(z1,..., 2k, Tkt1, ..., Tp4r) fliggvényre

R(&1, - &k Chgts - o s Skt St = Thg1s -, Sl = Thopt)
— /h(xl,...,xk,karl,...,ackﬂ)f(xl"”’xk’ka"”’ka) dzy ... dxy.
g(xk-l-lw"uxk-l-l)

Ennek a formulanak a bizonyitasat, mely ugy torténhet, hogy elébb a legegyszeriibb
h fiiggvényre bizonyitjuk, majd alkalmas hataratmenettel altalanos fiiggvényekkel el-
hagyjuk. A fent targyalt formuldk segitségével be lehet bizonyitani néhany érdekes
formulat a feltételes eloszlasokra, ezt azonban idohidny miatt nem tessziik.
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