A merész jatékok stratégiaja

A kovetkezo problémaval foglalkozunk: Tegyiik fel, hogy feltétleniil ki kell fizetniink
1000 forintos addssagunkat, de csak 600 forintunk van. Egyetlen lehetoségiink, hogy a
még sziikséges 400 forintot megszerezziik az, hogy egy kaszinéba megyiink, ott jatszunk,
és a sziikséges pénzt megnyerjiik. Minden egyes jaték sordan mi donthetjiik el, hogy
mekkora tétet tesziink fel. Tegyiik fel, hogy egy olyan jatékot jatszhatunk a kaszinéban,
melyben a feltett tétet 0.49 valdszintiséggel megduplazzuk, 0.51 valdsziniiséggel pedig
elveszitjiik. Kérdés, hogyan érdemes jatszani, milyen téteket érdemes feltenni. Belatjuk,
hogy az ugynevezett merész jatékok moddszere optimalis stratégia. Ez azt jelenti, hogy
minden 1épésben vagy a teljes vagyonunkat tessziik fel, (ezt tessziik abban az esetben, ha
a pillanatnyi vagyonunk kisebb mint a sziikséges 1000 forint fele), vagy pedig pont annyi
tétet tesziink fel, ami nyereség esetén biztositja a sziikséges 1000 forint megszerzését a
kovetkezo 1épésben.

Az allitas bizonyitasa:

A vizsgalatban hasonlé mddszert kovetiink, mint a Szindbad probléma és a sec-
retary probléma megoldasdban. Az emlitett feladatokban az ugynevezett backward
induction segitségével kiszamoltuk mi az optimalis stratégia és az optimalis eredmény
abban az esetben, ha csak az utolsé k 1épésben allhatunk meg, £k = 0,1,2,.... Tekint-
siik azt a jatékot, melyben a jaték minden lépésében a feltetett tétet megduplazzuk p,
0<p< %, valészintiséggel, és elveszitjik 1 — p valészintiséggel. A kezdeti idopontban a
sziikséges Osszeg t-szeresével rendelkeziink. Célunk, hogy minél nagyobb valdszintiséggel
megszerezzik a sziikséges Osszeget.

Belatjuk indukciéval, hogy amennyiben csak k 1épésben jatszhatunk, £ = 0,1,2,...,
akkor a merész stratégia optimdlis. Ennek érdekében tekintjiik azt az Ry(t) fliggvényt,
t>0,k=0,1,2,..., amelyik azt fejezi ki, hogy ha legfeljebb k jatékot jatszhatunk, és a
kezdeti 1épés elott a sziikséges Osszeg t-szeresével rendelkeziink, akkor mi a valészinlisége
annak, hogy optimalis stratégia esetén megnyerjiik a sziikséges Osszeget. Ezeknek a
fliggvényeknek belatjuk bizonyos tulajdonsagait, melyek lehetové teszik az allitds bi-
zonyitasat. Vegyik észre, hogy

0 haO0<t<1,

Roft) = { 1)

1 hat>1.
és
Ri(t) = Org?i(t{(l —p)Ri—1(t —s) + pRr—1(t +s)}, k>1. (2)
Vezessiik be ezen kiviil az aldbbi R (t), k = 0,1,2,..., fiiggvényeket, melyek mint latni
fogjuk szoros kapcsolatban vannak az elébbi Ry (t) fiiggvényekkel.
Ro(t) = Ro(t)

pRL(2t) ha0<t<
Ri41(t) = X
p+(1—p)Rp(2t — 1) ha o <t <1



Annak érdekében, hogy a feladatot megoldjuk, meg kell érteniink az indukcios
moédon definidlt Ry (t) fliggvények néhany tulajdonsigat. El6szor fogalmazzuk meg e
fliggvények alabbi egyszerii, de fontos tulajdonsagat.

Tétel. A (3) formuldval definidlt Ry, (t), k =0,1,2, ..., figguényeknek megvan az aldbbi
tulagdonsdguk, ha 0 < p < 3

a.) Az Ry(t) fiigguény konstans minden (j — 1)27F <t < j27F 1 < j < 2F interval-
lumban.

b.) Halg > ko akkor Ry, (727%0) = Ry, (527%0) minden 0 < j < 2% indeare.
c.) Az Ry(t) fiigguény monoton né a t vdltozéban minden k > 0 szdmra.
d.) Hat=u2"F s=0v2"% 0<wu<wv egész szdmok, akkor

R (t) > pRi(t + s) + (1 — p) Ri(t — s).

e.) Ri(t) = Ri(t), hat = j27F, 0 < j < 2%, ahol az Ry(t) figgvényt az (1) és (2)
formula definidlja. S6t Ry (t) = Ri(t) minden 0 <t <1 szdmra.

Bizonyitds: A Tétel allitasat teljes indukcidval bizonyitjuk. Az allitas igaz k = O-ra.
Ugyancsak konny ellendrizni az allitas helyességét a k = 1 esetben. Tegytik fel, hogy az
igaz k-ra, és lassuk be k+ 1-re. (A b.) allitas ugy értend6 a k-ik idukcids 1épésben, hogy
az érvényes minden 0 < ko < lp < k, 0 < j < 2F0 szampéarra. A Tétel legtartalmasabb
része a d.) pont, és ennek bizonyitdsa igényli a legtobb munkat. A bizonyitast ezzel a
ponttal kezdjiik.

A d.) pont (indukcids) bizonyitdsa: A d.) éllitast kilon latjuk be az a) 0 < ¢
b) 4 <t—s<1,¢)0<t—s<t<3<t+s5<1d)0<t—s<5<t<
esetekben.

Az a) esetben, (amikor t = u2~ (k1) s = 2=+ 0 <y < ),

"‘SS%:
t+ s <

Rp1(t) = pRiga(t +5) — (1 = p) Ry (t — 5)
= pRi(2t) — p* Ry, (2(t + 5)) — p(1 — p) Ri(2(t — 5))
= p (Rk(2t) — pRi(2t + 2s) — (1 — p) Ry (2t — 25)) > 0

az indukcios feltevés alapjan.
A b) esetben, amikor % <t—-s<t<t+s<l1

Rit1(t) = R4 (t+5) — (1 = p) Risa (t — 5)
=p+ (1 =p)Rp(2t = 1) —p*> = p(1 = )R (2(t + 5) — 1)
—p(1—p) — (1 —p)*Re(2(t —s) — 1)
=(1-p) (Re(2t = 1) = pRi(2t — 1+ 2s) — (1 — p)Ri(2t — 1 — 2s)) > 0.
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A ¢) esetben, amikor 0 <t —s <t <

Rpy1(t) = pRrya(t +5) — (1 = p) Rpqa (t — 5)
= pRy(2t) — p* — p(1 — p)Ri(2(t +5) — 1) — p(1 — p) Ri(2(t — 5))
=p[Ri(2t) —p— (1 — p)R(2t + 25 — 1) — (1 — p) Ry (2t — 25)] .
Vegyiik észre, hogy t > %, mert 2t >t + s > % Innen
Ry (t) = pRiya(t +5) — (1 = p) R (t — 5)
=plp+ (1 —p)Ri(4t —1) —p— (1 — p)Ri(2t + 25 — 1) — (1 — p) Ry,(2t — 25)]
=p(1 —p) [Ri(4t — 1) — R(2t + 25 — 1) — Ry (2t — 2s)]

=1 -p) |:Rk (2t — %) — PRy (2t + 25 — 1) — pRy(2t — 23)} :

Most fogjuk kihasznalni a p < % feltételt. Eszerint,
— 1 _ _
(1—p) [Rk (215 — 5) — pRr(2t +2s — 1) — pR(2t — 28)]

> (1—p) {Rk (Qt — %) — pRy(2t +25 — 1) — (1 — p)pRy (2t — 23)} >0,

ha 2t +2s —1 > 2t — 2s, és a 2t + 2s — 1 < 2t — 2s eset hasonléan targyalhaté. Innen
kovetkezik a d.) pont allitdsa a c) esetben is.

A d) esetben, amikor()gt—sgégtgt—l—sgl

Riy1(t) — pRrs1(t+5) — (1 — p)Rpga (t — s)
=p+ (1 —p)R(2t — 1) —p* = p(1 — p)Rp(2(t + 5) — 1)) — p(1 — p) R (2(t — 5))
=(1-p) [p+ Re(2t — 1) — pRi(2t + 25 — 1) — pRy (2t — 25)] .

>t,mert 1 > t+s=2—(t—s) >2t—4. Ezért 0 <2t—1<

Y

N[

?Ovébbé % L,
R (2t — 1) = pRi (4t — 2), és

Rpi1(t) = pRrya(t +5) — (1 = p) R (t — 5)
= (1—p) [p+pRi(4t — 2) — pR(2t + 25 — 1) — pRi (2t — 25)]
=p(1 —p) [1 + Ri(4t — 2) — Ri(2t + 2s — 1) — Ry,(2t — 2s)]

=p [(1 —2p) + Ry (2t — %) —(1—p)Ri(2t +25 — 1) — (1 — p)Ri(2t — 23)} :

mivel p+(1—p)Ry—1(4t—2) = Ry, (2t — %). Innen, a c) esethez hasonléan, ha 2t+2s—1 >
2t — 2s, akkor Ry, (2t — 1) > pRy(2t 4+ 2s — 1) + (1 — p) R (2t — 2s), ahonnan

p [(1 —2p) + Ry, (2t - %) —(1—p)Ri(2t +25 — 1) — (1 — p)Ri(2t — 25)}
>p[(1—2p) — (1—2p)Re(2t +2s —1)] > 0.
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A 2t 4+ 2s — 1 < 2t — 2s eset hasonléan targyalhat6. Innen kovetkezik a d) tulajdonsig
a d.) esetben is.

Az indukciés feltevésbol és a (3) formuldbdl azonnal kovetkezik, hogy az a) és c)
tulajdonsigok érvényesek maradnak a k + 1 esetben is. A b) éllitds igazoldsdhoz elég
ellendrizni azt, hogy Rjy1(j27%) = Ri(j27%) minden 0 < j < 2* szdmra. Viszont, ha
j27F < 1 akkor Ry41(j27%) = pRi(j27F), és Re(j27F1) = pRy_1(j27F1) =
pRi(j27%*1) az indukcids feltevés alapjan. Hasonléan, ha % < j27F < 1, akkor
Ri1(527F) =p+ (1 = p)Re(527*) =p+ (1 - p) Ri1(j27 "1 = Ri(527F).

Az e.) éllitas bizonyitasa érdekében vegyiik észre, hogy a (k + 1 paraméterre mar
bizonyitott) d.), b.) és a.) tulajdonsdgok alapjin

Roa (270 0) > sup  (pRiga (G +0270D) + (1= p)Resa (G — D27 ¢HY))
0<I<y
l4+j péaros szdm

= s (PR(G+D270Y) + (1= p)Re((G - D2 *))
0<i<y
l+jparos szam

- S (ka(ﬂ‘(’““) +5) + (1= p)R(52~ F D) — S)> )
0<s<j2— (k+1)

ahonnan Ry, (52~ *+1) > Ry (52 *+1D), (Kihasznéltuk azt is, hogy a Ry(t) fiige-
vény konstans minden [u27%, (u + 1)27%) alaki intervallumban. Az ellenkezd iranyt
egyenlStlenség nyilvanvald, ezért Rypq(j2~ 1)) = Ry (52~ *+D),

Vegylik észre, hogy az indukcios feltétel alapjan konnyen lathatd, hogy nemcsak az
Ry 1(t) hanem az Ry (t) fiiggvény is konstans minden [u2~%, (u 4 1)27%) alaki inter-
vallumban. (Még nem lattuk be, hogy Ry.1(t) = Ryy1(t).) Ugyanis, az Rp(t) = Ry (t)
fiiggvény tulajdonsdgai alapjan elegendd az Ry.1(t) fiiggvényt definidlé (2) formula
szuprémuméban csak olyan s szdmokat venni, melyekre t — s = j27F alakd. Ezért,
ha t € w2 ® D (y + 1)2=+D) akkor Gsszehasonlitva azon (s, 5) parokat, melykre
Ry, (u2™ D) —s) = Ry (t —5) = Ry, (j27%), kapjuk, hogy pRy(t+5) + (1 —p) Ry (t —5) =
pRi(u2=FHD) 4+ 5) + (1 — p) Ry (u2~F+1) — 5), ezért Ryp1(t) = Rpyr(u2=FH1). Az
e.) 4llitds tovabbi része innen kovetkezik, hiszen mind az Ry (t) mind a Ry (t) fiiggvény
konstans a megfelel$ intervallumon.

A fenti Tételbol kovetkezik a merész stratégia optimalitdasa. Valoban, ebbdl az
eredménybol indukcidval kovetkezik, hogy ha k 1épést tehetiink, akkor a merész stratégia
optimalis, és nyereményfiiggvénye t kiindulé téke esetén Ry (t) = Ri(t). Ez az allitds
ugyanis k = 0 esetén érvényes, és ha k — 1-re igaz, akkor t kiinduld toke esetén s,
0 < s <t kezdeti tét esetén a siker valdsziniisége pRr_1(t +s) + (1 —p)Rr—1(t — s5). A
tétel azt mondja ki, hogy ez a kifejezés 0 < ¢ < % esetén s = t pontban, % <t <1 esetén
pedig az s = 1 —t pontban veszi fel. Ez azt jelenti, hogy a k 1épéses stratégidk koziil az
optimalis stratégia elso 1épése megegyezik a merész stratégia elsé 1épésével. Indukcidval
innen kovetkezik, hogy a merész stratégia optimdlis a k 1épéses stratégiak kozott.

Tekintstink ezek utan egy tetszéleges stratégiat, és jelolje ebben R(t) a siker va-
16szintiségét t kiindulé téke esetén, és Ry(t) a siker valdsziniliséget az elsé k 1épés
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bekovetkeztéig. Legyen tovabbd R(t) = klim Ry (t). Ekkor az R(t) fliggvény adja meg a
—00
siker valészinfiségét az optimélis stratégia esetén, és R(t) = klim Ri(t) < klim Ry (t) =
—00 —00

R(t). Ezt kellett bizonyitanunk.



