A november 19.-i el6adashoz kapcsolodd gyakorlat feladatai

1. Péter és Pal a kovetkezo jatékot jatszhatja. Egymés utan 10 000 alkalommal feldob-
nak egy szabdlyos kockat. Ha a kocka paros oldalra esik, akkor Péter kap a banktol
annyi forintot, amennyi a dobas értéke, ha a dobas értéke harommal oszthaté akkor
Pal kap a banktdl annyi forintot, amennyi a dobas értéke. (Pératlan dobds esetén
Péter nem nem nyer semmit, és hasonléan harommal nem oszthaté dobds esetén
P4al nem nyer semmit. Mi annak a valdszintisége, hogy Péter legaldbb 19 800 és
Pal legalabbb 15 200 forintot nyer? Hogyan tudjuk ezt kozelitoleg jol kiszamolni a
tobb-dimenzids centrélis hatareloszlastétel és egy szamitégép segitségével?
Megoldas: Jelolje Y; Péter és Z; P4l nyereményét a j-ik lépésben, 1 < 5 < 10 000,

10 000 10 000
és vezessik beaz S; = Y Y;,éT; = > Zj, valosziniiségi véltozokat. Akkor
=1 j=1

j= =
minket a P(S > 19 800,7 > 15 200) valdszintliség érdekel. Ezt a tobb-dimenzids
centralis hatéareloszlastétel segftségével akarjuk megtenni. Ahhoz, hogy ezt megte-
gyiik, szamoljuk ki a (fiiggetlen és egyforma eloszlast) (Y}, Z;) vektorok varhaté
érték vektordt és kovariancia métrixdt. EY; = §(2 44 + 6) = 2, mert Péter
Y, nyereménye % valoszintiséggel lesz 2, 4 vagy 6 forint, és % val6szintiséggel 0
forint. Hasonléan EZ; = ¢(3+6) = 2, EY? = ¢(4+16+36) = %, EZ? =
19 +36) = 2, VarY; = EY? — (EY/)* = . VarZ; = EZ; — (BZ;)* = 7.
Végill EY;Z; = % - 36 = 6, mert Y;Z; = 36, ha hatos dobés torténik, aminek
a valoszinlisége %, és a maradék % valoszinliségi esemény bekovetkezésekor nulla,

ahonnan Cov (Y;,Z,) = EY,;Z; — EY,EZ; =6 —3 = 3.
A fentiek alapjan

—E T — ET
P(8219800,T215200):P<S 5 )

22 > 91 " >9
V10000 — 7 4/10 000

és a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel segitségével a fenti valdszinliség an-
nak valdszintiségével kozelithetd, hogy P(n1 > —2,m2 > 2) egy olyan normalis
eloszlasi (n1,m2) véletlen vektorra, melyre Eny = Eny = 0, és e vektor kovari-

16
ancia matrixa a D = <33 21 ) Szamitsuk ki ennek a normadlis eloszlasi vek-
s
tornak a strtségfiiggvényét. Ennek érdekében elGszor kiszamitjuk a D matrix
1 /20
D~ inverzét. Azt kapjuk, hogy detD = 19, D~ ! = 0 (_43’ E)’ ahonnan
73

—2(z,y) D7z, y)* = —% (Za? + 13—6y2 — 6ay). Ezért a keresett stirfiségfiiggvény

f(x,y) = 5-A=ge™ @D @) /2 qlakjit felhasmélva kapjuk, hogy

P(S > 19 800, T > 15 200)
< oree 1 1 /21 5 16 , )}
~ exps —— | —x° + —y° — 6z dx dy.
/2 /2 27v/19 p{ 38 ( 1 g/~ Y
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2.) Minden z > O-ra

(l _ i) p(x) <1-d(x) < %w(w),

x a3

ahol ®(z) és p(z) a standard normalis eloszlds és stirtiségfiiggvény.

Megoldas: Rarcidlis integralassal kapjuk, hogy

00 © 14 —u?/2 1 % 1
to)= [ [T s et [T g
= le_”“"2/2 - %6_332/2 + /OO %6_“2/2 du ,
x x . U

és hasznéljuk fel, hogy [ Le " /2du >0, és [*° 3e™*"/2du > 0. Innen léthaté
az allitas.

3. Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok A > 0
k S Sh_

paraméterrel, Sy = > &, 1 <k <n. A (S—l,..., g 1) vektor fiiggetlen az
j=1 n n

Sy valoszintiségi valtozdtdl, és e vektor elemei a [0, 1] intervallumban fiiggetlen,
egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozokbol allé rendezett mintat alkotnak.

Ezt a feladatot ugy fogjuk megoldani, hogy kiszamoljuk a definidlt véletlen vek-
tor strtségfiiggvényét, és ellenorizziik, hogy ez olyan tulajdonsigi, mint ahogy azt
allitottuk. Ahhoz, hogy ezt a programot végrehajtsuk sziikségiink van arra, hogy
tudjuk bizonyos transzformaciok soran hogyan valtozik egy integral. Felidézem azt
az eredményt, amelyikre sziikségiink van. Ezt a sziikségesnél altaldnosabb forméban fo-
galmazom meg. A most vizsgalt probléméban elegendé lenne invertalhaté leképezéseket
vizsgdlni, ahol minden pontnak egyetlen 6sképe van. A sziikséges eredmény megfogal-
mazasa érdekében el6szor felidézem a Jacobian foglmat.

Jacobian definiciéja. Legyen yi = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
egy tartomdnydnak sima transzformdltja az n-dimenzios tér eqy masik tartomdnyaba. E
transzformdcio J(T(x1,...,x,)) Jakobidnja egy (x1,...,x,) pontban a

ox

n X n-es (az (x1,...,x,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdinak az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,z,) pont kis
kornyezetének a térfogatit a T = (T1,...,T,) transzformdcio hdnyszorosdra nagyitja

ki)

Integraltranszformaciordl szol6 képlet. Legyen adva az n-dimenzids tér eqy A tar-
tomdnydnak eqy sima yr = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, transzformaltja az n-dimenzids
tér eqy masik B tartomdnydba. Legyen tovdbbd adva a B tartomdnyon eqy f(y1,---,Yn)
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fliggvény. Ezen f(y1,...,Yn) figgvénynek o T = (11,...,T,) transzformdcid dltal meg-
hatdrozott ésképén azt az A tartomdnyon értelmezett g(xy,...,x,) = T f(z1,...,20)
fugguényt értjik az A tartomdnyon, melyre

g(x1,...,xn) = f(T1(z1,. .o xn)y ooy (1, .o )

minden (z1,...,x,) € A pontban. Ekkor

/Bf(yl,...,yn)dyl... dy.,

T 'f(xq,...,x
A
olyan (z1,...,2n)€A pontok j(T(Zh <o 7Zk))
melyekre Tk (21,-..,2n)=Tk(T1,---,Tn)
k=1,....,n

A 3. feladat megolddsa: Szamoljuk ki az (S1,...,S,) vektor stiriiségfiiggvényét.
P(S1 <ui,...,S <un)=P(&,...,&) € B) = / Nle Myittyn) qu L dy,,,
B

ahol B = B(ui,...,un) = {(Y1,---»¥n):y; = 0,y1 +y2+ - +y; < uy, j=
1,...,n}.

frjuk at a fenti integrélt az x; = y1 +--- +y;, j = 1,2,...,n transzformdciéval.
E transzformécié invertdlhatd. Jacobianja 1, a B halmazt az {0 < z; < uj, j =
1,...,n} halmazba képezi, ezért

P(S1 <up,...,S <uy)= Nle A dpy L. dxy,

/{O§m1§m2<"'§mn7 T;<uj, j:1,...,7’l}

ahonnan az (Si,...,S,) vektor stirliségfiiggvénye f(z1,...,2,) = A" 7 ha 0 <
x1 <x9 <o <y, 68 f(x1,...,2,) = 0 egyébként. Innen az S, siirliségfiiggvénye
= [ Nt
= ooy p)dry ..o dr, g = ————a" e M,
fuw) = [ [ @m) de e = e
ha z, > 0.
" : S1 Sn—1 P
Szamitsuk ki az g g Sp | vektor strtségfiiggvényét az (Si,...,Sn)
n n

véletlen vektor f(xq,...,z,) slriségfliggvényének ismeretében.

Sl Sn—l

P(S—n<u1,..., Sn <’U,n_1,Sn<$>

= P(Sl < Snul,...,Sn_l < Snun_1,5n < ZZJ)

/ fyr, -y yn) dys - .. dys,.
{0§y3<ujyna.7:177n_170§yn<m}
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Végezzik el az x; = y;yn, j = 1,2,...,n — 1 és x, = y, helyettesitésket. E

transzforméacié Jacobidnja x7 1 és

Sl Sn—l
P(S—n<u1,..., S <un_1,Sn<$
x x
:/ lef(—l,...,ﬂ,wn) dxq ...dx,.
{0<z;<uy, j=1,....n—1,0<z,, <z} Tn Tn
Innen a keresett stiriségfiiggvény f(z1,...,0n_1,2,) = A" 2" 1 ha 0 <2y <
] < -0 < xpo1 < 1, és z, > 0. Ez azt jelenti, hogy f(z1,...,Tn-1,2,) =
g(z1, ..., xn_1)h(xy,), ahol g(z1,...,2p—1) = (=1L ha0<z; <--- <m,1 <1,
xn—l
g(z1,...,xn_1) = 0, egyébként, h(x,) = ﬁe*’\x", ha z, > 0, h(z,) =0, ha
n—1)!

51 S
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fiiggetlenek, a tekintett vektor eloszldsa megegyezik n — 1 fiiggetlen, a [0, 1] inter-
vallumban egyenletes eloszlasi valoszinliségi valtozobol készitett rendezett minta
eloszlasaval, az S,, vektor eloszlasa pedig n fliggetlen A paraméterii exponencidlis
eloszlasu val6szintliségi valtozd Osszegének az eloszldsa. (Azt, hogy h(x1,...,Tn_1)
egy n — 1 elemi egyenletes eloszlasi minta striiségfiiggvénye megbeszéltiikk egy
korabbi gyakorlaton.)

T, < 0. Ez azt jelenti, hogy az < ) vektor és S, valdsziniiségi valtozdk

Hazi feladat:

Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldst valészinti-
ségi valtozok, és jeldlje & = max ¢; a maximumukat. Hatdrozzuk meg a (&1,£7)
i<n

vektor eloszlasat. Lassuk be, hogy ezt természetes két részre osztani annak megfele-
16en, hogy & = & vagy &1 # &]. Az egyik mérték az atlora van koncentralva és ott
stirtiségfiiggvénye 2”1, a mésik résznek az egész négyzeten van siirtiségfiiggvénye,
és az (n — 1)y" 2, ha 0 < z <y < 1 és nulla kiilénben.



